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本稿では, ムーンシャイン加群 $V\#$ に含まれる部分代数に関する Griess代数の分解
について考察する。
いうまでもなく, ムーンシャイン加群は頂点作用素代数の最も重要な例である。そ

の Griess代数を本稿では $B^{\mathfrak{h}}$ と書くことにするが, これは頂点作用素代数とは独立
に有限群論において研究されて来た Griess-Conway代数と同型である $\mathrm{a}--- 1\text{。}$

ところで, モンスターと Griess-Conway代数 $B\#$ の関係は, Mathieu 群 $M_{24}$ と

Golay符号の関係や Conway群.1 と Leech格子の関係に類似している。Mathieu群
や Conway群の場合には, Golay符号や Leech格子の性質から群の性質が芋蔓式に導
かれるが, モンスターの場合にはなかなか芋蔓式とはいかないのが現状である。筆
者の考えでは, Griess-Conway代数 $B^{\mathfrak{h}}$ はムーンシャイン加群 $V^{\mathfrak{h}}$ の一部であるから,
$V^{\mathrm{b}}$ の持つ頂点作用素代数としての性質をもつと深く掘り下げないと Mathieu群や
Conway群の場合のような理解の仕方には至らないのではないかと思われる。
そこで $V^{\mathfrak{y}}$ の頂点作用素代数の構造を積極的に使うことによって代数 $B^{\mathfrak{h}}$ の性質

を考察してみようというのは自然な考えであろう。筆者はそのプログラムの第一歩
として, Griess代数のいくつかの元 $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{m}$ の随伴作用の合或 $R_{a_{1}}\cdots R_{a_{m}}$ の跡を

$m\leq 5$ に対して Griess代数の演算と不変内積 (および $m=5$ の場合は完全反対称な

5 重線型形式) で表す公式を得た。 この公式は Norton&こよって別の方法ですでに得

られていたものであるが, 私の方法の意義は Norton の結果を再現するに留まるもの
ではない。

Norton の方法は次のようなものである。 $B\#$ の白己同型群がモンスターなのだか
ら, 上の跡は $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{m}$ へのモンスターの作用で不変である。さらに, 跡の性質から,
添字の巡回置換で不変でもある。そのような多重線型形式は, $m\leq 5$ の場合, Griess
代数の乗法と不変内積を用いて書けるもののほかには, $m=5$ の場合に完全反対称

な 5 重線型形式があるのみであることがモンスターの表現の性質からわかる。そこ
で, 跡 Tr $R_{a_{1}}\cdots R_{a_{m}}$ をそれら既知の多重線型形式の一次結合で表す係数を決定すれ
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1. Griess は文献 [Gr] において, ある可換非結合的代数の自己同型群として実現することによりモン
スターの存在を示した。その後 Conway が文献 [Co] においてこの代数を少し変更したものの比較
的容易な構或法を与えた。 これが上に言う Griess-Conway代数である。
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ば, 跡公式が得られるわけである。そのために, Norton ?よ $B^{\mathfrak{h}}$ lこ含まれる幕等元に注
目した。例えぼモンスターの $2\mathrm{A}$ 元 $g$ に対して, $g$ で固定される幕等元が複数ある
が, そのうち長さの最も短いものについては, その $B^{\mathfrak{h}}$ への随伴作用のスペクトルが
知られている。そこでこのデータを跡に代入してやれば, 跡公式の係数に関する関
係式が出る。 よって, 種々の幕等元の随伴作用のスペクトルのデータが十分に集まれ
ば, 跡公式の係数が決定されてしまう。Norton #よこのようにして跡公式を導出した。
こうしてみると, もし跡公式がまったく独立に導かれれば, 逆にそれを利用して幕

等元のスペクトルを調べることができることがわかる。 しかし, $B^{\mathfrak{h}}$ |よ $V^{\mathfrak{h}}$ の一部で
あり, $2\mathrm{A}$ 元以外の場合にはおそらく $B^{\mathfrak{h}}$ tこ留まって考察するのは得策でない。我々
は $B^{\mathfrak{h}}$ の種々の幕等元を含むような良い部分代数を $V^{\mathfrak{h}}$ の中に考え, それに関する

$V^{\mathfrak{h}}$ の既約分解を考えたいのである。正確に言うと, ある種の VOA $\mathcal{W}$ から $V\#$ への

しかるべき条件を満たすような埋め込みを考え, その像に関する $V^{\mathfrak{h}}$ の既約分解を利
用してモンスターの元を構或しその性質を導こうというのである。ここに現れる代
数 $\mathcal{W}$ が表題に言う $\mathrm{W}$代数である。

本稿では, VOA $\mathcal{W}$ であって, $V^{\mathfrak{h}}$ への埋め込みからモンスターの $3\mathrm{A}$ 元および $4\mathrm{A}$

元が構或されるようなものの例を与える。 その例は新しいものではなく, 中心電荷
$c_{N}=2(N-1)/(N+2)$ の $\mathcal{W}_{N}$ 代数と呼ばれるものであり, 物理学で $Z_{N}$ パラフェ

ルミオン代数と呼ぼれているものと関係している。特に $N=3,4$ の場合には, 対応
する $\mathrm{W}$代数の具体的な構或法であって VOA としての性質が良く調べられているよ
うなものがすでにあるので, それを利用して $V^{\mathfrak{h}}$ を調べることができる。特に跡公式
を利用すると, 対応する Griess-Conway代数 $B^{\mathfrak{h}}$ の幕等元に関して, その随伴作用の
スペクトルを決定することができる。 さらに, 対応する自己同型がそれぞれ $3\mathrm{A},$ $4\mathrm{A}$

でなけれぼならないこともいえる。一方 $N\geq 5$ の場合には, 対応する $\mathcal{W}_{N}$ 代数の
構或はあるものの, 既約表現の分類およびフユージョン則の決定は VOAの立場では
厳密にはなされていないようである。 しかし, 少なくとも $N=5$ の場合には, 予想
される性質を形式的に当てはめて計算すると, 幕等元の随伴作用のスペクトルが決
定し, 附随する自己同型は $5\mathrm{A}$ 元でなければならないことが出てくる。
従って種々の $\mathrm{W}$代数の表現論とその $V^{\mathfrak{h}}$ への埋め込みを研究することによってモ
ンスターの元の $V^{\mathfrak{h}}$ への作用を記述することができると強く期待されるわけである。
この考えは, $2\mathrm{A}$ の場合に宮本雅彦氏が行った構或法の一般化である。

本稿は論文 [Mal] の一部とその背景の解説である。短期共同研究「頂点作用素代数
の表現論とその周辺」講究録に載せる予定の「頂点作用素代数の Griess代数に対す
る Norton の跡公式」 もあわせて御覧いただきたい。

研究集会での講演を薦めてくださった北詰正顕氏に感謝する。
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1 頂点作用素代数の Griess代数
複素数体 $\mathbb{C}$ 上で定義された頂点作用素代数 (VOA) $V$ を考える。本稿ではその演算
および共形ウェイトによる次数付けをそれぞれ

$\mathrm{Y}(a, z)=\sum_{n\in \mathbb{Z}}a_{(n)}z^{-n-1}$
, $V=\oplus V^{n}n=0\infty$

と表す。
頂点作用素代数の一般論については, 文献 [FLM] および [MaN] をご覧いただきた
い。特に, 頂点作用素代数には共形ベクトルと呼ばれる次数 2 の元 $\omega\in V^{2}$ が与え
られており, 附随する作用素 $L_{n}=\omega(n+1)$ が Virasoro代数の表現をなしている:

$[L_{m}, L_{n}]=(m-n)L_{m+n}+ \frac{m^{3}-m}{12}\delta_{m+n,0^{C}}$

その中心電荷 $c$ を VOA の用語に従って $V$ の階数という。 また $L_{0}$ の固有値は共形
ウェイトと呼ぼれ, 冒頭で述べた $V$ の次数付けは $L_{0}$ に関する固有空間分解に他な
らない。 $V$ の指標を

$\mathrm{c}\mathrm{h}V=\sum_{d=0}^{\infty}\dim V^{d}q^{d}$ (1.1)

と定義する。
さて, ムーンシャイン加群 $V=V^{\mathfrak{h}}$ lよ $V^{0}=\mathbb{C}1$ かつ $V^{1}=0$ となっている。 この

場合には, 次数 2 の部分空間 $B=V^{2}$ を考えると, VOA の演算の一部である

$ab=a(1)b$ , $(a|b)1=a(3)b$ (1.2)

によって, 可換非結合的代数の構造および不変な内積 (対称双線型形式) が入る。 こ

れを, 一般に VOA $V$ の Griess代数と呼ぶ。また, $V$ は定数倍を除き一意的な不変対
称双線型形式 $(|)$ を持つ $\text{註}2\text{。}$ この形式を $(1|1)=1$ と正規化すると, これは $B$ 上の内
積 $(|)$ の $V$ 全体への拡張になっており, $i\neq j$ ならば $(V^{i}|V^{j})=0$ であり, $L_{1}a=0$

なるベクトル $a\in V^{m}$ に対しては

$(a(n)u|v)=(-1)^{m}(u|a(2m-2-n)v)$ , $(u, v\in V)$ (1.3)

が成立する。特に, 任意の $a\in B$ に対して $(a(n)u|v)=(u|a(2-n)v)$ が成立する。
ムーンシャイン加群の構或は複雑であり, 本稿で述べる余裕はないので, 詳しくは

文献 [FLM] を参照していただきたいが, 本稿で必要なことはほとんど以下の性質で
つきている。

(M1) ムーンシャイン加群 $V^{\mathfrak{h}}$ #よ階数 24 の VOA の構造を持つ。

(M2) $\mathrm{c}\mathrm{h}V\#=q(J(q)-744)$ である。

(M3) 不変対称双線型形式が正定値であるような実形 $V_{\mathbb{R}}^{\#}$ が存在する。

(M4) Griess代数 $B^{\mathfrak{h}}$ lよ Griess-Conway代数と同型であり, 自己同型群 Aut $V^{\mathfrak{h}}$ |よモ

ンスター単純群と同型である。

2. 文献 [Li] を参照。
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2Nortonの跡公式
ムーンシャイン加群 $V^{\mathfrak{h}}$ の Griess代数 $B^{\mathfrak{h}}$ を考え, その元 $a$ による随伴作用を

$R_{a}$ : $B^{\mathfrak{h}}arrow B^{\mathfrak{h}},$ $x\mapsto xa(=ax)$ (2.1)

と表す。

定理 1Griess-Conway代数 $B\#$ の随伴作用について, 以下の公式が成立する。

Tr $R_{a_{1}}=32814(a_{1}|\omega)$ ,

Tr $R_{a_{1}}R_{a_{2}}=4620(a_{1}|a_{2})+5084(a_{1}|\omega)(a_{2}|\omega)$ ,
$r\mathrm{b}R_{a_{1}}R_{a_{2}}R_{a_{3}}=900(a_{1}|a_{2}|a_{3})+620$ Cyc $(a_{1}|a_{2})(a_{3}|\omega)$

$+744(a_{1}|\{v)(a_{2}|\omega)(a_{3}|\omega)$ ,

Tr $R_{a_{1}}R_{a_{2}}R_{a_{3}}R_{a_{4}}=166(a_{1}a_{2}|a_{3}a_{4})-116(a_{1}a_{3}|a_{2}a_{4})+166(a_{1}a_{4}|a_{2}a_{3})$

+114 Sym $(a_{1}|a_{2}|a_{3})(a_{4}|\omega)+52$ Sym $(a_{1}|a_{2})(a_{3}|a_{4})$

+80 Sym $(a_{1}|a_{2})(a_{3}|\omega)(a_{4}|\omega)+104(a_{1}|\omega)(a_{2}|\omega)(a_{3}|\omega)(a_{4}|\omega)$ ,
$\mathrm{R}R_{a_{1}}R_{a_{2}}R_{a_{3}}R_{a_{4}}R_{a_{5}}=30\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{2}|a_{3}|a_{4}a_{5})+4\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{4}|a_{3}|a_{2}a_{5})$

$-22\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{5}|a_{3}|a_{2}a_{4})+20\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{2}|a_{3}a_{4})(a_{5}|\omega)$

$-14\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{3}|a_{2}a_{4})(a_{5}|\omega)+20\mathrm{C}\mathrm{y}\mathrm{c}(a_{1}a_{4}|a_{2}a_{3})(a_{5}|\omega)$

+8Sym $(a_{1}|a_{2}|a_{3})(a_{4}|a_{5})+14$Sym $(a_{1}|a_{2}|a_{3})(a_{4}|\omega)(a_{5}|\omega)$

+6Sym $(a_{1}|a_{2})(a_{3}|a_{4})(a_{5}|\omega)+10$Sym $(a_{1}|a_{2})(a_{3}|\omega)(a_{4}|\omega)(a_{5}|\omega)$

$+14(a_{1}|\omega)(a_{2}|\omega)(a_{3}|\omega)(a_{4}|\omega)(a_{5}|\omega)+52$( $a_{1}$ , a2, $a_{3},$ $a_{4},$ $a_{5}$ )

ここで $(a_{i}|a_{j}|a_{k})$ は $(a_{i}a_{j}|a_{k})=(a_{i}|a_{j}a_{k})$ を表し, Sym は添字の置換 (こ関する和を,

Cyc は添字の巡回置換に関する和を表す。 また $m=5$ の最後の項は完全反対称な 5
重線型形式

$(a_{1}, a_{2}, a_{3}, a_{4}, a_{5})1= \frac{1}{5!}\sum_{\sigma\in S_{5}}(-1)^{\ell(\sigma)}\sigma(a_{1(3)}a_{2(2)}a_{3(1)}a_{4(0)}a_{5})$ (2.2)

である。

すでに触れたように, この公式は, Norton&こよって群論的方法で得られていた公
式であるが, 彼は $m=5$ の場合については $a_{1},$ $\ldots,$

$a_{5}$ が単位元と直交する場合, す
なわち $(a_{1}|\omega)=\cdots=(a_{5}|\omega)=0$ の場合しか記していない。また, 完全反対称な 5 重
線型形式については, 跡公式白体を定義と見なせるとしか書いていない。

筆者は, 論文 [Mal] でこの公式の別証明を与えた $\yen^{-}3\text{。}$ それは, ムーンシャイン加群
$V^{\mathfrak{h}}$ のモンスター $\mathrm{M}$ による固定部分空間と真空ベクトル 1 で生或された Virasoro
部分加群とが次数 10 まで一致するという性質註 4 に基づくものである。この方法は

3. 実際には筆者は Norton の結果を知らずに研究をしていたが, 結果を Ivanov に話したところ, Norton
が関連する論文を書いていると教えてくれた。そこで論文 [No] を見てみると, 確かに全く同じ公
式が書いであって, ちょっとがつかりした次第である。

4. 文献 [HL] を参照。実際には次数 11 まで一致するが, 11 次の空間は跡公式の導出には必要ない。
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自己同型群の性質を用いているので完全に群論抜きの証明とは言えないが註 5 同様の
性質を持つ他の VOA にも一般化できるという点で優れている。その手法を少し変
更すると, ムーンシャイン加群の一点函数のモジュラー不変性とウェイト 11 以下の
尖点形式の非存在に基づいて, 全く群論を用いずに証明することもできる。 これに

ついては論文 [Mal] では簡単に触れただけだが, 論説 [Ma2] ではもう少し詳しく述
べたので, 興味のある方は参照していただきたい。

ところで, 仮に代数 $B^{\mathfrak{h}}$ が結合的であったとすれば, $a,$
$a’\in B^{\mathfrak{h}}$ lこ対して $R_{a}R_{a’}=$

$R_{aa’}$ であるから, 合或する随伴作用の個数を増やしても跡公式の担う情ffl量は本質
的に変わらないはずである。 しかし, 実際には Griess-Conway代数 $B\#$ #岬 F結合的
であって, 跡公式の持つ情報は合或する随伴作用の個数を増やすにつれ増えていく。
つまり Norton の跡公式は, 代数 $B^{\mathfrak{h}}$ の非結合性の度合い註 6 を反映した情報を抽出し
て我々に提供してくれる端末装置であると言えよう。

3 冨等元のスベクトル

ムーンシャイン加群 $V^{\mathfrak{h}}$ の Griess 代数 $B^{\mathfrak{h}}$ を考える。本稿では $B^{\mathfrak{h}}$ の元 $t$ であっ
て $t^{2}=2t$ を満たすものを便宜的に幕等元と呼ぶことにする。前節の跡公式で特に
$a_{1}=\cdots=a_{5}=t$ とすれば

$\mathrm{T}\mathrm{r}R_{t}=32814(t|t)$ ,

Tr $R_{t}^{2}=$ 4620 $(t|t)+5084(t|t)^{2}$ ,

Tr $R_{t}^{3}=1800(t|t)+1860(t|t)^{2}+744(t|t)^{3}$ , (3.1)
$\mathrm{b}R_{t}^{4}=$ 864 $(t|t)+1068(t|t)^{2}+480(t|t)^{3}+104(t|t)^{4}$ ,
$\mathrm{T}\mathrm{r}R_{t}^{5}=$ 480 $(t|t)+680(t|t)^{2}+370(t|t)^{3}+100(t|t)^{4}+14(t|t)^{5}$ .

となる。

幕等元の重要性は, Tn=t(n+。とすると, これが $V^{\mathfrak{h}}$ 上に中心電荷 $b=2(t|t)$ の

Virasoro代数の表現を与えることにある:

$[T_{m}, T_{n}]=(m-n)T_{m+n}+ \frac{m^{3}-}{12}$m\mbox{\boldmath $\delta$}。+n,0 $2(t|t)$ (3.2)

ムーンシャイン加群 $V\#$ は, 不変対称双線型形式が正定値となるような実形 $V_{\mathbb{R}}^{\mathfrak{b}}$ を持
つので, $V_{\mathbb{R}}^{\mathfrak{h}}$ に属する幕等元を, 実幕等元と呼ぶことにする。実幕等元 $t$ の生或する
部分 VOA は Virasoro代数の最高ウェイト既約表現 $L(b, 0)$ に附随する VOA と同
型である。 また, この Virasoro 加群の構造に関して $V\#$ #よ完全可約となるから, $V\#$

は既約 $L$ ( $b$ , O)-加群の直和に分解する。
特に, $b$ が Virasoro代数のユニタリ系列と呼ばれる系列に属する場合には, VOA

$L(b, 0)$ は有理的であって, それに対する既約加群の分類は Virasoro代数の表現論で

5. それどころ力\searrow ムーンシャイン加群 $V^{\mathfrak{h}}$ をモンスターの表現と見たときの自明表現の或分が小さい
ことから跡が決定してしまうのだから, Norton の方法と思想的には全く同じであるといえる。

6.代数 $B^{\mathfrak{h}}$ \iota こおいて結合律に代わるべき関係式は $B^{\mathfrak{h}}$ の中では閉じておらず, VOA $V^{\mathfrak{h}}$ の構造の中に
複雑に組み込まれている。筆者はそれを利用して跡公式を証明したのである。
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よく知られているものと一致する。そのリストを $L(b, h,),$ $(\lambda \mathrm{C}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ とおくことにす

る。 このとき, $L\psi 0$)-加群として $V^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ を既約分解することにより V よ

$V^{\mathfrak{h}}=\oplus V^{\#}(h_{\lambda})\lambda\in\Lambda$

(3.3)

と書かれる。 ここに, $V^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda})$ は $L(b, h_{\lambda})$ と同型なものの和を表す。

さて, Griess代数 $B^{\mathfrak{h}}$ の幕等元 $t$ Vこよる随伴作用 $R_{t}=T_{0}$ について, $B\#$ が

$B^{\mathfrak{h}}=\oplus_{\lambda}B^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda})$
(3.4)

と分解したとしよう。ただし, $B^{\mathfrak{h}}(\lambda)$ は随伴作用 $R_{t}$ に関する固有値 $\lambda$ の固有空間で

あり, $B^{\mathfrak{h}}(2)$ は $t$ で張られる一次元空間である。各固有空間の次元を

$d(h_{\lambda})=\dim B^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda})$ (3.5)

とおく。 このとき,

$1 \mathrm{k}R_{t}^{n}=\sum_{\lambda}\lambda^{n}d(h_{\lambda})$
(3.6)

であるから, 前節の跡公式とあわせれば, 固有値 6 の種類が少ない場合には, これ

からスペクトル $d(\lambda)$ が決定してしまうことがある。

例えば幕等元 $t$ として, $2(t|t)=1/2$ なる実幕等元をとったとしよう。すると $t$ が生

或する部分 VOA は Virasoro代数の中心電荷 1/2 の最高ウエイト既約表現 $L( \frac{1}{2},0)$ に

附随した VOA と同型である。 ところが既約 $L( \frac{1}{2},0)$-加群は $L( \frac{1}{2},0),L(\frac{1}{2}, \frac{1}{2}),$ $L( \frac{1}{2}, \frac{1}{16})$

のいずれかと同型であるから $h_{\lambda}=0,1/2,1/16$ であって,

$B^{\mathfrak{h}}=B^{\mathfrak{h}}(0) \oplus B^{\mathfrak{h}}(\frac{1}{2})\oplus B^{\mathfrak{h}}(\frac{1}{16})\oplus B^{\mathfrak{h}}(2)$ , $B^{\mathfrak{h}}(2)=\mathbb{C}t$ (3.7)

と分解する。従って,

$d(0)+d( \frac{1}{2})+d(\frac{1}{16})+1=196884$ (3.8)

および

$\frac{1}{2}d(\frac{1}{2})+$ $\frac{1}{16}d(\frac{1}{16})+2=\mathrm{h}R_{t}=\frac{16407}{2}$

(3.9)
$\frac{1}{4}d(\frac{1}{2})+\frac{1}{256}d(\frac{1}{16})+4=\mathrm{T}\mathrm{r}$ $R_{t}^{2}=$ $\frac{5891}{4}$

が成立する。 これを解いて,

$d(0)=96256$, $d( \frac{1}{2})=4371$ , $d( \frac{1}{16})=96256$ (3.10)

が得られる。
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さて, 写像

$g=\{$
1on $V^{\mathfrak{h}}(0) \oplus V\#(\frac{1}{2})$

-1 on $V \#(\frac{1}{16})$

(3.11)

を考えると, これは $V\#$ の自己同型すなわちモンスターの元を定める。モンスターの
位数 2 の元全体は, $2\mathrm{A}$ および $2\mathrm{B}$ と呼ばれる二つの共役類に分かれるが, その $B^{\mathfrak{h}}$

上の跡は $2\mathrm{A}$ の場合 4372 であり, $2\mathrm{B}$ の場合 276 になることが知られている $\mathrm{a}\overline{\overline{-}}7\text{。}$ 上の

自己同型の跡を計算してみると

Tr $|_{B\#}g=d(0)+d( \frac{1}{2})-d(\frac{1}{16})+1=96256+4371-96256+1=4372$ (3.12)

であるから自己同型 $g$ は共役類 $2\mathrm{A}$ に属する。
モンスターの $2\mathrm{A}$ 元と幕等元 $t$ の関係については, Conway が文献 [Co] に記して

いる。上のようにして VOA の白己同型を構或することでモンスターの元をとらえ
ようという発想は宮本雅彦氏による。宮本氏は論文 [Mi] で上記の写像 $g$ が共役類

$2\mathrm{A}$ に属することを述べるのに文献 [Co] を引用しているが, ここでは $g$ の $B\#$ 上の跡
を計算して共役類を確認してみた。

4 $\mathrm{W}$代数とスペクトル

前節では, 中心電荷 $b$ の幕等元 $t$ から生或された部分代数註 8 すなわち埋め込み

$L(b, 0)rightarrow V^{\#}$ (4.1)

を考えた。 しかし, 前節の方法でモンスターのもっと高い位数の元を構或するには
Virasor VOA $L(b, 0)$ を用いるのでは不十分で, VirasoroVOA を含むもっと大きな部
分代数を考える必要がある。その第一の候補としてパラフェルミオン代数から作ら
れる中心電荷 $c_{N}=2(N-1)/(N+2)$ の $\mathcal{W}_{N}$ 代数が考えられるのだが, それにつぃ
ては後述する。
ここでは, 一般に中心電荷 $b$ の VOA $\mathcal{W}=\mathcal{W}^{0}\oplus \mathcal{W}^{1}\oplus \mathcal{W}^{2}\oplus \mathcal{W}^{3}\oplus\cdots$ であって

$\mathcal{W}^{0}=\mathbb{C}1$ , $\mathcal{W}^{1}=0$ , $\mathcal{W}^{2}=\mathbb{C}t$ , $\mathcal{W}^{3}=\mathbb{C}\partial t\oplus \mathbb{C}w$ (4.2)

なるものが与えられたとする。ここで $w$ は最高ウェイトベクトルであり, $\partial t=t(-2)1$

である架このような VOA $\mathcal{W}$ を便宜的に $\mathrm{W}$代数と呼ぶことにする $\overline{i--}\mathrm{f}10\text{。}$ そこで単射
線型写像

$\iota$ : $\mathcal{W}rightarrow V^{\mathfrak{h}}$ (4.3)

7. 文献 [CN] を参照。
8. VOA の部分代数の共形ベクトルは全体の共形ベクトルと一致しなくてもよいものとする。
9. ここで� $t$ は $Y(\partial t, z)=dY(t, z)/dz$ となるような元である。文献 [MaN] では�を $T$ と書いて
いる。

10. $\mathrm{W}$代数という言葉の意味するところは実は流儀によってまちまちである。最も一般的に言えば $\mathrm{W}$

代数とは VOA(あるいはその元のモード全体のなす Lie代数) とその上の加群のことであるが, 通
常は共形ベクトルと共形ウェイト 3 以上のプライマリーベクトルたちから生或されている場合を
指す。実際には後述する $\mathcal{W}_{N}$ 代数を含むある種の具体的に構或された VOA のクラスを称して $\mathrm{W}$

代数と呼ぶことが多いように思われる。
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であって以下の条件を満たすものを考える。ただし $\mathcal{W}$ と写像 $\iota$ による像を同一視し

フ $nt(=n+1)$ , $W_{n}=w_{(n+2)}$ (4.4)

とおく。

(W1) 写像 $\iota$ |よ VOA の演算を保つ。

(W2) $\mathcal{W}$ 上で $T_{n}=L_{n}$ が成立する。

(W3) VOA $\mathcal{W}$ は $V^{\mathfrak{h}}$ の実形 $V_{\mathbb{R}}^{\mathfrak{h}}$ に関する複素共役で閉じている。

(W4) 元 $t$ および $w$ は $V^{\mathfrak{h}}$ の実形 $V_{\mathbb{R}}^{\#}$ に含まれる。

すると仮定 (W2) により $T_{0}$ の固有値と $L_{0}$ の固有値は $\mathcal{W}$ 上で一致するから, 特に
$t$ と $w$ はそれぞれ $V\#$ の次数 2, と 3 の元である。そこで次数 2 の元 $t$ を考えると,
仮定 (W1) によりこれは $V^{\mathfrak{h}}$ の幕等元であって, 任意の $u,$

$v\in V^{\mathfrak{h}}$ について

$(T_{0}u|v)=(t(1)u|v)=(u|t(1)v)=(u|T_{0}v)$ (4.5)

である。実形 $V_{\mathrm{R}}^{\#}$ 上の不変対称双線型形式は正定値であって $T_{0}$ は $V_{\mathrm{R}}^{\mathfrak{h}}$ について対称

行列で表されるから, これは $V\#$ 上で半単純であり, その固有値は実数である。 さら

に $[L_{0}, T_{0}]=0$ であって $V^{\mathfrak{h}}$ の各次数の部分空間はさらに $T_{0}$ に関する固有空間に分

解する。特に Griess代数 $B^{\mathfrak{h}}$ よ $T_{0}$ に関する固有空間に分解する。
次に次数 3 の元 $w$ について考察しよう。仮定 (W2) から $L_{1}w=T_{1}w=0$ である

から, (1.3) により, 任意の $u,$
$v\in V^{\mathfrak{h}}$ \iota こついて

$(W_{0}u|v)=(w_{(2)}u|v)=-(u|w_{(2)}v)=-(u|W_{0}v)$ (4.6)

である。実形 $V_{\mathrm{R}}^{\mathfrak{h}}$ 上の不変対称双線型形式は正定値であって $W_{0}$ は $V_{\mathbb{R}}^{\#}$ について反

対称行列で表されるから, これは $V^{\mathfrak{h}}$ 上で半単純であり, その固有値は絶対値の等し
い純虚数のペアまたは 0 である。

以下では, 既約 $\mathcal{W}$-加群は最高ウエイトベクトルから生或され, 既約 W-加群の同

型類の集合は最高ウエイトベクトルの $T_{0},$ $W_{0}$ に関する固有値で分類されるものと
仮定する。そこで既約 $\mathcal{W}$-加群の同型類全体をパラメトライズする集合を $\Lambda$ とし, 元
$\lambda\in \mathrm{A}$ に対応する既約 $\mathcal{W}$-加群の最高ウエイトベクトルの $T_{0},$ $W_{0}$ に関する固有値

を $h_{\lambda}$ , $\sigma_{\lambda}$ と表す.ことにする。すると仮定 (W4) から $\mathrm{v}\#$ lよ既約 $\mathcal{W}$-加群の (一般に

は無限個の) 直和に分解する。添字 $\lambda$ の表す既約 W-加群と同型な或分全体の和を
$V^{\mathfrak{h}}(\lambda)$ と表すことにすると

$V^{\mathfrak{h}}=\oplus V^{\mathfrak{h}}(\lambda)\lambda\in\Lambda$

(4.7)

となる。

さて, 作用素 $T_{0}$ に関する $B^{\mathfrak{h}}$ の固有空間分解

$B^{\mathfrak{h}}=\oplus$

.

$B^{\mathfrak{h}}(h)$ (4.8)
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を考える。すると $[\ovalbox{\tt\small REJECT}, \ovalbox{\tt\small REJECT}]\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ であるから, 各 $B^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT},$) はさらに $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に関する固有空
間に分解する。以下で述べる実例では, 既約 $\mathcal{W}$-加群の最高ウェイトベクトルの $W$

に関する固有値は, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に関する各固有値 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ に対して 0 であるか一組の純虚数のペ
アであるかのいずれかであって, 代数 B よ

$B^{\mathfrak{h}}=B^{\mathfrak{h}}(2)\oplus\oplus B^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda}, \sigma_{\lambda})\lambda\in\Lambda$ (4.9)

と分解することになる。固有空間の次元を

$d(h_{\lambda}, \sigma_{\lambda})=\dim B^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda}, \sigma_{\lambda})$ (4.10)

と表すことにしよう。

5 $4\mathrm{A}$元と VOA $V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$

前節の条件を満たすようなムーンシャイン加群の部分代数の例を考えよう。
ムーンシャイン加群 $V\#$ は文献 [FLM] にょるその構或からして, Leech格子に附随

した VOA の対合による固定部分空間 $V_{\mathrm{L}\mathrm{e}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}}^{+}$ を含んでぃる。 そこで Leech格子の元
$\alpha\neq 0$ を一つ選んで固定し, 一次元格子 $\mathbb{Z}\alpha$ を考えると,

V+\mbox{\boldmath $\alpha$}\leftrightarrow V� ch\subset V#(5.1)
なる VOA の埋め込みがある。
そこで VOA $V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ について考えてみよう。このタイプの VOA は物理でも数学でも

比較的よく考察されて来たものであるが, VOA としての細かい性質まで T寧に調ベ
られたのは比較的最近のことで, 文献 [DN], [Ab] にょる。それにょればVOA $V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ は
三つの元

$t= \frac{1}{2}(h_{(-1)})^{2}1,$ $E=e_{\alpha}+e_{-\alpha},$ $J=h_{(-1)}^{4}1-2h_{(-3)}h_{(-1)}1+ \frac{3}{2}(h_{(-2)})^{2}1$ (5.2)

で生或されており, 共形ベクトル $t$ \iota こつぃて $E,$ $J$ はそれぞれ共形ウェイト 34 のプ
ライマリーベクトルである。ただし, $h$ は $\mathbb{C}\otimes_{\mathbb{Z}}\mathbb{Z}\alpha$ の長さ 1 の元である。 ここで,
$w=\sqrt{-1}E$ とおくと, VOA $\mathcal{W}=V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ およびその元 $t,$ $w$ は埋め込み (5.1) に関して
前節で述べた条件 $(\mathrm{W}1)-(\mathrm{W}4)$ を満たす $\mathrm{a}\mathrm{e}---\text{。}11$

特に $\langle\alpha, \alpha\rangle=6$ の場合には, 既約 $V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$-加群は 10 種類あり, それらは最高ウェイト
ベクトルの $T_{0},$ $W_{0}$ に関する固有値で次のように分類される。

$(h, \sigma)=(0,0),$ $(1,0),$ $(1/12,0),$ $(1/3,0),$ $(3/4, \pm),$ $(1/16, \pm),$ $(9/16, \pm)$ (5.3)

そこで, 第 3節同様に埋め込み (5.1) に関する代数 $B\#$ の分解

$B^{\mathfrak{h}}=B \#(0)\oplus B\#(\frac{1}{16})\oplus B\#(\frac{1}{12})\oplus B\#(\frac{1}{3})\oplus B\#(\frac{9}{16})\oplus B\#(\frac{3}{4})\oplus B\#(1)\oplus B\#(2)$ (5.4)
垣. 一次元格子については格子 VOA を構或する際にコサイクル因子をっける必要がないので, 文献

[DN], [Ab] でもコサイクル因子をっけずに定式化してぃるが, 実形を考察する場合にはコサイクル
因子をつける方が自然であって, 元 $w$ に因子 $\sqrt{-1}$ をっける必要があるのはそのせいである。
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について $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の作用の幕乗に跡公式を適用して, 次元 $d\ovalbox{\tt\small REJECT},$ ) につ $\mathrm{b}\supset$ての連立方程式を

たてる。 この場合, 未知数の個数が方程式の個数を上回ってしまう力\searrow 幸 $\nu$ ) Gこして Jト

負の整数解はただ一通りに定まり, 結果は次のようになる。

$d(0)=38226$ , $d( \frac{1}{16})=94208,$ $d( \frac{1}{12})=48600,$ $d( \frac{1}{3})=11178$ ,
(5.5)

$d( \frac{9}{16})=4096$ , $d( \frac{3}{4})=552,$ $d(1)=23,$ $d(2)=1$ .

前節の考察により $B^{\mathfrak{h}}(h_{\lambda})$ はさらに $W_{0}$ に関する固有空間に分解される。 その固有

.値が絶対値の等しい純虚数のペアの場合, それぞれの固有空間の次元 (よ等し $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ので

$d( \frac{1}{16}, +)=d(\frac{1}{16}, -)=47140$

$d( \frac{9}{16}, +)=d(\frac{9}{16}, -)=2048$ (5.6)

$d( \frac{3}{4}, +)=d(\frac{3}{4}, -)=$ 276

となる。

さて, $V^{\mathfrak{h}}$ の既約 $V_{\alpha}^{+}$-加群への分解を用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$て

$g=\{\begin{array}{l}1\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(0)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{1}{3})\oplus V^{\mathfrak{h}}(1)-\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(\frac{1}{12})\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{3}{4})\pm\sqrt{-1}\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(\frac{1}{16},\pm)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{9}{\mathrm{l}6},\pm)\end{array}$ (5.7)

なる線型写像を考える。すると文献 [Ab] で示された $V_{\mathrm{Z}\alpha}^{+}$ のフユージョン則 Gこより,

この写像は $V^{\mathfrak{h}}$ の自己同型を与えていることがわかる。従って写像 $g$ (よモンスター

の位数 4 の元を与える。ここで代数 $B^{\mathfrak{h}}$ の分解を用 $\iota_{J^{\mathrm{a}}}$て写像 $g$ の跡を計算してみ

ると,

$i\mathrm{R}|_{B^{\mathfrak{h}}}g=38226-48600+11178-552+23+1=276$ (5.8)

となり, 写像 $g$ は共役類 $4\mathrm{A}$ に属することがわかる。 なお, 作り方力 $\mathrm{a}$ ら写像 $g$ (よ実

形 $V_{\mathrm{R}}^{\mathfrak{h}}$ をそれ白身に写している。

6 $\mathcal{W}_{N}$ 代数

前節で利用した VOA $\mathcal{W}=V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ は, 実は物理の用語で中心電荷 1 の $\mathcal{W}_{4}$ 代数と呼 (よ

れるものに同型である $\overline{\mathrm{i}-}\mathrm{f}\mathrm{l}2\text{。}$代数 $V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ の既約加群であって, ウエイト $(0, 0)$ , $(3/4,$ $+)$ ,

$(1, 0)$ , (3/4, -) でラベルされたものをそれぞれ $U_{\overline{0}},$ $U_{\overline{1}},$ $U_{\overline{2}}$ および $U_{\overline{3}}$ としよう。 こ

こで, $\mathbb{Z}/4\mathbb{Z}=\{\overline{0}, \overline{1},\overline{2}, \overline{3}\}$ であり, もちろん $U_{\overline{0}}=V_{\mathbb{Z}\alpha}^{+}$ である。 これらを直和した空

間を

$U=U_{\overline{0}}\oplus U_{\overline{1}}\oplus U_{\overline{2}}\oplus U_{\overline{3}}$ (6.1)

$12$ . $arrow$ \emptyset 種\emptyset 代数には種々の構或法があり, 適当に表現空間をとれば同じ VOA 力\mbox{\boldmath $\tau$}得られること (よ疑う

余地はないが, その厳密な証明を実行した文献は見あたらな $\mathrm{A}\supset$

。
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とすると, 空間 $U$ には一般化された VOA の構造が入り, Z4-パラフェルミオン代数
と呼ばれるものになる炉 3
一般に Zえパラフェルミオン代数と呼ばれるものが知られていて

$U=\oplus U_{\overline{k}}0\leq k\leq N-1$
(6.2)

と分解している。ただし, $\overline{k}$ は $\mathbb{Z}/N\mathbb{Z}$ の元を表す。特に $\mathcal{W}=U_{\overline{0}}$ は VOA の構造を
持ち, 中心電荷

$c_{N}= \frac{2(N-1)}{N+2}$ (6.3)

の $\mathcal{W}_{N}$ 代数と呼ばれるものとなる。また, 残りの $U_{\overline{k}},$ $(1\leq k\leq N-1)$ は W-加群
となり, 共形ウェイト

$\Delta_{k}=\frac{k(N-k)}{N}$ (6.4)

の最高ウェイトベクトルで生或される。パラフェルミオン代数は Zamolodchikov-
Fateev によって考案され, その後も物理学ではよく研究されているものである。パ
ラフェルミオン代数の具体的な構或法としては, 二種類のコセット構或法がよく知
られている。その一つである $\mathrm{S}\mathrm{U}(2)_{N}/\mathrm{U}(1)$ コセット構或法については, VOAの立場
での厳密な構或が Dong-Lepowsky によって文献 [DL] において実行されている。 も

う一つの構或法は $\mathrm{S}\mathrm{U}(N)_{1}\cross \mathrm{S}\mathrm{U}(N)_{1}/\mathrm{S}\mathrm{U}(N)_{2}$ コセット構或法というもので, こちら
は指標のモジュラー不変性の観点からの研究はあるものの, VOA の立場での研究は
あまりなされていないようである。
現在知られている最も一般的で強力な $\mathrm{W}$代数の構或法は, 量\mp 化された Drinfeld-

Sokolov還元法 $\overline{\mathrm{i}--}\mathrm{f}\mathrm{l}4$ と呼ばれるもので, 物理学者によって創始され, Feigin-Hkenkel に
よって数学的な定式化が与えられた方法である $\overline{\mathrm{i}--}\mathrm{f}\mathrm{l}5\text{。}$ その方法によれば, 各単純 Lie 代
数に附随するアフイン Lie 代数の可容表現註 16 から出発して $\mathrm{W}$ 代数を構或すること
ができる。特に $\hat{s\ell}_{N}(\mathbb{C})$ から出発すると $\mathcal{W}_{N}$ 代数が得られるわけである。 $\mathcal{W}_{N}$ 代数
については, その既約加群の分類およびフユージョン則は結果はわかっている許 7 中
心電荷 $c_{N}$ の場合には, $\mathcal{W}_{N}$ 代数の既約加群はアフィン Lie 代数 $\hat{sl}_{N}(\mathbb{C})$ のレベル 2
のウェイトでパラメトライズされ, フユージョン則は $\hat{s\ell}_{N}(\mathbb{C})$ のフユージョン則と同
型である。

さて, $N=2$ の場合には, 中心電荷 $c_{2}=1/2$ の $\mathcal{W}_{2}$ 代数は Virasoro加群 $L( \frac{1}{2},0)$

に他ならず, そのムーンシャイン加群への埋め込みに関する $B\#$ のスペクトル分解は
第 3節の計算に帰着する。 また, $N=4$ の場合は第 5 節の計算に帰着する。
13. この場合, 二つの場 $\mathrm{Y}(u, y)$ と $\mathrm{Y}(v, z)$ の作用素積展開が $y-z$ の分数幕で展開されるので, 通常
の VOA にはならず, 一般化された VOA と呼ばれるものになる。文献 [DL] を参照。

14. quantized Drifeld-Sokolov reduction
15. 文献 [FKW] およびその文献表を参照。筆者の知る限り Feigin-Frenkel の理論は肝心なところが
予想にとどまっており, 完或した理論ではないと思われる。

16. admissible representation
17.例えば文献 [FKW] を参照。ただし, 上に述べたように, 厳密な証明は完或していないと思われる。
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一方 $N=3$ の場合については, 中心電荷 $c_{3}=4/5$ の $\mathcal{W}_{3}$ 代数のいま一つの構或

法が北詰氏らによって文献 [KMY] で実行されており, 既約加群の分類およびフユー

ジョン則の決定が VOA の枠組みで厳密に行われている。従ってこの場合には既約
加群の分類とフユージョン則を安心して使うことができ, もし $\mathcal{W}$ がムーンシャイン

加群に条件 $(\mathrm{W}1)-(\mathrm{W}4)$ を満たすように埋め込まれれぼ, 対応する $T_{0}$ に関する $B^{\mathfrak{h}}$

のスペクトル分解を跡公式で計算することができる。 その結果, 対応する自己同型

は共役類 $3\mathrm{A}$ に属するモンスターの元を与えることがわかる。 スペクトル分解は文
献 [No] にある Norton の計算結果と当然ながら一致する。
次に $N=5$ の場合すなわち中心電荷 $c_{5}=8/7$ の $\mathcal{W}_{5}$ 代数を考える。 この場合に

は, 既約加群の分類とフユージョン則の決定は VOAの立場で数学的に厳密には実行
されていないようである。 しかし, 上で述べたように, その結果がレベル 2 のアフイ
ン Lie 代数のウエイトとフユージョン則で与えられることは確実なので, それを跡
公式にあてはめてみよう。すると, 仮に $\mathcal{W}$ が条件 $(\mathrm{W}1)-(\mathrm{W}4)$ を満たすようにムー
ンシャイン加群に埋め込まれれば, 対応する幕等元 $t$ のスペクトルは

$d(0)=27228$, $d( \frac{2}{35})=72010,$ $d( \frac{3}{35})=76912,$ $d( \frac{17}{35})=6688,$ $d( \frac{23}{35})=1520$ ,
(6.5)

$d( \frac{2}{7})=12122$ , $d( \frac{6}{7})=133,$ $d( \frac{4}{5})=268,$ $d( \frac{6}{5})=2,$ $d(2)=1$ .

とならなけれぽならないことがわかる。 また, 白己同型

$g=\{\begin{array}{l}1\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(0)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{2}{7})\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{6}{7})\oplus V^{\mathfrak{h}}(1)\zeta^{\pm 1}\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(\frac{2}{35},\pm)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{17}{35},\pm)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{6}{5},\pm)\zeta^{\pm 2}\mathrm{o}\mathrm{n}V^{\mathfrak{h}}(\frac{3}{35},\pm)\oplus V^{\#}(\frac{23}{35},\pm)\oplus V^{\mathfrak{h}}(\frac{4}{5},\pm)\end{array}$ (6.6)

の $B^{\mathfrak{h}}$ 上の跡を計算すると

$27228+(\zeta+\zeta^{-1})(72010+6688+2)/2$
(6.7)

$+(\zeta^{2}+\zeta^{-2})(76912+1520+268)/2+12122+133+1=134$

となり, 写像 $g$ は共役類 $5\mathrm{A}$ に属するモンスターの元を与えることがわかる炉 8 ただ
し, $\zeta$ は 1 の原始 5 乗根である。

一般に, 中心電荷 $c_{N}$ の $\mathcal{W}_{N}$ 代数 $\mathcal{W}$ の条件 $(\mathrm{W}1)-(\mathrm{W}4)$ を満たすようなムーン

シャイン加群 $V\#$ への埋め込みが存在したとする。すると $s\ell_{N}(\mathbb{C})$ のレベル 2 ウエ

イト $\lambda$ に対して, 対応する既約 $\mathcal{W}$-加群と同型な $V^{\mathfrak{h}}$ の或分の和を $V^{\mathfrak{h}}(\lambda)$ とすると

き, 写像

$g= \exp(2\pi\sqrt{-1}\sum_{i=1}^{n-1}im_{i}/N)$ on $V^{\mathfrak{h}}(\lambda)$ for $\lambda=\sum_{i=1}^{N-1}m_{i}\Lambda_{i}$ (6.8)

はモンスターの位数 $N$ の元を与えると期待される。ただし $\Lambda_{1},$

$\ldots,$
$\Lambda_{N-1}$ は $s\ell_{N}(\mathbb{C})$

の基本ウェイトである。

18. この結果 (モンスターの $5\mathrm{A}$ 元に附随する幕等元のスペクトル分解) を知っているかと Norton に

訊ねたところ, 試みたけれど複雑すぎて計算できていないとのことであった。
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