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概要 直角ノルムを用いた多目的配置問題を考える。 その問題の有効解の特徴付けを与え、 3 次元の問題のすべての有

効解を求めるアルゴリズムを提案する。

1. はじめに $\mathbb{R}^{n}$ において需要点が与えられたとき、新たに単一の施設を配置する位置を決める問題は単一
施設配置問題とよばれる。 この問題は通常、施設と需要点の間の距離の関数の最小化問題として定式化さ
れる。 需要点 $d_{:}\equiv$ ( $d_{l}!,$ $d_{i}^{2},$ $\cdots$ ,《)$T\in \mathbb{R}^{n}$ , $i\in M\equiv\{1,2, \cdots, m\}$ と $\mathbb{R}^{n}$ 上定義された直角ノルム $||\cdot||_{1}$

が与えられていると仮定する。 $x\equiv(x^{1}, x^{2}, \cdots, x^{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n}$ を配置する施設の位置を表す変数と、し、 $D\equiv$

$\{d_{1}, d_{2}, \cdots, d_{m}\}$ とする。 一般性を失うことなく、各 $j\in J\equiv\{1,2, \cdots, n\}$ と任意の $x_{0}\in \mathbb{R}$ に対して $D$

$\not\subset\{(x^{1}, x^{2}, \cdots, x^{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n} : x^{j}=x_{0}\}$ であると仮定する。 もし、 この仮定が満たされなければここで考え
る配置問題は $n$ より低い次元の問題に帰着できる。 多目的配置問題は次のように定式化される。

(P) $\min f(x)\equiv(||x-d_{1}||_{1}, ||x-d_{2}||_{1}, \cdots, ||x-d_{m}||_{1})^{T}$
$X\in \mathrm{R}^{n}$

(P) は有効解を求める問題である。点 $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ [こ対して $f(x)\leq f(x_{0})$ かつ $f(x)\neq f(x_{0})$ となる $x\in \mathbb{R}^{n}$

が存在しないとき $x_{0}$ を (P) の有効解という。集合 $E(D)$ を (P) のすべての有効解の集合とする。 上の定
義より $D\subset E(D)$ となることがわかる。 多目的配置問題の有効解を特徴付けるために次の minisum 型配
置問題も考える。

$(\mathrm{P})\lambda$ $\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}g(x)\equiv.\cdot\sum_{=1}^{m}\lambda|.||x-d:||_{1}$

ここで $\lambda^{:}$ は各 $d\text{可}\in M$ に付随する正の重みである。 $\lambda\equiv(\lambda^{1}, \lambda^{2}, \cdots, \lambda^{m})^{T}$ とし、 $(\mathrm{P}\lambda)$ のすべての最
適解の集合を $S^{*}(\lambda)$ で定義する。

$\mathbb{R}^{2}$ において (P) のすべての有効解の集合は [2] におけるアルゴリズムを用いて求めることができる。
$(\mathrm{P})\lambda$ は [3] におけるアルゴリズムを用いて解くことができる。直角ノルムの代わりにさまざまなノルムや
距離を用いた (P) と $(\mathrm{P}\lambda)$ が [3,7,11-13] において考えられている。本論文では $\mathbb{R}^{n}$ において直角ノルムを
用いた (P) と $(\mathrm{P}\lambda)$ を考え、特に $\mathbb{R}^{3}$ における (P) のすべての有効解を求めることを考える。 まず、 (P) の
有効解を $(\mathrm{P}\lambda)$ の最適解を用いて特徴付ける。次に、 $\mathbb{R}^{3}$ における (P) と $(\mathrm{P}\lambda)$ を考え、 (P) の有効解の他
の特徴付けを与え、 $O(m^{4})$ 計算時間必要な $E(D)$ を求めるためのフレーム生成アルゴリズムを提案する。
第 2 節では、 $(\mathrm{P})\lambda$ の最適解のいくつかの性質を与える。第 3 節では、 (P) の有効解のいくっかの性質を

与える。第 4 節では、 $\mathbb{R}^{3}$ における (P) のすべての有効解を求めるアルゴリズムを提案する。最後に、第 5
節において結論を述べる。

2. $(\mathrm{P}\lambda)$ の最適性 本節では、 $(\mathrm{P}\lambda)$ の最適解のいくつかの性質を与える。
次の定理は (P) の有効解と $(\mathrm{P}_{\lambda})$ の最適解の間の関係を与える。

定理 1([8] 参照) 点 $x_{0}\in \mathbb{R}^{n}$ が (P) の有効解であるための必要十分条件は $x_{0}$ がある $\lambda>0$ に対する
$(\mathrm{P})\lambda$ の最適解になることである。
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定理 1 より $E(D)$ は次のように表すことができる。

(1) $E(D)=$ { $x^{*}\in \mathbb{R}^{n}$ : $x^{*}\in S^{*}(\lambda)$ for some $\lambda>0$ }

よって、 以下では $(\mathrm{P}\lambda)$ の最適解の性質を調べる。
$(\mathrm{P}\lambda)$ の目的関数 $g$ は

$g(x)= \sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}||x-d_{i}||_{1}=\sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}\sum_{j=1}^{n}|x^{j}-d_{i}^{j}|=\sum_{j=1}^{n}\sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}|x^{j}-d_{i}^{j}|$,

と書き直せるので $(\mathrm{P}_{\lambda})$ は $n$ 個の独立な 1 次元の問題に帰着される。すなわち、 $x^{*}\equiv(x^{1*}, x^{2*}, \cdots, x^{n*})^{T}$

$\in S^{*}(\lambda)$ であるための必要十分条件は各 $x^{j*},$ $j\in J$ が次の 1 次元の問題の最適解となることである。

$(\mathrm{P}_{j})$ $\min_{x\in \mathrm{R}}g_{j}(x)\equiv\sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}|x-d_{i}^{j}|$

これらの 1 次元の問題は [3] におけるアルゴリズムを用いて解くことができる。各 $j\in J$ に対して $\lambda$ に対

する (Pj) のすべての最適解の集合を $S_{j}^{*}(\lambda)$ で定義する。 以下、 $(\mathrm{P}_{1})$ を考える。他の (Pj), $j\in\{2,3,$ $\cdots$ ,
$n\}$ に関しても $(\mathrm{P}_{1})$ と同様の結果が得られる。

$f$ : $\mathbb{R}arrow \mathbb{R}$ を凸関数とする。その左側微分、右側微分および劣微分をそれぞれ $\frac{d}{d}f[perp] x4x^{-}’+_{dx}^{dfx}$ および� $f$ (x)

で定義する。すなわち

$\frac{df(x)}{dx^{-}}=\lim_{\alpha\uparrow 0}\frac{f(x+\alpha)-f(x)}{\alpha},$ $\frac{df(x)}{dx^{+}}=\lim_{\alpha\downarrow 0}\frac{f(x+\alpha)-f(x)}{\alpha}$

および

$\partial f(x)=[\frac{df(x)}{dx^{-}},$ $\frac{df(x)}{dx^{+}}]\equiv\{y\in \mathbb{R}$ : $\frac{df(x)}{dx^{-}}\leq y\leq\frac{df(x)}{dx^{+}}\}$

である。 もし $f$ が $x_{0}$ [こおいて微分可能ならば� f(x0) $=\{^{\frac{df(x_{0}}{dx}}\}$ であり、 $x_{0}$ [こお $\mathrm{A}\mathrm{a}$て $f$ が最小となる

ための必要十分条件は $0\in\partial f(x_{0})$ となることである (例えば、 [6] 参照)
。

$x\in \mathbb{R}$ [こ対して $L(x)\equiv\{i\in M : d_{l}!<x\},$ $R(x)\equiv\{i\in M : d_{i}^{1}>x\}$ および $I(x)\equiv\{i\in M : d_{l}!=x\}$

とする。 $(\mathrm{P}_{1})$ の目的関数 $g_{1}$ は区分的線形凸関数となり、 それは各 $d_{k}^{1},$ $k\in M$ においてのみ微分不可能で

あり

(2) $\frac{dg_{1}(x)}{dx^{+}}|_{x=d_{k}^{1}}=$ $\sum$ $\lambda^{:}-$ $\sum$
$\lambda^{i}$ , $\frac{dg_{1}(x)}{dx^{-}}|_{x=d_{k}^{1}}=$ $\sum$ $\lambda^{i}-$ $\sum$

$\lambda^{:}$

$i\in L(d_{k}^{1})\cup I(d_{k}^{1})$ $i\in R(d_{k}^{1})$ $:\in L(d_{k}^{1})$ $i\in R(d_{k}^{1})\cup I(d_{k}^{1})$

および

$\partial g_{1}(d_{k}^{1})=[\sum_{\dot{\iota}\in L(d_{k}^{1})}\lambda^{i}-\sum_{i\in R(d_{k}^{1})\cup I(d_{k}^{1})}\lambda^{i},\sum_{i\in L(d_{k}^{1})\cup I(d_{k}^{1})}\lambda^{i}-\sum_{i\in R(d_{k}^{1})}\lambda^{:}]$

を得る。 $d_{\min} \equiv\min\{d_{i}^{1} : i\in M\}$ とし $d_{\max} \equiv\max\{d_{i}^{1} : i\in M\}$ とする。 このとき $d_{k}^{1}>d_{\min}$ かつ $d_{\ell}^{1}=$

$\max\{d_{i}^{1} : d_{i}^{1}<d_{k}^{1}, i\in M\}$ となる $d_{k}^{1}$ と $d_{\ell}^{1}$ [こ対して

(3) $\frac{dg_{1}(x)}{dx^{-}}|_{x=d_{k}^{1}}=\frac{dg_{1}(x)}{dx^{+}}|_{x=d_{p}^{1}}=\frac{dg_{1}(x)}{dx},$ $x\in(d_{\mathit{1}}^{1}, d_{k}^{1})\equiv\{y\in \mathbb{R} : d_{f}^{1}<y<d_{k}^{1}\}$

となること}ニ l‘.f意。 (2) より $x<d_{\min}$ Iこ対して $Ad14xdx=- \sum_{i=1}^{m}\lambda^{i}<0$ となり、 $x>d_{\max}$ に対して
$\underline{dg}_{1}$」$\Delta xdx$

$= \sum_{\dot{\iota}=1}^{m}\lambda^{i}>0$ となる。 よって、 次の補題を得る。

補題 1 任意に固定された $\lambda>0$ に対して $S_{1}^{*}(\lambda)\subset[d_{\min}, d_{\max}]$ となる。
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(2), (3) と補題 1 より (i) ある $d\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $k\in M$ [こ対して $S\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda)\ovalbox{\tt\small REJECT}\{d\ovalbox{\tt\small REJECT}\}$ となるかまた [ま (ii) $d\ovalbox{\tt\small REJECT}<d\ovalbox{\tt\small REJECT}$ となり、 が
つ任意の $d${, $i\in M$ [こ対して $dI\ovalbox{\tt\small REJECT}$ d�または $d$} $\ovalbox{\tt\small REJECT} d\}$ となるようなある $dL,$ $d\mathbb{L}k,$ $\ell\in M$ }こ対して $S\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}[dL$ , d月となる。

3. 有効解の性質 本節では、 $(\mathrm{P})\lambda$ の最適解の性質を用いて (P) の有効解のいくっがの性質を与える。
$x_{0}\equiv(x_{0}^{1}, x_{0}^{2}, \cdots, x_{0}^{n})^{T}\in \mathbb{R}^{n},$ $x_{0}\}$こ対して $4\in\{d_{\dot{l}}^{j}: i\in M\},$ $j\in J$ であるとき $x_{0}$ を交点とよぶ。すべ
ての交点の集合を $I$ で定義し

$d_{\min}^{j} \equiv\min\{d_{1}^{i}. : i\in M\},$ $d_{\max}^{j} \equiv\max\{d_{\dot{l}}^{j} : i\in M\},$ $j\in J$

とおく。 このとき

$B\equiv\{(x^{1}, x^{2}, \cdots,x^{n})^{T} \in \mathbb{R}^{n} : d_{\min}^{j}\leq x^{j}\leq d_{\max}^{j},j\in J\}$

を交点ポックスとよぶ (図 1)。定理 1 と補題 1 より $E(D)\subset B$ となる。
$\{e_{1}, e_{2}, \cdots, e_{n}\}$ を $\mathbb{R}^{n}$ の標準基底とする。すなわち、各 $e_{j},j\in J$ は第 $j$ 成分が 1 で他の成分は 0 で

ある。 $x_{k}\equiv(x_{k}^{1}, x_{k}^{2}, \cdots,x_{k}^{n})^{T}$ と $x_{h}\equiv(x_{h}^{1}, x_{h}^{2}, \cdots, x_{h}^{n})^{T}$ を交点とする。 各 $j\in J$ に対して $x_{k}^{j}>x_{h}^{j}$ (resp.
$x_{k}^{\mathrm{j}}<x_{h}^{j}),\dot{d}_{k}’=x_{h}^{j’},$ $j’\neq j$ かつ $x_{h}^{j}<x_{\epsilon}^{j}<x_{k}^{j}$ (resp. $\dot{d}_{k}<x_{\epsilon}^{\mathrm{j}}<x_{h}^{j}$ ) となる $x_{\epsilon}\equiv(x_{s}^{1}, x_{s}^{2}, \cdots, x_{s}^{n})^{T}\in I$ が

存在しないとき $x_{k}$ を $x_{h}$ の $e_{j}$-方向隣接交点 (resp. $-e_{j}$-方向隣接交点) という。
各 $j\in J$ に対して $d_{[1]}^{\mathrm{j}},$ $d_{[2]}^{j},$ $\cdots,$ $d_{[m_{j}]}^{j}$ を $d_{1}^{\mathrm{j}},$ $d_{2}^{\mathrm{j}},$

$\cdots,$
$d_{m}^{j}$ の中\sigma ).すべての異なる実数で $d_{[1]}^{j}<d_{[2]}^{j}<\cdots<$

$d^{j}$ であるとし、
$[m_{\mathrm{j}}]$

$F_{2k-1}^{j}\equiv\{d_{[k]}^{j}\},$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $m_{j}$

とし

$F_{2k}^{j}\equiv[d_{[k]}^{j},$ $d_{[k+1]}^{j}],$ $k=1,2,$ $\cdots,$ $m_{j}-1$

とする。 各 $k_{j}\in\{1,2, \cdots, 2m_{\mathrm{j}}-1\},$ $j\in J$ に対して $F_{k_{1}}^{1}\mathrm{x}F_{k_{2}}^{2}\mathrm{x}\cdots.\mathrm{x}F_{k_{\mathrm{n}}}^{n}$ をボックスとよぶ。 さらに、
もし $k_{1},$ $k_{2},$

$\cdots,$
$k_{n}$ のなかで $k$ 個が偶数のとき.$F_{k_{l}}^{1}$ $\mathrm{x}F_{k_{2}}^{2}\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}F_{k_{\mathfrak{n}}}^{n}$ を $k$-次元ボックスとよぶ $($図 $1)_{\text{。}}$

$\lambda>0$ を任意に固定するとある $k_{j}\in\{1,2, \cdots, 2mj-1\},$ $j\in J$ に対して $S^{*}(\lambda)=F_{k_{1}}^{1}\mathrm{x}F_{k_{2}}^{2}\mathrm{x}\cdots \mathrm{x}$

$F_{k_{n}}^{n}$ となる。 ゆえに、 $E(D)$ はいくっかのボックスの和集合となる。 $E(D)$ に含まれるすべての 1-次元ボッ
クスの和集合を $E(D)$ のフレームとよぶ。

定理 2([14]) $h_{1}(w)$ と $h_{2}(w)$ を $\mathbb{R}$ 上定義された凸関数とし、各 $i=1,2$ に対して $h_{:}$ は $w$: において最小
となり $w_{1}<w_{2}$ とする。 このとき、 与えられた任意の $\overline{w}\in[w_{1},w_{2}]$ に対してある $\theta\in[0,1]$ が存在して $\overline{w}$

において $\theta h_{2}(w)+(1-\theta)h_{1}(w)$ が最小となる。

系 $\rceil$

$x_{1}\equiv(x_{1}^{1}, x_{1}^{2}, \cdots, x_{1}^{n})^{T},$ $x_{2}\equiv(x_{2}^{1}, x_{2}^{2}, \cdots, x_{2}^{n})^{T}\in B$ とする。 ある $j_{0}\in J$ [こ対して $x_{1}^{j_{0}}\neq x_{2}^{j_{0}}$ であ

り、 $x_{1}^{j}=x_{2}^{j},$ $j\neq j_{0}$ と仮定する。 $x^{*}\equiv\alpha x_{1}+(1-\alpha)x_{2},$ $\alpha\in(0,1)$ とおく。 もし $x_{1},$ $x_{2}\in E(D)$ なら
ば $x^{*}\in E(D)$ となる。

系 1 より、 もしあるボックスのすべての頂点が (P) の有効解ならばそのボックスの任意の点は (P) の有効
解となる。

定理 3 $h_{1}(w)$ と $h_{2}(w)$ を $\mathbb{R}$ 上定義された凸関数とし、各 $i=1,2$ に対して $h_{:}$ は $w_{i}$ において最小となり
$w_{1}\leq w_{2}$ とする。 このとき、 与えられた任意の $\overline{w}\in[w_{1}, w_{2}]$ に対して

$H\equiv$ { $\theta\in[0,1]$ : $\overline{w}$ minimizes $\theta h_{2}(w)+(1-\theta)h_{1}(w)$ }

は閉区間となる。
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系 2 $x_{h}\ovalbox{\tt\small REJECT}(x\mathrm{B}, x1, \cdots, x\ovalbox{\tt\small REJECT})^{7^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}},$ $x_{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}(x\mathrm{B}, x\mathcal{L}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\cdot\cdot, x\ovalbox{\tt\small REJECT}|)^{7^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}\mathrm{C}E(D)\cap I$ (こ対してゐ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\{j\in J\ovalbox{\tt\small REJECT} x\ovalbox{\tt\small REJECT}\neq x\ovalbox{\tt\small REJECT}\}\neq\emptyset$

と仮定する。 各 $j\in\ovalbox{\tt\small REJECT}$ {こ対してもし $x\ovalbox{\tt\small REJECT}>x^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\mathrm{j}$ (resp. $x\ovalbox{\tt\small REJECT}<x\mathrm{D}$ ならば $y_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}(y$}, $y\ovalbox{\tt\small REJECT},$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\cdot,$

$y\mathrm{y})^{T}$ を $x_{k}$ の $e$,
方向隣接交点 (resp. $-e_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ -方向隣接交点) とする。 このとき、 ある九 $\epsilon$ ゐが存在して $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{0}\in E(D)$ となる。

系 1 と 2 より $E(D)$ は連結であり、 (P) の任意の 2 つの有効解の間には “ ジグザグ\nearrow く $\text{ス}$

” が存在する。 も

し、 $E(D)$ のフレームが求まれば $E(D)$ が構成できる。 次節では、 $\mathbb{R}^{3}$ における (P) を考え、 $E(D)$ のフ

レームを求めるアルゴリズムを与える。

4. すべての有効解を求めるアルゴリズム 本節を通して、 $\mathbb{R}^{3}$ における (P) を考え、 $O(m^{4})$ 計算時間必要

な $E(D)$ のフレームを求めるフレーム生成アルゴリズムを提案する。

フレーム生成アルゴリズムにおいて、交点が (P) の有効解であるかどうかを調べる必要がある。そのた

め、 以下でどのように調べるかを述べる。
$x\in \mathbb{R}^{3}$ に対して $B_{d_{:}}(x)=\{y\in \mathbb{R}^{3}: ||y-d_{i}||_{1}\leq||x-d_{:}||_{1}\},$ $i\in M$ とし、 $B(x)= \bigcap_{1=1}^{m}.Bd_{j}(x)$ と

する。有効解の定義より $x_{0}\in E(D)$ であるための必要十分条件は $B(x_{0})$ が任意の $Bd_{:}(x_{0})$ の内部と共通

部分を持たないことである。 $\epsilon>0$ と $x\in \mathbb{R}^{3}$ に対して $D_{\epsilon}(x)\equiv N_{\epsilon}(x)\cap B(x)$ とする。 ここで $N_{\epsilon}(x)$ は

$x$ の $\epsilon$-近傍である。このとき、 次の補題を得る。

補題 2 点 $x\mathit{0}\in \mathbb{R}^{3}$ が (P) の有効解であるための必要十分条件はある $\epsilon>0$ に対して $D_{\epsilon}(x_{0})$ が任意の

$Bd_{:}(x_{0})$ の内部と共通部分を持たないことである。

[13] に従って、補題 2 を用いて交点が (P) の有効解であるかどうかを調べるために summary diagram の

概念を導入する。 [13] において、 summary diagram は $\mathbb{R}^{2}$ における one-infinity norm を用 $|_{\sqrt}\mathrm{a}$た多目的西己

置問題に対して導入された。

$O_{1}\equiv\{(x^{1},x^{2}, x^{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3} : x^{1}\geq 0, x^{2}\geq 0,x^{3}\geq 0\}$ ,
$O_{2}\equiv\{(x^{1},x^{2}, x^{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3} : x^{1}\leq 0, x^{2}\geq 0, x^{3}\geq 0\}$ ,
$O_{3}\equiv\{(x^{1}, x^{2}, x^{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3} : x^{1}\leq 0, x^{2}\leq 0, x^{3}\geq 0\}$ ,
$O_{4}\equiv\{(x^{1}, x^{2}, x^{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3} : x^{1}\geq 0, x^{2}\leq 0,x^{3}\geq 0\}$

とし、 $\mathit{0}_{-\eta}\equiv-O_{\eta},$ $\eta=1,2,3,4$ とする。 $x\in \mathbb{R}^{3}$ に対して $x$ の summary diagram $SD(x)$ は次のよ

うに定義される。

$SD(x)\equiv$ { $\eta\in\{\pm 1,$ $\pm 2,$ $\pm,$ $3,$ $\pm 4\}$ : $d_{i}\in O_{\eta}(x)$ for some $i$ }

ここで $o_{\eta}(x)=x+O_{\eta},$ $\eta=\pm 1,$ $\pm 2,$ $\pm 3,$ $\pm 4$ である。 便宜上、 $SD(x)$ を次のように diagram form で表

す。 まず、 頂点が $v_{1}\equiv(1,1,1)^{T},$ $v_{2}\equiv(-1,1,1)^{T},$ $v_{3}\equiv(-1, -1,1)^{T},$ $v_{4}\equiv(1, -1,1)^{T}$ およひ $v_{-\eta}\equiv$

$-v_{\eta},$ $\eta=1,2,3,4$ であるような立方体を描く。次に、 各 $\eta\in\{\pm 1, \pm 2, \pm 3, \pm 4\}$ に対して $\eta\in SD(x)$ な

らば $v_{\eta}$ の位置 {こ点を描く。 例えば、 $d_{1}=(3,0,4)^{T},$ $d_{2}=(4,2,0)^{T},$ $d_{3}=(2,1,3)^{T},$ $d_{4}=(0,4,5)^{T},$ $d_{5}=$

$(1,5,2)^{T}$ および $x=(3,2,1)^{T}$ に対して $SD(x)=\{2,3,4, -2, -3\}$ となる。 図 2 は diagram form で表

されたその summary diagram を示している。

$x_{0}\equiv(x_{0}^{1}, x_{0}^{2}, x_{0}^{3})^{T}\in I$ [こ対して $SD(x_{0})$ は図 3[こ描かれたパターンの何れか [こ一致する。 ここで、

diagram form で表された summary diagrams が回転移動によって一致するものは同一のものとみなす o

もし、 $SD(x_{0})$ のパターンが図 3 の $(\mathrm{i})-(\mathrm{v})$ の何れかに一致するならば $\epsilon>0$ に対して $D_{\epsilon}(x_{0})=\{x_{0}\}$

となる。 この場合、補題 2 より $x_{0}\in E(D)$ となる。 もし、 $SD(x_{0})$ のパターンが図 3 の (xii) に一致する

ならば $D_{\epsilon}(x_{0})$ の内部は空でない。 この場合、 補題 2 より $x_{0}\not\in E(D)$ となる。 もし、 $SD(x_{0})$ の/くターン

が図 3 の $(\mathrm{v}\mathrm{i})-(\mathrm{x}\mathrm{i})$ の何れかに一致するならば $x_{0}\not\in E(D)$ となるための必要十分条件は表 1 の何れかの条

件を満たす $i\in M$ が存在することである。 ここで、 $d_{i}-x_{0},$ $i$ $\in M$ はその summary diagram の\nearrow �ター
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件を満たす $i\in M$ が存在することである。 ここで、 $d_{i}-x_{0},$ $i\in M$ はその summary diagram のパター

ンが一致するように回転移動されたものとみなす。表 1 において、 $i\in M$ と $j\in J$ に対して

$s_{j}.\cdot\equiv\{$

$+$ if $d^{j}.\cdot-x_{0}^{j}>0$ ,

0if $d^{j}.\cdot-x_{0}^{\mathrm{j}}=0$ ,
- if $\dot{\theta}.\cdot-x_{0}^{\mathrm{j}}<0$

とする。例えば、 $SD(x_{0})=\{1,2,3,4, -3, -4\}$ であるとき、そのパターン}ま (vi) であり、 $x_{0}\not\in E(D)$ で

あるための必要十分条件 [ま $(S:1, s:2, s:3)=(0, +, +)$ または $(+, +,+)$ また [ま $(-, +, +)$ となるような $i$

$\in M$ が存在することである。
$x_{0}\in I$ が与えられたとき $SD(x_{0})$ のパターンは $x_{0}$ と各 $d\text{電}\in M$ の成分を比較することにょって $O(m)$

計算時間で定めることができる。すなわち、 $x_{0}\in E(D)$ であるかどうかを $O(m)$ 計算時間で判定できる。

表 1 パターン $(\mathrm{v}\mathrm{i})-(\mathrm{x}\mathrm{i})$ における $x_{0}\not\in E(D)$ となるための必要十分条件

Pattem $(S:1, S:2, S_{13}.)$

(vi) (a) $(0, +, +)$ (b) $(+, +, +)$ (c) $(-, +, +)$

(vii) (a) $(+, 0, +)$ (b) $(0, +, +)$ (c) $(+, +, +)$ (d) $(+, -, +)$ (e) $(-, +, +)$

(viii) (a) $(-, 0,$ $+)$ (b) $(-,$ $+, 0)$ (c) $(-, +, +)$

(ix) (a) $(+, +, 0)$ (b) $(+, 0, +)$ (c) $(+, +, +)$

(x) (a) $(0,$ $-,$ $+)$ (b) $(+, -, +)$ (c) $(-,$ $-,$ $+)$

(xi) (a) $(+, 0, +)$ (b) $(+, +, +)$ (c) $(+, -, +)$

$E(D)$ のフレームは $E(D)$ に含まれるすべての 1-次元ボックスの和集合であり、それは連結であるのでそ
れを連結グラフ $(V, E)$ とみなすことができる。 ここで $V=I\cap E(D)$ であり $E$ はそのグラフのすべての
辺の集合である。 $x_{1},$ $x_{2}\in I\cap E(D)$ が与えられたとき、 $x_{1}$ と $x_{2}$ を連結する辺 $a(x_{1}, x_{2})$ が $E$ に含ま
れるための必要十分条件は $x_{1}$ と $x_{2}$ が隣接していて (P) の有効解となることとする。 $E(D)$ のフレームを

求めるアルゴリズムはこの考え方を基に構成される。

フレーム生成アルゴリズムにおいて

$V_{1}$. $\equiv\{(d_{[k]}^{1},d_{[\ell]}^{2}, d_{[i]}^{3})^{T}\in \mathbb{R}^{3} : k\in\{1,2, \cdots,m_{1}\}, \ell\in\{1,2, \cdots,m_{2}\}\},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m_{3}$

とする。 $r$ を反復の回数を表すカウンターとする。 各 $r\in\{1,2, \cdots, m_{3}\}$ に対してフレーム生成アルゴ
リズムは任意の初期点 $d_{k_{r}}\in V_{r}$ から $V_{r}\cap E(D)$ に含まれる交点のみを辿って連結されてぃる $E(D)$ の

フレームに含まれる 1-次元ボックスを求める。 $L_{r}\subset V_{r}$ は初期点と $V_{r}\cap E(D)$ に含まれる交薫のみを
辿って連結されていることが判定された交点の集合である。 $s_{r}\subset L_{r}$ は交点の集合でそれらの交点に連結
している 1-次元ボックスが $E(D)$ に含まれるかどうかを既に判定されたものである。 $D_{r},$ $G_{r}\subset V_{r}$ はそれ
ぞれ (P) の有効解であると判定された交点の集合と (P) の有効解でないと判定された交点の集合である。
$T$ を $E(D)$ に含まれると既に判定された 1-次元ボックスの和集合とする。 さらに、 $x,$ $y\in \mathbb{R}^{3}$ に対して
$[x, y]\equiv\{(1-\lambda)x+\lambda y : \lambda\in[0,1]\}$ とする。

フレー\Delta 生成アルゴリズム

ステップ 0 $S_{i}=\emptyset,$ $G_{i}=\emptyset,$ $D_{i}=D\cap V_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m_{3}$ とする。 各 $i\in\{1,2, \cdots, m_{3}\}$ に対して任意
$\}$こ $d_{k}:\in D_{:}$ を選び、 $L_{:}=\{d_{k_{i}}\}$ とする。 $T=\emptyset$ とし $r=1$ とする。

ステッ $\text{プ}\rceil$ もし $L_{r}=S_{r}$ ならば $r=r+1$ とする。 もし $r>m_{3}$ ならば終了。 ( $T$ が $E(D)$ のフレーム

である。)
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ステップ 2 任意 (こ $x_{0}=(d_{[k]}^{1}, d_{[\ell]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T}\in L_{r}\backslash S_{r}$ を選び $S_{r}=S_{r}\cup\{x_{0}\}$ とする。

$\text{ス}\overline{7^{-\text{、}}}\backslash /\text{プ}3W=\emptyset \text{と}?^{-}\text{る_{。}}$

(a) もし $k>1$ ならば $x_{-1}=(d_{[k-1]}^{1}, d_{[\ell]^{;}}^{2}d_{[r]}^{3})^{T}$ とし $W=W\cup\{x_{-1}\}$ とする。

(b) もし $k<m_{1}$ ならば $x_{1}=(d_{[k+1]}^{1}, d_{[f]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T}$ とし $W=W\cup\{x_{1}\}$ とする。

(c) もし $P>1$ ならば $x_{-2}=(d_{[k]}^{1}, d_{[l-1]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T}$ とし $W=W\cup\{x_{-2}\}$ とする。

(d) もし $\ell<m_{2}$ , then set $x_{2}=(d_{[k]}^{1}, d_{[\mathit{1}+1]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T}$ とし $W=W\cup\{x_{2}\}$ とする。

ステップ 4 もし $W=\emptyset$ ならばステツプ 6^。そうでなかったら任意に $x_{\eta}\in W$ を選び、 $W=W\backslash \{x_{\eta}\}$

とする。

ステップ 5 もし $[x_{0}, x_{\eta}]\subset T$ ならばステツプ 4^。

(a) もし $x_{\eta}\in D_{r}$ ならば $T=T\cup[x_{0}, x_{\eta}]$ とし、 $x_{\eta}\not\in L_{r}$ ならば $L_{r}=L_{r}\cup\{x_{\eta}\}$ としステツプ

4 へ $\circ$

(b) もし $x_{\eta}\not\in G_{r}$ ならば $x_{\eta}$ の summary diagram を用いて $x_{\eta}\in E(D)$ である力] どう力]を調べる。

もし $x_{\eta}\in E(D)$ ならば $T=T\cup[x_{0}, x_{\eta}],$ $D_{r}=D_{r}\cup\{x_{\eta}\}$ とし $L_{r}=L_{r}\cup\{x_{\eta}\}$ とする。 そ

うでなかったら

$G_{r}=\{$

$G_{r}\cup\{(d_{[p]}^{1}, d_{[\ell]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T} : p=1,2, \cdots, k-1\}$ if $\eta=-1$

$G_{r}\cup\{(d_{[p]}^{1}, d_{[l]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T} : p=k+1, \cdots, m_{1}\}$ if $\eta=1$

$G_{r}\cup\{(d_{[k]}^{1}, d_{[p]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T} : p=1,2, \cdots, \ell-1\}$ if $\eta=-2$

$G_{r}\cup\{(d_{[k]}^{1}, d_{[p]}^{2}, d_{[r]}^{3})^{T} : p=\ell+1, \cdots, m_{2}\}$ if $\eta=2$

とする。 ステップ 4 へ $\circ$

ステップ 6 もし $r<m_{3}$ ならば $x_{3}=$ $(d_{[k]}^{1}, d_{[\ell]}^{2}, d_{[r+1]}^{3})^{T}$ とする。 そうでなかったらステツプ 1 へ $\circ$

(a) もし $x_{3}\in D_{r+1}$ ならば $T=T\cup[x_{0}, x_{3}]$ としステツプ 1^。

(b) $x_{3}$ の summary diagram を用いて $x_{3}\in E(D)$ であるかどうかを調べる。 もし $x_{3}\in E(D)$ なら

ば $T=T\cup[x_{0}, x_{3}]$ とし $D_{r+1}=D_{r+1}\cup\{x_{3}\}$ とする。 そうでなかったら $G_{\mathrm{p}}=G_{p}\cup\{(d_{[k]}^{1}$ ,

$d_{[f]}^{2},$ $d_{[p]}^{3})^{T}\},$ $p=r+1,$ $\cdots,$ $m_{3}$ とする。 ステツプ 1 へ $\circ$

ステップ 0 において、各 $j\in J$ に対して $m$ 個の実数 $d_{1}^{j},$ $d_{2}^{j},$
$\cdots,$

$d_{m}^{j}$ を並べかえることによって $d_{[1]}^{j}$ , $d_{[2]}^{j}$ ,

$\ldots,$
$d_{[m_{j}]}^{j}$ が $O(m\log m)$ 計算時間で得られる [1]。 このとき、 $V_{i}$ , $D\text{電}=1,2,$ $\cdots,$ $m_{3}$ が定まる。 よ $\text{っ}$て、

$D\text{可}=1,2,$ $\cdots,$ $m_{3}$ は $O(m\log m)$ 計算時間で得られる。 $r$ 回目の反復においてフレーム生戒 $\vee 7$ ’レゴリズ

ムは $L_{r}\subset V_{r}$ の各交点に隣接する交点が (P) の有効解であるかどうかをそれらの summary diagrams を

用いて判定する。 反復の回数は $o(m)$ である。 $L_{r}$ に含まれる交点の数は $O(m^{2})$ であり、 1 つの交点に隣

接する交点で (P) の有効解であるかどうかを調べなければならないものの個数は高々 5 である。 1 つの交

点が (P) の有効解であるかどうかをその summary diagram を用いて調べるためには $O(m)$ 計算時間必要

である。 故に、 フレーム生成アルゴリズムは $O(m^{4})$ 計算時間必要である。

最後 (こ、 $d_{1}=(3,0,4)^{T},$ $d_{2}=(4,2,0)^{T},$ $d_{3}=(2,1,3)^{T},$ $d_{4}=(0,4,5)^{T}$ および $d_{5}=(1,5,2)^{T}$ ’こ対

する例題を考える。 これに対する多目的配置問題 (P) にフレーム生成アルゴリズムを適用すると図 4 に示

されているような $E(D)$ のフレームが得られる。

5. 結論 $\mathbb{R}^{n}$ における直角ノルムを用いた多目的配置問題と minisum 型配置問題を扱い、 $E(D)$ を求める

ことを考えた。 まず、 定理 2 と 3 の系として $(\mathrm{P}\lambda)$ の最適解を用いて (P) の有効解の特徴付けを与えた。 そ

れらは $E(D)$ が $E(D)$ のフレームから構成できて $E(D)$ のフレームが連結であることを保証する。 次に、

$\mathbb{R}^{3}$ における (P) を考え、 交点が (P) の有効解であるかどうかを判定するために summary diagram の概
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念を導入した。 交点が (P) の有効解であるかどうかは、その summary diagram のパターンによって判定

できる。 最後に、 これらの結果に基づいて $E(D)$ のフレームを求めるフレーム生成アルゴリズムを提案し
た。 フレーム生成アルゴリズムは $E(D)$ い含まれる 1-次元ボックスを順次辿っていくことによって $E(.D)$

のフレームを生成する。
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図 1 交点, 交点ボックス, ボツクス

図 2 $SD(x)=\{2,3,4, -2, -3\}$

(i) (ii) (iii) (iv)
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(v) (vi) (vii)

(ix) (x) (i) (xii)

図 3 交点の summary diagram のパターン

図 4 $E(D)$ のフレーム ( $\cdot$ : $E(D)$ に含まれる交点)
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