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1 序

1.1 問題の起源と定式化

無限次対称群

$\mathrm{e}_{\infty}=\{\varphi$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}\mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}|\#\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\varphi)<\infty\}=\mathrm{l}\dot{\mathrm{p}}\mathrm{g}\mathfrak{S}_{\pi}$

の因子表現 ( $\mathrm{I}\mathrm{I}_{1}$ 型ユニタリ表現) の分類は Thoma[10] によってなされ, 次のように述べら

れる.

Thomaの指標公式. 無限次対称群 6。の (因子表現に対応する) 正規化指標は, 次の

形のもので全てを尽くす: 任意の \sigma \in S。に対して

(1.1) $\chi_{\alpha,\beta}(\sigma)=\prod_{k=2}^{\infty}(\sum_{j=1}^{\infty}\alpha_{j}^{k}+(-1)^{k-1}\sum_{j=1}^{\infty}\sqrt{}^{k}j)^{r_{\mathrm{k}}(\sigma)}$ .

ただし, \sigma \in S。に対して $r_{k}(\sigma)$ は $\sigma$ が含む長さ $k$ の巡回置換の個数を表し, パラメタ

$\alpha=(\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots),$ $\beta=(\beta_{1}, \beta_{2}, \ldots)\}$ま条件

$\alpha_{1}\geq\alpha_{2}\geq\cdots\geq 0$ , $\beta_{1}\geq\beta_{2}\geq\cdots\geq 0$ ,
$\sum_{j}\alpha_{j}+\sum_{j}\sqrt j\leq 1$

を満たす. 口
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容易に見て取れるように, 正規化指標は著しい性質として

$\sigma$ と $\tau$ が互いに disjoint $\Rightarrow\chi(\sigma\tau)=\chi(\sigma)\chi(\tau)$

という “乗法性” を満たすことを注意しておく.

これに対し, Versik-Kerov[ll] tま, 上記の Thoma による結果が, 有限次対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の正

規化指標の極限として recover されることを示した. すなわち

定理 (Versik-Kerov). C5。の正規化指標 $\varphi$ に対して, ある無限ヤング盤 $T=(\lambda_{j})_{j\geq 0}$ が

存在して, 任意の \sigma \in S。に対して

(1.2) $\varphi(\sigma)=\lim\underline{\chi^{\lambda_{n}}(\sigma)}$

$narrow\infty\dim\lambda_{n}$

となる. 但し $\chi^{\lambda_{n}}$ は $\lambda_{n}$ に対応する $\mathfrak{S}_{n}$ の既約表現の指標, $\dim\lambda_{n}$ はその次元を表す.

正規化指標の乗法性を独立に示しておけば, 巡回置換という特別の場合に $\frac{\chi^{\lambda}}{\mathrm{d}\mathrm{i}}\mathrm{m}\Delta^{n}\sigma I\lambda_{n}$ の漸

近的な振る舞いを見ておけば良く, その計算は初等的に実行出来る (\S 3). 一般の元に対す
る $\frac{\chi^{\lambda_{n}}}{\dim}\lambda_{n}\Omega\sigma$の値の漸近的な振る舞いを記述する一般的な公式は, Kerov-Olshanski[4] によっ
て得られた :

Kerov-Olshanskiの漸近公式. $|\lambda|=narrow\infty$ のとき,

(1.3) $\frac{\chi^{\lambda}(\rho)}{\dim\lambda}=p_{\rho}^{S}(\frac{a_{1}}{n},$

$\ldots,$
$\frac{a_{d}}{n};\frac{b_{1}}{n},$

$\ldots,$
$\frac{b_{d}}{n})+O_{\rho}(\frac{1}{n})$

が成り立つ. 剰余項の implied constant は $\rho$ のみに依存する.

Note. Kerov-Olshanski の漸近公式は, Thomaの結果の有限版ないし精密化となってい
るが, 指標の乗法性に対する有限版 (精密化) となっている結果

$\sigma$ と $\tau$ が互いに disjoint $\Rightarrow\chi(\sigma\tau)=\chi(\sigma)\chi(\tau)+(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r})$

が, Biane[2] によって得られている.

このように指標の漸近公式は, 無限次対称群の指標を計算するという文脈で興味を持
たれたものであったが, そこから離れてもなお, exact な値を書き下すことが出来ない
量のいわば主要項の明示公式と見ることもできる. 実際, 既約指標の値は, Murnaghan-
Nakayama の法則などが “原理的には” 計算できるアルゴリズムを与えているものの, 特

別な場合を除いて閉じた公式は存在しないのだった.
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そこで, 次のように自然に一般化された問題を考えたい : 群の帰納系

$\varphi_{mk}$ : $G_{k}arrow G_{m}$ $(k\leq m)$

が与えられたとき, 1 つ $g\in G_{k}\subset G_{n}(n\geq k)$ を固定して, $\hat{G}=\mathrm{U}_{k}\hat{G}_{k}$ 上の関数として見
たときの (正規化) 既約指標

$\chi_{g}(\lambda)=\{$

$L^{\lambda}\omega\dim\lambda$ $(|\lambda|\geq k)$ ,
0 $(|\lambda|<k)$

は, $n=|\lambda|arrow\infty$ においてどのように振る舞うだろうか?(ただし, $\lambda\in\hat{G}_{k}$ のとき $|\lambda|=k$

とした) たとえば, $GL(\infty, \mathrm{F}_{q})$ や $SL(\infty, \mathrm{F}_{q})$ の正規化指標は Skudlarek[9] にょって決定
されているが, これの有限版 [こあたる, $GL(n, \mathrm{F}_{q})$ や $SL(n, \mathrm{F}_{q})$ たちがなす帰納系におけ
る指標の漸近公式などから手をつけたいと考えている.
また, $K$ を $(\mathrm{N}, <)$ で順序づけられた順序圏 (orderd category) とする (see [6]) とき,

$G_{\sigma}=\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}_{K}(X_{\sigma})$ たちは自然に帰納系をなす. たとえば, 対称群6,や一般線型群 $GL(n, \mathrm{F})$

などはこの枠組みで捉えることが出来るので, オリジナルの場合の自然な一般化である
といえる. この設定での一般的取り扱いなども興味深い.
ここでは, 第 2節でオリジナルである対称群の場合の Kerov-Olshanski にょる結果 [4]

を, 第 3節でその特別な場合である巡回置換の場合の初等的な証明を紹介する.

1.2 対称群についての復習

$n$次対称群 $\mathfrak{S}_{n}$ の共役類はいわゆるサイクルタイプ ($n$ の分割) でパラメトライズされ
る. すなわち, $\mathfrak{S}_{n}$ の元は必ず, 共通の文字を含まない (“$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{j}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}$

” という言い方をする
ことがある) いくつかの巡回置換 $(i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{k})$ の積として, 順番を除いて一意に書くこ
とが出来る (巡回置換分解). 簡単のため, 長さ $k$ の巡回置換を $k$-cycle と書くことにす
る. 巡回置換分解において, 1-cycle が $k_{1}$ 個, 2-cycle が $k_{2}$ 個, $\cdots,$ $n$-cycle が $k_{n}$ 個現れ
るとき, その元のサイクルタイプは $1^{k_{1}}2^{k_{2}}\ldots n^{k_{n}}$ であるという. $\mathfrak{S}_{n}$ の 2っの元が共役で
あるための必要十分条件は, それらのサイクルタイプが一致することであり, 従って $\mathfrak{S}_{n}$

の共役類は $n$ の分割でパラメトライズされる. $n$ の分割全体を $\mathrm{P}(n)$ とおき, $\rho\in \mathrm{P}(n)$ に

対応する $\mathfrak{S}_{n}$ の共役類を $C(\rho)$ (あるいは同一視のもとで横着して単に $\rho$) で表すことに
する. $\rho\in \mathrm{P}(k)$ に対して, $C(\rho)$ の元の符号を $(-1)^{\rho}$ で表す.

$k\leq n$ のとき, 自然な埋め込み $\mathfrak{S}_{k}\mathrm{c}arrow \mathfrak{S}_{n}$ に対応して,

$\varphi_{nk}$ : $\mathrm{P}(k)\ni\rho\vdasharrow$ $\in \mathrm{P}(n)$
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が定義できる (これによって $(\mathfrak{S},,$ $\varphi_{m}’)$ は帰納系をなす). 以下では, 特に断らない限り,
$6_{n}$ 上の類関数 $f$ に対して, その $\rhoarrow \mathbb{P}(k)$ での値を自然に

$f(\rho)=f(\varphi_{nk}(\rho))$

で解釈することにする.
一方, $\mathfrak{S}_{n}$ の既約表現は $n$個の箱からなるヤング図形でパラメトライズされる. $n$個の

箱からなるヤング図形の全体を $\mathrm{Y}(n)$ , すべてのヤング図形全体を $\mathrm{Y}=\mathrm{U}_{n}\mathrm{Y}(n)$ とおく.

また, $\lambda\in \mathrm{Y}$ に対応する既約表現を $(\pi_{\lambda}, M_{\lambda})$ , その既約指標を $\chi^{\lambda}$ で表す. ヤング図形 $\lambda$

に対して, それを主対角線に関して反転したもの (「転置をとる」 という) を $\lambda’$ で表し,
$\lambda$ に共役な図形であるという. また, $M_{\lambda}$ の基底は $\lambda$ を枠とするヤング盤でパタメトライ
ズされていて, 従って

$\dim\lambda:=\dim M_{\lambda}=$ ( $\lambda$ のヤング盤の個数)

となっている. より明示的に次元を与える公式として, 次が知られている ([5] などを参照).

フックの公式. $\lambda=(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{n})\in \mathrm{Y}(n)$ のとき,

(1.4) $\dim\lambda=\frac{n!}{\prod_{x\in\lambda}h(x)}=n!.\frac{\prod_{1<j}(\lambda.-\lambda_{j}+i-j)}{\prod_{\dot{\iota}}(\lambda_{\dot{\iota}}+n+1)!}$

が成り立つ. ただし, $x=(i, j)\in\lambda$ {こ対して $h(x)=\lambda:+\lambda_{j}’-i-j+1$ は $x$ [こおけるフッ

クの長さ (hook length) と呼ばれる.

2Kerov-Olshanskiの漸近公式
この節では, Kerov-Olshanski[4] による, 有限次対称群の既約指標値に関する漸近公式

を紹介する.

2.1 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\Re f_{\rho}(\lambda$)

$\rho\in \mathrm{P}(k),$ $\lambda\in \mathrm{Y}$ {こ対して

(2.1) $f_{\rho}(\lambda)=\{\begin{array}{l}\frac{\chi^{\lambda}(\rho)}{\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{m}\pi_{\lambda}}\frac{n!}{(n-k)!}n\geq k0n<k\end{array}$
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とおく. これは, おおよそ「正規化された既約指標」だが, 通常は $\lambda$ をパラメタとする共

役不変な $\mathfrak{S}_{n}$ 上の関数と見るところを, ここでは視点を変えて $\rho$ をパラメタとする $\mathrm{Y}$ 上

の関数と見ている.

群環 $\mathbb{C}[\mathfrak{S}_{n}]$ の中心を $Z(\mathfrak{S}_{n})$ とする. 各 $\rho=(k_{1}, \ldots, k_{m})\in \mathrm{P}(k)$ に対して, $a_{\rho,n}\in$

$Z(\mathfrak{S}_{n})(n\geq k)$ を

$a_{\rho,n}= \sum(i_{1}, \ldots, i_{k_{1}})(i_{k_{1}\dagger 1}, \ldots, i_{k_{1}+k_{2}})\ldots(i_{k_{1}+\cdots+k_{m-1}}, \ldots, i_{k})$

で定義する. ただし, 上の和は可能なすべてめ $1\leq i_{1},$
$\ldots,$

$i_{k}\leq n$ を渡る. これは書き換

えると

$a_{\rho,n}= \frac{n!1}{(n-k)!\# C(\rho)}\sum_{\sigma\in C(\rho)}\sigma$

であるから, $\{a_{\rho,n}\}_{\rho\in \mathrm{P}(n)}$ は $Z(\mathfrak{S}_{n})$ の基底をなす. $a_{\rho,n}|_{M_{\lambda}}$ のトレースを 2通りに計算する

ことで, 次の事実が成り立つことがわかる.

命題 2.1. $\rho\in \mathrm{P}(k)$ に対して, $a_{\rho,n}(n\geq k)$ の $M_{\lambda}$ 上での固有値は $f_{\rho}(\lambda)$ に等しい. 口

2.2 Schur-Weyl双対性に対する Capelli型恒等式

$GL(N)$ の Lie環を $\mathfrak{g}=\mathfrak{g}1(N, \mathbb{C})$ とおき , $\mathfrak{g}$ の普遍包絡環を $\mathcal{U}(\mathfrak{g})$ , その中心を $Z(\mathfrak{g})$ とす

る. $\mathfrak{g}(GL(N))$ の既約多項式表現は, 高さ $l(\lambda)$ が高々 $N$ であるようなヤング図形 $\lambda\in \mathrm{Y}$

によってパラメトライズされた (最高ウエイトが $\lambda$ で表される). その表現を $V_{N}^{\lambda}$ と書こ

う. $\mathbb{C}[\mathfrak{S}_{n}],$ $GL(N)$ およひ $\mathcal{U}(\mathfrak{g})$ は, ベクトル空間 (CN)\Leftarrow の上に次のような自然な表現
$R_{1},$ $R_{2},$ $dR_{2}$ を持つ ( $dR_{2}$ は $R_{2}$ の微分表現) :

$R_{1}(\sigma)(v_{1}\otimes\cdots\otimes v_{n})=v,1(1)\otimes\cdots\otimes v_{\sigma^{-1}(n)}$ $(\sigma\in \mathfrak{S}_{n})$ ,

$R_{2}(g)(v_{1}\otimes\cdots\otimes v_{n})=gv_{1}\otimes\cdots\otimes gv_{n}$ $(g\in GL(N))$ ,

$dR_{2}(X)(v_{1} \otimes\cdots\otimes v_{n})=\sum_{k=1}^{N}v_{1}\otimes\cdots\otimes Xv_{k}\otimes\cdots\otimes v_{n}$ $(X\in \mathfrak{g})$ .

Schur-Weyl双対性は, $(\mathbb{C}^{N})^{\otimes n}$ の $(\mathbb{C}[\mathfrak{S}_{n}],\mathcal{U}(\mathfrak{g}))$-加群としての分解

(2.2) $(\mathbb{C}^{N})^{\otimes n}=$

芯悶
$M_{\lambda}\otimes V_{N}^{\lambda}$
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であった. このことから, $Z(\mathfrak{S}_{n})$ と $Z(\mathfrak{g})$ ?ま $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}((\mathbb{C}^{N})^{\otimes n})$ に同じ像を持っので

$R_{1}(a_{\rho,n})=dR_{2}(A_{\rho,N})$

となるような $A_{\rho,N}\in Z(\mathfrak{g})$ が存在するはずである. 次の事実が知られてぃる (see [7, 8]).

特殊対称化写像の存在. $S$. $(\mathfrak{g})$ を $\mathfrak{g}$上の対称代数とする. このとき, 以下の条件を満たすよ
うな (特殊対称化写像 (special symmetrization mapping) と呼ばれる) 線型同型 $\sigma:S(\mathfrak{g})arrow$

$\mathcal{U}(\mathfrak{g})$ が構成できる :
(a) $\sigma$ はフィルター付けを保存し, それが誘導する写像 $S(\mathfrak{g})arrow \mathrm{g}\mathrm{r}(\mathcal{U}(\mathfrak{g}))=S(\mathfrak{g})$ は恒等

写像である.

(b) $\sigma$ は $GL(N)$ の随伴作用と可換であり, 従って $I(\mathfrak{g})=S(\mathfrak{g})^{GL(N)}$ と $Z(\mathfrak{g})$ の間の線型
同型を誘導する.

(c) $GL(N)$ 上の左不変微分作用素のなす代数を $D(GL(N))$.
とし, $\partial:\mathcal{U}(\mathfrak{g})arrow D(GL(N))$

を自然な代数同型とする. このとき

(2.3) (�科 $\sigma$) $(E_{1}.j_{1} \cdots E_{\dot{\iota}j_{k}})1k=\sum_{l_{1},\ldots,l_{k}=1}^{N}x_{l_{11}}:\ldots x_{l_{k}-k}\frac{\partial}{\partial x_{l_{1}j_{1}}}\ldots\frac{\partial}{\partial x_{l_{k}j_{k}}}$

となる. ただし $\{E_{1j}.\}$ は行列単位からなる $\mathfrak{g}$ の基底, $x_{1j}$
. は行列成分である.

(d) 与えられた $P\in S(\mathfrak{g})$ を $E_{\dot{l}j}$ たちの多項式と見なし, さらに� $/\partial y_{\dot{l}j}$ たちの多項式と
見なす $(y=(y_{1j}.))$ . このとき, $GL(N)$ 上の任意の正則関数 $\phi$ に対して

(2.4) ((�科 $\sigma$) $(P)\phi$) $(x)=P(\partial/\partial y_{1j}.)\phi(x(1+y))|_{y=0}$

が成り立つ. 口

$\mathrm{E}=(E_{1j}.)\in \mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}(N, S(\mathfrak{g}))$ とおく. $\rho\in \mathrm{P}(k)$ [こ対して,

$I_{\rho,N}=(\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{E}^{k_{1}})\ldots(\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{E}^{k_{m}})\in I(\mathfrak{g})\subset S(\mathfrak{g})$

とおく. $I(\mathfrak{g})$ を $N$ 次行列 $y$ に関する不変式環として実現すれぱ, $I_{\rho,N}$ は $y$ の固有値に関
する幕和対称関数 $p_{\rho}$ になる. $A_{\rho,N}=\sigma(I_{\rho,N})\in Z(\mathfrak{g})$ とすれば, 任意の $s\in C(\rho)\subset \mathfrak{S}_{k}$ に

対して

(2.5) $\partial(A_{\rho,N})=,\sum_{:_{k}l_{1},\ldots,l_{k^{\dot{|}}1},\ldots,=1}^{N}x_{l_{1}:_{1}}\ldots x_{l_{kk}}:\frac{\partial}{\partial x_{l_{11_{*(1)}}}}.\cdots\frac{\partial}{\partial x_{l_{k^{1}\cdot(k)}}}$

.
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定理 2.2. $A,,{}_{N}\mathrm{C}Z(\mathrm{Q})$ の $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}((\mathbb{C}^{N})^{\ovalbox{\tt\small REJECT}})$での像は, (1) $k>n$ならば消えていて, (2) $k\ovalbox{\tt\small REJECT} n$

ならば $a,,7$ の像と一致する. 従って, $A,,N$ の模における固有値は $\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda)$ に等しい.

Proof. $\mathbb{C}^{N}$ の標準的な基底を $\{e_{1}, \ldots, e_{N}\}$ , 対応する $(\mathbb{C}^{N})^{\otimes n}$ の基底を $\{e:_{1}\otimes\cdots\otimes e_{1}.\}n$ と

する. この基底で $A_{\rho,N}$ の行列成分は

($ANe_{1}.\otimes\rho,1\ldots\otimes$果, $e_{j_{1}}\otimes\cdots\otimes e_{j_{\mathrm{n}}}$) $=\partial(A_{\rho,N})\phi(x)|_{x=0}$ ,

但し $\phi(x)=x:_{1}j_{1}\cdots x_{1_{\mathrm{B}}}.j_{n}$ . これは $a_{\rho,n}$ の行列成分と一致する. 口

2.3 準対称関数

定義 2.3(準対称関数). $N$変数 $\lambda_{1},$

$\ldots,$
$\lambda_{N}$ に関する多項式が準対称 (quaei-symmetric) で

あるとは, それが新しい変数 $l_{j}=\lambda_{j}-j$ たちのもとで対称関数になることをいう. $N$変

数準対称関数のなす代数を $\Lambda^{Q}(N)$ で表す.

Harish-Chandra同型から, フィルター付き加群間の同型 $Z(\mathfrak{g})arrow\Lambda^{Q}(N)$であって, $A\in$

$Z(\mathfrak{g})$ の $V_{N}^{\lambda}$ 上での固有値が, 対応する準対称関数の $\lambda$ での evaluation に等しいものが得
られる.

射影 $\Lambda^{Q}(N)arrow\Lambda^{Q}(N-1)$ を,

$f(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{N-1}, \lambda_{N})\ovalbox{\tt\small REJECT}\mapsto f(\lambda_{1}, \ldots, \lambda_{N-1},0)$

で定義し, フィルター付き加群たちの列 $\Lambda^{Q}(1)arrow\Lambda^{Q}(2)arrow\ldots$ の射影極限の代数を準対

称関数環と呼んで $\Lambda^{Q}$ で表す. $\mathrm{g}\mathrm{r}(\Lambda^{Q})\simeq \mathrm{A}$である (A は通常の対称関数環). $\Lambda^{Q}$ の元は,

有限項から先はすべて 0 であるような無限列 $(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots)$ たちのなす集合の上の関数とし

て well-defined である. さらに準対称関数は, ヤング図形から来る列の上の値だけで一

意に決まることがわかり, 従って $\mathrm{Y}$ 上の関数環と考えることが出来る.

準対称関数環における幕和対称関数の類似を

$p_{k}^{Q}( \lambda)=.\sum_{1=1}^{\infty}((\lambda:-i)^{k}-(-i)^{k})$

で定義すると, 対称関数環の場合と同様に $\Lambda^{Q}=\mathbb{C}[p_{1}^{Q},p_{2}^{Q}, \ldots]$ となる. $\rho=(k_{1}, \ldots, k_{m})\in$

$\mathrm{P}(k)$ に対して $p_{\rho}^{Q}=p_{k_{1}}^{Q}\ldots p_{k_{m}}^{Q}$ とおけば, $\{p_{\rho}^{Q}\}_{\rho\in \mathrm{P}}$ は $\Lambda^{Q}$ の線型空間としての基底をなす.
$f_{\rho}(\lambda)$ は Harish-Chandra 同型による $A_{\rho,N}$ の像の, $\lambda\in \mathrm{Y}$ における e� uation であるこ

と, およひ $I_{\rho,N}$ が固有値に関する幕和対称関数 $p_{\rho}$ になることから
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$\mathrm{f}_{\mathrm{P}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}2.4$. $l\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }\sigma$) $\rho\in \mathrm{P}(k)l\mathrm{Z}*_{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{b}\vee \mathrm{C},$
$f_{\rho}[] \mathrm{J}\lambda\in \mathrm{Y}\}\subset\ovalbox{\tt\small REJECT} T$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash ^{\backslash }*_{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{r},\Gamma\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mathrm{c}^{\backslash }\backslash$

,
(2.6) $f_{\rho}(\lambda)=p_{\rho}^{Q}(\lambda)+$ ( $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}$ terms)

である. ただし, 主要項よりも次数の低い多項式を (lower terms) と書いた. 口

2.4 超対称関数

上の命題の主要項では, 転置に関する指標の対称性 $f_{\rho}(\lambda’)=(-1)^{\rho}f_{\rho}(\lambda)$ が反映されて
いない. この対称性の表出を改善するため, 変型フロベニウス座標 (modified Frobenius
coordinate) と呼ばれる, ヤング図形に対する次のようなパラメトライズを考える :

$a:= \lambda:-\dot{\iota}+\frac{1}{2},$ $b:= \lambda_{\dot{l}}’-\dot{i}+\frac{1}{2},$ $\dot{\iota}=1,$
$\ldots,$

$d$.
ここで $d$ は, $\lambda$ の主対角線に現れる箱の個数である. 変型フロベニウス座標を $\lambda=(a;b)$

のよう [こ表すと, $\lambda’=(b;a)$ となる.
ここで, 超対称関数の定義を述べておくと,

定義 2.5(超対称関数). $2d$個の変数 $(a;b)=(a_{1}, \ldots, a_{d};b_{1}, \ldots, b_{d})$ に関する多墳式 $\overline{\dot{f}}$ が
超対称 (super-symmetric) であるとは, 次の 2っの条件を満たすことをいう.

(1) $f$ は $a,$ $b$ それぞれに関して, $d$変数の対称関数になってぃる.
(2) 勝手なペア (的) に対して, $f$ に $a:=-b_{j}=t$ を代入すると, その結果は $t$ にょら

ない.

超対称関数における幕和対称関数の類似を

$p_{k}^{S}(a;b)=. \sum_{1=1}^{d}a_{\dot{l}}^{k}+(-1)^{k-1}\sum_{\dot{l}=1}^{d}b_{\dot{l}}^{k}$

で定義しておく.
$2d$変数の超対称関数がなす代数を $\Lambda^{S}(d)$ で表す. 射影 $\Lambda^{S}(d)arrow\Lambda^{S}(d-1)$ を

$f(a_{1}, \ldots, a_{d-1}, a_{d};b_{1}, \ldots, b_{d-1}, b_{d})-*f(a_{1}, \ldots, a_{d-1},0;b_{1}, \ldots, b_{d-1},0)$

で定義し, 次数付き加群 $\Lambda^{S}(d)$ たちの列の射影極限を $\Lambda^{S}$ で表し, 超対称関数環と呼ぶ.
$\Lambda^{S}$ の元は, 有限個を除いて他は 0 であるような無限列 $(a_{1}, a_{2}, \ldots ; b_{1}, b_{2}, \ldots)$ たちのなす
集合上の関数と見なすことが出来る.

$\Lambda^{S}=\mathbb{C}[p_{1}^{S},p_{2}^{S}, \ldots]$ であり, $\rho=(k_{1}, \ldots, k_{m})\in \mathrm{P}(k)$ [こ対して $p_{\rho}^{S}=p_{k_{1}}^{S}\ldots p_{k_{m}}^{S}$ と定義す
ると, これらは線型空間としての $\Lambda^{S}$ の基底をなす.
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(2.7) $p_{\rho}^{Q}(\lambda)=p_{\rho}^{S}(a;b)+$ ($\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}$ terms)

が成り立つ.

Proof. 次の恒等式

$. \sum_{1=1}^{l(\lambda)}((\lambda:-i+1)_{k}-(-i+1)_{k})=.\sum_{1=1}^{d}((\mathrm{h}$. $+ \frac{1}{2})_{k}-(-b:+\frac{1}{2})_{k})$

から従う. ただし $(a)_{k}=a(a-1)\ldots(a-k+1)$ . 口

2.5. $f_{\rho}(\lambda)$ への適用

以上の結果を結ひつけることにより, 所望の結果を得ることが出来る.

定理 2.7[数 $f_{\rho}(\lambda)$ は, 変型フロベニウス座標に関する超対称関数で, その主要項は

$p_{\rho}^{S}(a;b)$ で与えられる. 口

系 2.8 ($\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{v}-\mathrm{O}\mathrm{l}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{k}\mathrm{i}$ の漸近公式). $|\lambda|=narrow\infty$ のとき,

(2.8) $\frac{\chi^{\lambda}(\rho)}{\dim\lambda}=p_{\rho}^{S}(\frac{a_{1}}{n},$

$\ldots,$
$\frac{a_{d}}{n};\frac{b_{1}}{n},$

$\ldots,$
$\frac{b_{d}}{n})+O_{\rho}(\frac{1}{n})$

が成り立つ. 剰余項の implied constant は $\rho$のみに依存する. 口

3 特別な場合の導出
この節では, 巡回置換の場合について, フロベニウスの指標公式 (これは Schur-Weyl

双対性を表しているのだった) を用いた Kerov-Olshanski の漸近公式の導出を紹介する.

定理 3.1(フロベニウスの指標公式). 任意の $\rho\in \mathrm{Y}(n)$ に対して,

(3.1) $p_{\rho}(x)= \sum_{\lambda\in \mathrm{Y}(n)}\chi^{\lambda}(\rho)s_{\lambda}(x)$

が成り立つ. ただし, $p_{\rho}(x),$ $s_{\lambda}(x)$ はそれぞれ幕和対称関数, シューア関数である.
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(3.1) の両辺に差積 $\Delta_{n}(x)$ をかけると, $l_{i}=n-i+\lambda_{i}$ として

$p_{\rho}(x) \Delta_{n}(x)=\sum_{\lambda\in \mathrm{Y}(n)}\chi^{\lambda}(\rho)\det(x^{l}j)_{1\leq:,j\leq n}=\sum_{\lambda\in \mathrm{Y}(n)}\chi^{\lambda}(\rho)(x_{1}^{l_{1}}\ldots x_{n}^{l_{n}}+(\mathrm{e}\mathrm{t}\mathrm{c}.))$

となる. この (etc.) の中には $x_{1}^{a_{1}}\ldots x_{n}^{a_{n}}(a_{1}>\cdots>a_{n})$ という形の単項式は登場しない

ので,

(3.2) $\chi^{\lambda}(\rho)=p_{\rho}(x)\Delta_{n}(x)$ {こおける $x_{1}^{l_{1}}\ldots x_{n}^{\mathrm{t}_{n}}$ の展開係数.

である. これに基づいて計算しよう.

3.1 展開係数の計算

以下, $m$-cycle からなる共役類 $\rho=(m^{1})$ で考える. このとき $\mathfrak{S}_{n}(n\geq m)$ で $p_{\rho}(x)=$

$(x_{1}+\cdots+x_{n})^{n-m}(x_{1}^{m}+\cdots+x_{n}^{m})$ であるから, $p_{\rho}(x)\Delta_{n}(x)$ {ま次のよう [こ展開される.

(3.3) $(x_{1}^{m}+\cdots+x_{n}^{m})$
$\sum_{\sigma\in \mathit{6}_{n},:_{1}+\cdots+\dot{\iota}_{n}=n-m}|(-1)^{\sigma}\frac{(n}{i_{l}}$!-.. .min)!!x可 n-‘(l). . . $x_{n^{n}}^{\dot{l}+n-\sigma(n)}$ .

これの $x^{l_{1}}\ldots x^{l_{n}}$ の係数を見ると, $a_{1j}^{(k)}$. を

$a_{1j}^{(k)}.=\{$

$l_{:}(l:-1)\ldots(l:+j-n+1)$ , $i\neq k$

$l_{k}(l_{k}-1)\ldots(l_{k}+j-n-m+1)$ , $i=k$

とおけば

$\frac{(n-m)!}{l_{1}!\ldots l_{n}!}\sum_{k=1}^{n}\det(a_{1j}^{(k)}.)$

l\leq i、j $\leq n$

と表される. この $\det(a_{1j}^{(k)}.)_{1\leq:_{\dot{\theta}\leq n}}$ を計算すると,

$\det(a_{1j}^{(k)}.)_{1\leq:,j\leq n}=l_{k}(l_{k}-1)\ldots(l_{k}-m+1)\Delta_{n}(l_{1}, \ldots, l_{k}-m, \ldots, l_{n})$

$= \frac{l_{k}!}{(l_{k}-m)!}.\prod_{1\leq 1<j\leq n}(l:-l_{j})\prod_{j\neq k}\frac{1}{l_{k}-l_{j}}\prod_{j=1}^{m}(l_{k}-m-l_{j})\cross\frac{1}{-m}$.
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ここで, $\phi(x)=\prod_{j=1}^{n}(x-l_{j}),$ $\psi(x)=\phi(x-m)\prod_{j=1}^{m}(x-j+1)$ とおけば,

$\det(a_{j}^{\underline{(}k)})_{1\leq:\dot{o}\leq n}=-\frac{1}{m}\prod_{1\leq\dot{\iota}<j\leq n}(l:-l_{j})\mathrm{x}\frac{\psi(l_{k})}{\psi(l_{k})}$.

従って, 求める係数 $=$既約指標値は

$\chi^{\lambda}(\rho)=-\frac{1}{m}\frac{(n-m)!}{l_{1}!\ldots l_{n}!}\sum_{k=1}^{n}.\prod_{1\leq 1<j\leq n}(l:-l_{j})\cross\frac{\psi(l_{k})}{\psi(l_{k})}$

$=- \frac{1}{m}$ d而 (\lambda ) $\frac{(n-m)!}{n!}\sum_{k=1}^{n}\frac{\psi(l_{k})}{\psi(l_{k})}$ ($\cdot.\cdot$ フックの公式)

である. 従って $f_{\rho}(\lambda)$ は

$(\#)$ $f_{\rho}( \lambda)=-\frac{1}{m}\sum_{k=1}^{n}\frac{\psi(l_{k})}{\psi(l_{k})}=-\frac{1}{m}(\frac{\psi(z)}{\phi(z)}$ の留数和)
となる.

3.2 フロベニウス座標による書き換え

この $(\#)$ をフロベニウス座標で書き直す. 以下, $\lambda\in \mathrm{Y}$ のフロベニウス座標, 変型フ

ロベニウス座標をそれぞれ $(\alpha_{1}, \ldots, \alpha_{d}|\beta_{1}, \ldots, \beta_{d}),$ $(a_{1}, \ldots, a_{d};b_{1}, \ldots, b_{d})$ とする. まず,

$f(y)= \prod_{j=1}^{d}\frac{y-\alpha_{j}}{y+\sqrt j+1},$ $g(y)=f(y-m) \cross\prod_{j=1}^{m}(y-j+1)$

とおくとき, 次が成り立つ.

補題 3.2.
$\frac{\psi(x)}{\phi(x)}=\frac{g(x-n)}{f(x-n)}$.

Proof. $l_{j}=\lambda_{j}+n-j=\alpha_{j}+n(1\leq j\leq d)$ であること, およひ, 次の事実 (see [5])

$\{l_{1}, l_{2}, \ldots, l_{n}, n-\beta_{1}-1, n-h-1, \ldots, n-\beta_{d}-1\}$

$=\{0,1,2, \ldots, n-1, n+\alpha_{1}, n+\alpha_{2}, \ldots, n+\alpha_{d}\}$ .

から従う

$\prod_{j=1}^{n}(x-l_{j})\prod_{j=1}^{d}(x-n+1+\beta_{j})=\prod_{j=1}^{n}(x-j+1)\prod_{j=1}^{d}(x-l_{j})$ ,

に注意して, 右辺を書き替えていけばよい. 口
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$\text{よっ^{}-}C,$ $R\gg 1$ に対して

(3.4) $\frac{1}{2\pi i}\int_{|z|=R}\frac{\psi(z)}{\phi(z)}dz=\frac{1}{2\pi i}\int_{|z|=R}\frac{g(z-1/2)}{f(z-1/2)}dz$

となる.

$\frac{g(z-1/2)}{f(z-1/2)}=\prod_{k=1}^{m}(z-k+\frac{1}{2})\prod_{k=1}^{d}(1-\frac{m}{z-a_{k}})(1+\frac{m}{z+b_{k}})^{-1}\}$ .

だが, これを $\infty$ 近傍で展開したときの $z^{-1}$ の係数を計算すると一 $mp_{m}^{S}(a;n)+(\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r})$ と
いう形で与えられることが分がる. 従って

$f_{\rho}(\lambda)=p_{m}^{S}(a;b)+$ ( $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{r}$ terms)
(3.5)

$\Rightarrow\frac{\chi^{\lambda}(m- \mathrm{c}\mathrm{y}\mathrm{c}1\mathrm{e})}{\dim(\lambda)}=p_{m}^{S}(\frac{a_{1}}{n}\ldots\frac{a_{d}}{n};\frac{b_{1}}{n}\ldots\frac{b_{d}}{n})+O_{k}(\frac{1}{n})$ (as $narrow\infty$)

を得る.

Note. 参考までに書いておくと,

$Q(z)= \sum_{j=0}^{\infty}\frac{q_{j}(a,b)}{z^{j}}.=\prod_{k=1}^{d}(1-\frac{m}{z-a_{k}})(1+\frac{m}{z+b_{k}})^{-1}$

と書いたとき, $q_{k}$ たちは次の漸化式を満たす.

(3.6) $q_{r}(a;b)=- \frac{1}{r}\sum_{k=0}^{r-1}(\sum_{j=0}^{r-k-1}(\begin{array}{l}r-kj\end{array})m^{r-k-j}p_{j}^{S}(a;b))q_{k}(a;b)$.
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