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1 主要結果

$\epsilon 0_{n}$ を複素数体 $\mathbb{C}$ 上の $n$ 次直行 Lie環とする. 通常どおり $s\mathrm{o}_{n}$ を $n$ 次の歪対称行列全体として実現し
たとき, $F_{ij}=E_{ji}-E_{ij}$ ( $i\neq j,$ $E_{ij}\dagger 1n$ 次正方行列の行列単位) とし, $\mathrm{U}(s\mathrm{o}_{n})$ の要素と可換な不定
元 $x$ に対して $F_{ij}(x)=F-j-x\delta ij\in \mathrm{U}(s\mathrm{o}_{n})\otimes \mathbb{C}[x]$ とする. [4] で導入された $\mathrm{U}(s\mathrm{o}_{n})\otimes \mathbb{C}[x]$ に値をと
る “ 行列式 ” :

$D(x)= \sum_{\sigma\in 6}$. $\cdot \mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)F_{\sigma(1)1}(x)F_{\sigma(2)2}(x+1)\cdots F_{\sigma(n)n}(x+n-1)$

は, $\mathrm{U}(s\mathrm{o}_{n})$ の中心 $\mathrm{Z}(so_{n})$ [こ属する. 次に, $k=0,1,$ $\ldots,$
$n$ とする. 重複のない添字の列 $I=\{i_{1}, \ldots, i_{k}\},$ $J$

$\{j_{1}, \ldots,j_{k}\}$ [こ対して $\mathrm{U}(so_{n})\otimes \mathbb{C}[x]$ の要素 :

$D_{IJ}(x)= \sum_{\sigma\epsilon 6_{k}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)F_{_{\sigma(1)}j_{1}}(x)F_{_{\sigma(2)}j_{2}}(x+1)\cdots F_{*_{\sigma\{k)}\mathrm{j}\iota}.(x+k-1)$

(但し $D\iota\emptyset(x)=1$ ) は, 自然に $D(x)$ を小行列式化したものあるが, $*\mathrm{f}\dot{\mathrm{f}\mathrm{i}}$ではこれら $D_{IJ}(x)$ (実際には

$D_{IJ}(x)$ を少し変形させたもの) について考察する.
まず, $D(x)$ に対する [5] と同様の手法により次が得られる.

命題 LL 任意の $\sigma$, \mbox{\boldmath $\tau$}\in \mbox{\boldmath $\theta$}\sim こ対して

$D_{\sigma(I)r(J)}(x)=\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\tau)D_{IJ}(x)$ .

この性質は, $D_{IJ}(x)$ のある種の $so_{n^{-}}$ (相対) 不変性を導くが, それを見る前に Clifford 代数につぃ
て準備をする. $Cl(n)$ を $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots,$ $e_{n}$ を生成元とする Clifford代数, すなわち, $e_{1},$ $e_{2},$ $\ldots,e_{n}$ を生成元
とする $\mathbb{C}$ 上の自由代数を関係式 :

$e:e:=-1$ $(i=1, \ldots, n)$ , $e_{*j}.e=-e_{j}e_{i}$ $(i\neq j)$

で割ったものとする. 重複のない添字の列 $I=\{i_{1}, \ldots, i_{k}\}(k=0, \ldots, n)$ に対して $e_{I}=e_{1}|.e:_{\mathrm{z}\iota}\ldots e_{1}$
.

と置き,

$Cl^{(k)}(n)= \sum\{\mathbb{C}e_{I}|\# I=k\}$

と定める. $n\geq 2$ に対して, $F_{*j}. rightarrow\frac{e- e_{\mathrm{j}}}{2}$ により自然に $Cl^{(2)}(n)\underline{\simeq}so_{n}$ \check cある. 以下では $n$ を固定して
$\mathfrak{g}=s\mathrm{o}_{n}=Cl^{(2)}(n)$ とする.

$Cl^{(k)}(n)\ni e|arrow te-et\in c,l^{(k)}(n)$ , $t\in \mathfrak{g}=Cl^{(2)}(n)$

により, $Cl(n)$ 及ひ各 $Cl^{(k)}(n)$ は嘉加群となり, $Cl(n)=\oplus_{k=0}^{n}Cl^{(k)}(n)$ は嘉加群の分解 (一般には

既約分解にはならない) を与える. また, $Cl(n)\otimes Cl(n)$ にも自然に嘉加群としての構造が入るが, 各
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$Cl^{(k,\ell)}(n):=Cl^{(k)}(n)\otimes Cl^{(l)}(n)$ がその部分カ I群であり, $\mathfrak{g}$-加群の分解: $Cl(n)\otimes Cl(n)=\oplus_{k},{}_{\ell}Cl^{(k,l)}(n)$

が成立することは明らかである.

命題垣から比較的容易に, 小行列式に対する次の g-不変性が導かれる.

命題 L2. 各 $k=0,1,$ $\ldots,$
$n$ について,

$Cl^{(k,k)}(n)\ni e_{I}\otimes e_{J}-\rangle D_{IJ}(x)\in \mathrm{U}(\mathfrak{g})\otimes \mathbb{C}[x]$

により定義される $\mathbb{C}$-線型写像は, $\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ を adjoint作用, $\mathbb{C}[x]$ を自明な作用で嘉加群とみなしたとき, 嘉
準同型写像となる.

命題の写像による $e\in Cl^{(k,k)}(n)$ の像を $D(e;x)$ と表す. $D(e\cdot x)|$ を用いて, 考察対象となる我々の小

行列式 $\mathfrak{D}(e;x)$ を定義する. $m=[ \frac{n}{2}]$ とする. $k=0,1,$ $\ldots,$
$m$ のとき, 各 $e\in Cl^{(2k,2k)}(n)$ に対して;

$\mathfrak{D}(e;x)=.\frac{D(e,x-k)-D(e\cdot-x-k)}{2}$
,

とする. また, $k=0,1,$ $\ldots,$
$[ \frac{n-1}{2}]$ のとき, 各 $e\in Cl^{(2k+1,2k+1)}(n)$ :こ対して,

$\mathfrak{D}(e;x)=\frac{D(e- x-k-\frac{1}{2})-D(e--x-k-\frac{1}{2})\prime}{2x}$

とする. 明らか [こ $Cl^{(k,k)}(n)\ni e\vdasharrow \mathfrak{D}(e;x)\in \mathrm{U}(\mathfrak{g})\otimes \mathbb{C}[x]\}$ま g-写像である.
$\mathfrak{D}(e;x)$ に関する主要な結果を述べるために, $\mathfrak{g}$ について少し準備をする. $i=1,$ $\ldots,$ $m$. に対し $\text{て_{}1}$

$H_{:}=\sqrt{-1}F_{2:-1,2:}=\sqrt{-1}^{\underline{e_{2i-1}e_{2-}}}$ とする. $\{H.\cdot\}$ は $\mathfrak{g}$ の Cartan 部分環 $\mathfrak{h}=\sum \mathbb{C}H_{*}$. の実部の基となっ

ているが, この A対基を $\{\mathrm{A}\mathrm{j}\}\not\leq$する. $\mathfrak{h}$ と 2 つの巾零部分環 :

$\mathfrak{n}^{\pm}=\sum\{\mathbb{C}(e_{2i-1}\pm\sqrt{-1}e_{2j})ej|2i<j\}$

は, 三角分解 $\mathfrak{g}=\mathfrak{n}^{-}\oplus \mathfrak{h}\oplus \mathfrak{n}^{+}$ を与える. この分解により, 射影

$\gamma$ : $\mathrm{U}(\mathfrak{g})=(n^{-}\mathrm{U}(.\mathfrak{g})+\mathrm{U}(\mathfrak{g})n^{+})\oplus \mathrm{U}(\mathfrak{h})arrow \mathrm{U}(\mathfrak{h})=\mathrm{S}(\mathfrak{h})$

を定める (Harish-Chandra 準同型). また, $\mathrm{A}\in \mathfrak{h}^{*}$ }こ対して,

$\chi_{\mathrm{A}}(D)=\gamma(D)(\Lambda)\in \mathbb{C}$ $(D\in \mathrm{U}(\mathfrak{g}))$

とする.
$e_{I}\otimes e_{I}\in Cl^{(k,k)}(n)$ に対応する小行列式 $D(e_{J}\otimes e_{I} ; x)=D_{II}(x)$ また}ま $\mathfrak{D}(e_{I}\otimes e_{I}$ $;$ \rightarrow }ま,

“ 主小行タリ

式” と考えられる. そこで, Clifford 代数の方で..主小行列式”に対応する空間 $Cl^{(k,k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}\subset Cl^{(k,k\rangle}(n)$ を

$e_{I}\otimes e_{I}\in Cl^{(k,k)}(n)$ で生成される $\mathfrak{g}$-部分加群として定義する. 実は, $k\neq 0,$ $n$ でない限り $Cl^{(k,k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}\subset\neq$

$Cl^{(k,k)}(n)$ である.

$=(m_{1}, m_{2}, m_{3})$ を $m_{2}\geq 1$ であるような自然数 $m$ の分割とする. つまり, $m_{1},$ $m_{2},$ $m_{3}$ はいすれも

0 以上の整数で,

$m_{1}+m_{2}+m_{3}=m$ , $m_{2}\geq 1$

であるとする. このとき, $(m_{1}+1+m_{3})$ 個の複素数の組 :

$\lambda_{\Theta}=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda_{m_{1}}, \lambda, \lambda_{m_{1}+m_{2}+1}, \lambda_{m_{1}+m_{2}+2}, \ldots, \lambda_{m_{1}+m_{2}+m_{3}})\in \mathbb{C}^{m_{1}+1+m_{S}}$ (1.1)
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は $\mathfrak{h}^{\mathrm{s}}$ の要素 :

$\Lambda_{\Theta}$ $=$ $\lambda_{1}\Lambda_{1}+\cdots+\lambda_{m_{1}}\Lambda_{m_{1}}$

$+\lambda(\Lambda_{m_{1}+1}+\cdots+\Lambda_{m_{1}+m_{2}})$

$+\lambda_{m\iota+m_{2}+1}\Lambda_{m_{1}+m_{2}+1}+\cdots+\lambda_{m}\Lambda_{m}$

を定める. $\Lambda \mathrm{e}$ は $(\mathfrak{n}^{+}, \phi)$ の $m_{2}-1$ 個の simple root :

$\Lambda_{m_{1}+1}-\Lambda_{m_{1}+2},$ $\Lambda_{m_{1}+2}-\Lambda_{m_{1}+3},$
$\ldots,$

$\Lambda_{m_{1}+m_{2}-1}-\Lambda_{m_{1}+m_{2}}$ (1.2)

に対応する $\mathrm{c}\mathrm{o}$-root に関して退化している.

次の 2 つの定理が本稿の主要結果である.

定理 L3. 上のように定めたすべての A。について,

for $\{$$\chi_{\Lambda_{\mathrm{Q}}}(\mathcal{D}(e;\lambda+\frac{k}{2}-m_{1}-1-i))=0$

$k\in\{n-m_{2}+1, \ldots, n\}$ ,

$i\in\{0, \ldots, k-(n-m_{2}+1)\}$ ,
$e\in Cl^{(k,k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

定理 L4. $\alpha$ を (1.2) の simple $[] vot$の任意の 1 つとする. このとき, $\lambda \mathrm{e}\in \mathbb{C}^{m_{1}+1+m_{3}}$ のうち, 対応する

\Lambda e\in h*\dagger こついて, ある $e\in Cl^{(n-m_{2}+1)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ に対して

$\chi_{\Lambda_{9}-a}(\mathfrak{D}(e_{j}\lambda+\frac{n-m_{2}+1}{2}-m_{1}-1))\neq 0$

となるもの全体 G。は, $\mathbb{C}^{m_{1}+1+m_{3}}$ の Z\pi 可 ki開集合であるが;

$G_{\alpha}\neq\emptyset$ .

[8] で考察した一般論を適用すると, これらの定理は, 退化主系列表現及ひスカラー型の一般 Verma
加群に関係するいくつかの $\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ のイデアルについての以下の結果を導 $\text{く}\cdot \mathcal{F}\mathrm{e}$ を (1.2) の simple root 全
体とする. \sim こ 2 つの放物型部分環 :

$\mathrm{b}$ $=$ $\mathfrak{n}^{+}+\mathfrak{h}$ ,

$\mathfrak{p}_{\Theta}$ $=$ $\mathrm{b}+\sum$ { $\mathfrak{g}_{\alpha}$ (root $\alpha$ に対する root space) $|\alpha\in \mathbb{Z}F\mathrm{e}$ }

を定める. $\Lambda \mathrm{e}$ : $\mathfrak{h}arrow \mathbb{C}$ は $\mathfrak{p}\mathrm{e}\ni D‘arrow\chi_{\mathrm{A}_{\Theta}}(D)\in \mathbb{C}$ により $\mathrm{b}$ または $\mathfrak{p}\mathrm{e}$ の character として延長できる.

そこで,

$J(\Lambda_{\Theta})$ $=$
$\sum_{D\in \mathrm{b}}\mathrm{U}(\mathfrak{g})(D-\chi_{\mathrm{A}_{9}}(D))$

$1\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ の左イデアノレ)

$J_{\Theta}(\Lambda_{\Theta})$ $=$ $\sum \mathrm{U}(\mathfrak{g})(D-\chi_{\mathrm{A}_{9}}(D))$ tU(g) の左イデアノレ)
$D\epsilon\nu\circ$

$M(\Lambda_{6})$ $=$ $\mathrm{U}(\mathfrak{g})/J(\Lambda \mathrm{e})$ $1\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ の Verma カ\Pi 群)

$M_{\Theta}(\Lambda \mathrm{e})$ $=$ $\mathrm{U}(\mathfrak{g})/J_{6}(\Lambda_{\Theta})$ $1\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ の一般 Verma 加群)

とする. また, $\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ の有限次 $\mathrm{m}1(\mathfrak{g})$-部分加群 VA。を

$\mathfrak{D}(e;\lambda+\frac{k}{2}-1-i)$ for $\{$

$k\in\{n-m_{2}+1, \ldots,n\}$ ,

$:\in\{0, \ldots, k-(n-m_{2}+1)\}$ ,

$e\in Cl^{(k,k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

で $\mathbb{C}$ 上張られるものとする. このとき,
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$*_{\backslash }1.5$ . $\mathrm{Y}\wedge^{\backslash \vee}\mathrm{C}\backslash a$) $\mathrm{A}_{\ominus}|_{arrow’}’\supset \mathrm{V}^{\backslash }\vee \mathrm{C}$

$V_{\Lambda \mathrm{e}}\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}$ $M_{}(\Lambda_{})$ .

また, $\lambda_{-}\in\bigcap_{\alpha\in F\mathrm{e}}$ G。に対応する (従って generic な) $\Lambda_{\ominus}$ に対して

$J_{\ominus}(\Lambda_{\ominus})=\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ $V\Lambda\text{。}+J(\Lambda_{\ominus})$ .

更 [ニ, geneic な $\Lambda_{\Theta}$ ;こ対して

Ann $M_{\Theta}(\Lambda\ominus)=\mathrm{U}(\mathfrak{g})V_{\Lambda \mathrm{e}}+\mathrm{A}\mathrm{n}\mathrm{n}M_{}(\Lambda_{\Theta})$ .

この結果と [8] の “ 非可換 Pfaffian ” を用いた結果を合わせることにより, $\ovalbox{\tt\small REJECT} 0_{n}$ のすべてのスカラー型

の一般 Verma加群について, parameter が generic であるときの annihilator の生成元を明示的に与え
ることができる.

2 証明の概略

前節の $,$ $\lambda\ominus,$ $\Lambda\ominus$ を固定する. 定理 1.3 も定理 1.4 も, $\mathfrak{D}(e;x)$ の Harish-Chandra準同型 $\gamma$ による

像を計算することにより示される. そこで, $\gamma$ を計算するための漸化式について考察する. $\overline{Cl}(n-2)$ で

$e_{3},$ $e_{4},$ $\ldots,$
$e_{n}$ で生成される $Cl(n)$ の部分代数を表す. これは本質的には $Cl(n-2)$ と同じものなので,

記号 $\overline{Cl}^{(k)}(n-2),$ $\overline{Cl}^{(k,\ell)}(n-2)$ 等を自由に用いる. $\overline{\mathfrak{g}}:=\overline{Cl}^{(2)}(n-2)$ は $\mathfrak{g}$ の部分環で $s\mathrm{o}_{n-2}$ と同型

である. \sim こ 2 つの巾零部分環 :

$\mathfrak{n}_{1}^{\pm}=\sum\{\mathbb{C}(e_{1}\pm\sqrt{-1}e_{2})e:|2<i\}$

を定義すると, 分解 $\mathfrak{g}=\mathfrak{n}_{1}^{-}\oplus(\mathbb{C}H_{1}\oplus\overline{\mathfrak{g}})\oplus \mathfrak{n}_{1}^{+}$ が得られるが, これを用いて $\mathbb{C}H_{1}\oplus\overline{\mathfrak{g}}$-加群の準同型 $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}$

が, 射影 :

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}$ : $\mathrm{U}(\mathfrak{g})=$ ( $\mathfrak{n}_{1}^{-}\mathrm{U}(\mathfrak{g})+\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ (HI-\lambda I)+U(g)n+I)\oplus U(す)\rightarrow U(-g)

により定義される. このとき, 任意の $D\in \mathrm{U}(\mathfrak{g})$ に対して

$\chi_{\Lambda \mathrm{e}}(D)=\chi_{\Lambda \mathrm{e}}\circ\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(D)$

が成り立ち, $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(D)\in \mathrm{U}(s\mathrm{o}_{n-2})$ であるので, $s\mathrm{o}_{n-2},\epsilon \mathit{0}_{n-4},$ $\ldots$ について $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(D)$ を漸次計算すること

により, $\gamma(D)$ が得られる.

ところが厄介なことに, $\mathfrak{g}=ff\mathit{0}_{n}$ の “ 主小行列式” $\mathfrak{D}(e;x)$ の $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}$ による像を, 再び $\overline{\mathfrak{g}}=s\mathrm{o}_{n-2}$ の “ 主

小行列式 ” を用いて簡単に表すことはできない. そこで我々は, 考察対象の “ 主小行列式 ” を大幅に一

般化するのであるが, その前に “ 非可換 Pfaffian” について準備をする.

定義 21. $k=0,$ $\ldots,$ $m,$ $I=\{i_{1}, i_{2}, \ldots, i_{2k}\}$ [こ対して

$\mathrm{P}\mathrm{f}(e_{I})=\frac{1}{2^{k}k!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{2k}}\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(\sigma)F_{i_{\sigma(1)^{j}\sigma(2)}}F_{i_{\sigma(3)}i_{\sigma(4)}}\cdots F_{\dot{l}_{\sigma\langle 2k-1)\sigma(2k)}}$:

により, $\mathbb{C}$-線型写像 Pf$()$ : $Cl^{(2k)}(n)arrow \mathrm{U}(\mathfrak{g})$ を定める. ここで, Pf(l) $=1$ とする.

この写像 Pf は $Cl(n)_{0}:=\oplus_{k=0}^{m}Cl^{(2k)}(n)$ から $\mathrm{U}(\mathfrak{g})$ への嘉準同型写像となる ([8]). 本稿で主として
用いるのは, Pf の “ 2乗”

$\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2}$ : $Cl(n)0\otimes Cl(n)0\ni e_{I}\otimes e_{J}\vdasharrow \mathrm{P}\mathrm{f}(e_{I})\mathrm{P}\mathrm{f}(e_{J})\in \mathrm{U}(\mathfrak{g})$

であるが, こちらも明らかに $\mathfrak{g}$-準同型写像である. “ 主小行列式” を一般化する手掛かりとなるのは, 本

質的には [5] で示されたものと同等な, 次の Pfaffian による行列式の展開公式である :
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命題 22. $I$ を重複を持たない話個 $(k=0, \ldots, m)$ の添字の列とすると,

$\mathfrak{D}(e_{I}\otimes e_{I}; x)=\sum_{\nu=0}^{k}(*J=2\sum_{J\subset I}\mathrm{P}\mathrm{f}^{\emptyset 2}(e_{J}k-2\nu\otimes e_{J}))(x-\nu+1)\cdots(x-1)x\cdot x(x+1)\cdots(x+\nu-1)$

$I$ を重複を持たない $2k+1$ 個 $1k=0,$ $\ldots,$
$[ \frac{n-1}{2}])$ の添字の列とすると,

$\mathfrak{D}(e_{I}\otimes e_{I}; x)=\sum_{\nu=0}^{k}(_{\# J=2k-2\nu}\sum_{J\subset I}\mathrm{P}\mathrm{f}^{\Phi 2}(e_{J}\otimes e_{J}))(x-\nu+\frac{1}{2})\cdots(x-\frac{1}{2})\cdot(x+\frac{1}{2})\cdots(x+\nu-\frac{1}{2})$

これらの式の右辺を嘉加群 $Cl(n)\otimes Cl(n)=\oplus Cl^{(k,t)}(n)$の言葉で書き直す. まず $k,\ell\in\{0,1,$
$\ldots,$

$n\rangle$

でないとき, $Cl^{(k,t)}(n)=0$ とおく. $\theta=\sum_{\nu=1}^{n}e_{\nu}\otimes e_{\nu}\in Cl^{(1,1)}(n)$ とすると, $\mathfrak{g}$ は $\theta$ }こ自明に作用す
るので,

$\theta\cdot*:Cl^{(k,t)}(n)\ni e\mapsto\theta\cdot e\in\oplus Cl^{(k+e_{1,}t+e_{2})}(n)e_{2}^{1}=\pm 1e=\pm 1$

は $\mathfrak{g}$-準同型となる. この $\theta\cdot*$ と $\oplus_{e_{2}^{1}=\pm 1}e=\pm 1Cl^{(k+t+e_{2})}‘ 1,(n)$ から $Cl^{(k+1.t+1)}(n),$ $Cl^{(k-1,t+1)}(n),$ $Cl^{(k-1,t-1)}(n)$ ,

$Cl^{(k+1,t-1)}(n)$ への射影をそれぞれ合成することにより, 4 つの嘉準同型 :

$s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}$ : $Cl^{(k,t)}(n)$ $arrow$ $Cl^{(k+1,t+1)}(n)$ ,

$s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}$ : $Cl^{(k,t)}(n)$ $arrow$ $Cl^{(k-1.t+1)}(n)$ ,

$s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}$ : $Cl^{(k,t)}(n)$ $arrow$ $Cl^{(k-1,t-1)}(n)$ ,

$s_{1\mathrm{e}}\mathrm{n}$ : $Cl^{\{k,t)}(n)$ $arrow$ $Cl^{(k+1,t-1)}(n)$

を得る. これらの嘉準同型は $Cl(n)\otimes Cl(n)$ の自己準同型とみなすことができるが,

$s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}\mathrm{o}s_{\mathrm{r}\mathrm{i}}\mathrm{g}_{\mathrm{t}}$
$=$

$s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}\mathrm{o}s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}$

$s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}\mathrm{o}s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}$
$=$

$s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}\circ s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}$

$s_{\mathrm{d}\circ \mathrm{w}\mathrm{n}}\mathrm{o}s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}$
$=$

$s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}\mathrm{o}s_{\mathrm{d}\circ \mathrm{w}\mathrm{n}}$

$s_{\mathrm{d}\circ \mathrm{w}\mathrm{n}}\mathrm{o}s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}$ $=$ $s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}\mathrm{o}s_{\mathrm{d}\circ \mathrm{w}\mathrm{n}}$

という交換関係を持っている. また, 各 $Cl^{(k,t)}(n)$ 上で,

$s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}\mathrm{o}s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}-s_{\mathrm{u}\mathrm{p}}\mathrm{o}s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}$ $=$ $(n-k-\ell)\mathrm{i}\mathrm{d}_{Cl^{\{k.p)}}(n)$

$s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}\mathrm{o}s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}-s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}\mathrm{o}s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}$
$=$ $(k-\ell)\mathrm{i}\mathrm{d}c\iota \mathrm{t}*,p)(n)$

という交換関係を持っている. 重複を持たない $k$ 個の添字の列 $I$ に対して,

$s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}^{\nu}(e_{I}\otimes e_{I})=\nu$ !
$\sum_{J\subset I}$

$e_{J}\otimes e_{J}$

$\# J=k-\nu$

が成り立つこと, $s_{\mathrm{d}\mathrm{o}’ \mathrm{n}},$

$\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2},$

$\mathfrak{D}(\cdot;x)$ がすべて嘉準同型であることから, 命題 22 は, 次の形に書き

20



命題 23. 各 $e\in Cl^{(2k,2k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}(k=0, \ldots, m)$ に対して

$\mathfrak{D}(e;x)=\sum_{\nu=0}^{k}\frac{\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}^{2\nu}(e))}{(2\nu)!}$ (x-v-l 1) $\ldots(x-1)x\cdot x(x+1)\cdots(x+\nu-1)$

各 $e \in Cl^{(2k+1,2k+1)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}(k=0, \ldots, [\frac{n-1}{2}])$ (こ対して

$\mathfrak{D}(e;x)=\sum_{\nu=0}^{k}\frac{\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}^{2\nu+1}(e))}{(2\nu+\mathrm{l})!}(x-\nu+1)(x-\nu+\frac{1}{2})\cdots(x-\frac{1}{2})\cdot(x‘+\frac{1}{2})\cdots(x+\nu-\frac{1}{2}).\cdot.\hslash$

.

一方, $s_{\mathrm{u}\mathrm{p}},$ $s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}},$
$\mathrm{s}_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}$ , sl。$\mathrm{f}\mathrm{t}$ とこれらの交換関係を用いて各 $Cl^{(k,k)}(n)$ の嘉加群としての構造を調べ

ると,

$Cl^{(k,k)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ $=$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}$ : $Cl^{(k,k)}(n)arrow Cl^{(k+1,k-1)}(n))$

$=$ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}$ : $Cl^{(k,k)}(n)arrow Cl^{(k-1,k+1)}(n))$

が示される. そこで一般の $Cl^{(k,\ell)}(n)$ に対しても, “ 主小行列式 ” に対応する部分空間 $Cl^{(k,l)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ を

$Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}$ : $Cl^{(k,t)}(n)arrow Cl^{(k+1,l-1)}(n))$

と定義する. 交換関係から容易に示されるのであるが, $k<\ell$ のとき $Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}=0$ である. 我々が用
いる “ 主小行列式 ” の一般化は次である.

定義 2.4. $a\in \mathbb{C},$ $\nu\in \mathrm{N}$ に対し, $x$ を変数とする $2\nu$ 次の多項式 :

$\Phi(a, \nu;x)=\prod_{\mu=0}^{\nu-1}(x^{2}-(a+\mu)^{2})$

を定義する. $0\leq\ell\leq k\leq n$ で $k+p$ が偶であるような自然数の組 $(k,p)$ に対して,

$\epsilon=\{$

0kが偶のとき

1kが奇のとき
(2.1)

とする. このとき, $\mathfrak{g}$-準同型 $\mathfrak{D}(\cdot;x)$ : $Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}arrow \mathrm{U}(\mathfrak{g})\otimes \mathbb{C}[x]$ を

$\mathfrak{D}(e;x)=\frac{\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}^{2\nu+\epsilon}(e))}{(2\nu+\epsilon)!}\Phi(\frac{p_{-}k+2\epsilon}{4},$$\nu;x)\nu=0\frac{p-e}{\sum 2}$ , $e\in Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

で定める.

命題 23 により, この定義が “ 主小行列式 ” の一般化になっていることが容易に分かる. ここまで
$\mathfrak{g}=\epsilon \mathit{0}_{n}$ の “ 主小行列式 ”

$\mathfrak{D}(e;x)$ を一般化しておくと, それらの $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}$ による像を, 再び $\overline{\mathfrak{g}}=s\mathrm{o}_{n-2}$ の一

般化された “ 主小行列式 ” を用いて表すことができる. 我々は定理 13 を示す代わりに, 一般化された
“ 主小行列式 ” に対する次の定理を証明する.

定理 25. すべての $\Lambda_{\Theta}$ について,

for $\{$$\chi_{\mathrm{A}_{8}}(\mathfrak{D}(e;\lambda+\frac{j}{2}-m_{1}-1-i))=0$

$j\in\{n-m_{2}+1, \ldots, n\}$ ,

$i\in\{0, \ldots,j-(n-m_{2}+1)\}$ ,

$e\in Cl^{(k,l)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}k\geq l,\underline{k}\neq\underline{l}=j2$

’
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$0\leq p\leq k\leq n$ で $k+\ell$ が偶であるような自然数の組 $(k,\ell)$ を固定し, それ [こ応じて $\epsilon$ を (2.1) で

定める. 以下では, $e\in Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ ’こ対して $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$ を計算する. まず, $Cl^{(k,l)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}^{H_{1}}=\{e\in$

$Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}|[H_{1}, e]=0\}$ と置くと, $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}$ が CHl\oplus }加群の準同型であることから,

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}};x))=\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(Cl^{(k_{\mathrm{I}}t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}^{1}}^{H}$ ; $x))$

が得られる. ここで,

補題 26. $Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}^{1}}^{H}$ は, 以下の 6 タイプの要素で $\mathbb{C}$ 上生成される :

(type I) $e_{1}e_{2}\otimes e_{1}e_{2}\cdot A$ , $A\in\overline{Cl}^{(k-2.l-2)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

(tyPe $\mathrm{I}\mathrm{I}$ ) $(e_{1}\otimes e_{1}+e_{2}\otimes e_{2})\cdot B$ , $B\in\overline{Cl}^{(k-1,t-1)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

(type III) $C$, $C\in\overline{Cl}^{(k.t)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

(type $\mathrm{I}\mathrm{V}$) $(k-\ell+2)(k-\ell+1)\cdot 1\otimes e_{1}e_{2}\cdot D+(k-\ell+1)\cdot(e_{1}\otimes e_{2}-e_{2}\otimes e_{1})\cdot s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}(D)$

- $e_{1}e_{2}\otimes 1\cdot s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}^{2}(D)$ , $D\in\overline{Cl}^{(k.t-2)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

(type V) $(k-\ell)\cdot(e_{1} @e_{2}-e_{2}\otimes e_{1})\cdot E-2e_{1}e_{2}\otimes 1\cdot s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}(E)$, $E\in\overline{Cl}^{(k-1.t-1)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

(type $\mathrm{V}\mathrm{I}$ ) $e_{1}e_{2}\otimes 1\cdot F$, $F\in\overline{Cl}^{\langle k-2,t)}(n-2)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$

が成り立つのであるが, これら 6 つのタイプ毎に $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(\cdot;x))$ を計算する. 詳細は省略するが,

補題 27. (a) $\gamma_{1}^{\lambda \mathrm{e}}$ の $\mathrm{U}(\mathfrak{g})^{H_{1}}$ への制限は環準同型

(b) $e\in Cl^{(2k’+1,2t’+1)}(n)$ に対して

$\mathrm{P}\mathrm{f}^{\Phi 2}(s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}(e))+\mathrm{P}\mathrm{f}^{\Phi 2}(s_{\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}}(e))=(k’-.\ell’)\mathrm{P}\mathrm{f}^{\Phi 2}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}m1}(e))$

(c) $0\leq k’\leq m-1,$ $A\in\prec 2k’)Cl(n-2)$ に対して

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathrm{P}\mathrm{f}(e_{1}e_{2}\cdot A))=\frac{\lambda_{1}+k’}{\sqrt{-1}}$ Pf(A)

(d) $0\leq k’,$ $\ell’\leq m-1,$
$A\in\overline{Cl}^{\langle 2k’,2t’)}(n-2)$ [こ対して

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathrm{P}\mathrm{f}^{\theta 2}(e_{1}e_{2}\otimes e_{1}e_{2}\cdot A))=-(\lambda_{1}+k’)(\lambda_{1}+\ell’)\mathrm{p}\mu 2(A)$

(e) $1\leq k’,\ell’\leq m,$
$A\in\overline{Cl}^{\langle 2k’-1,\mathfrak{U}’-1)}(n-2)$ に対して

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathrm{P}\mathrm{f}^{\Phi 2}((e_{1}\otimes e_{1}+e_{2}\otimes e_{2})\cdot A))$

$=$ $-\sqrt{-1}\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathrm{P}\mathrm{f}^{\otimes 2}((e_{1}\otimes e_{2}-e_{2}\otimes e_{1})\cdot A))$

$=$ $\mathrm{P}\mathrm{f}^{\emptyset 2}(s_{1\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{t}}(A))-(\lambda_{1}+k’-1)$ $\mathrm{P}\mathrm{f}^{\theta 2}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(A))$

等を用いると, 次の結果が得られる.

命題 28. $e\in Cl^{(k,t)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}^{1}}^{H}$ は補題 26 の 6 タイプのいすれかであるとする. このとき, $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$ に

ついて以下の漸化式が成立する :

(type I) $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(ejX))=\{x^{2}-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)^{2}\}\mathfrak{D}(A;x)$ .
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(type $\mathrm{I}\mathrm{I}$ ) $\epsilon=0$ のとき

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$ $=$ $(x- \frac{\ell-k}{4})(2x+\frac{\ell-k}{2}-1)\mathfrak{D}(B;x-\frac{1}{2})$

$+ \{x-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)\}\mathfrak{D}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(B);x)$ .

$\epsilon=1$ のとき

$\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$ $=$ 2 $\mathfrak{D}(B;x-\frac{1}{2})$

$+ \{x-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)\}\mathfrak{D}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(B);x)$ .

(type III) $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))=C$ .

(type $\mathrm{I}\mathrm{V}$ ) $\epsilon=0$ のとき

$\frac{4\sqrt{-1}}{(k-l+2)^{2}}\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$

$=$ 2 $(2 \lambda_{1}+P-3)\mathfrak{D}(D;x-\frac{1}{2})$

- $\{x-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)\}(2x+\frac{k-\ell}{2}+1)\mathfrak{D}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(D);x)$

$\epsilon=1$ のとき

$\frac{2\sqrt{-1}}{(k-p+2)^{2}}(x+\frac{k-p+2}{4})\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$

$=$ $( \lambda_{1}+\frac{\ell-1}{2}-1)(2x+\frac{p-k}{2}-2)\mathfrak{D}(D;x-\frac{1}{2})$

- $\{x-(\lambda_{1}+\frac{k+l}{4}-1)\}\mathfrak{D}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(D);x)$ .

(type V) $\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))=0$ .

(type $\mathrm{V}\mathrm{I}$) $\epsilon=0C)\text{とき}$

$\sqrt{-1}\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$

$=$ $( \lambda_{1}+\frac{k}{2}-1)\mathfrak{D}(F;x^{\text{゛}}-\frac{1}{2})$

- $\frac{1}{2}\{x-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)\}(x+\frac{\ell-k}{4})\mathfrak{D}(s_{\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{w}\mathrm{n}}(F);x)$ .

$\epsilon=1$ のとき

$\sqrt{-1}(2x+\frac{\ell-k}{2})\gamma_{1}^{\lambda_{1}}(\mathfrak{D}(e;x))$

$=$ $(2 \lambda_{1}+k-2)(x-\frac{l-k+2}{4})\mathfrak{D}(F;x-\frac{1}{2})$

- $\{x-(\lambda_{1}+\frac{k+\ell}{4}-1)\}$ D(sdow。(F); $x$).
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これらの漸化式から定理 25 を導くのは容易である.
定理 1.4 の方も, 命題 28 から得られる.

証明. $i=1,2,$ $\ldots,$
$m_{2}-1\mathrm{t}_{-}^{\vee}*_{\backslash }$} して,

$D_{1}$ $=$ $e_{\{1,2,\ldots 2m_{1}\}\prime}\otimes e_{\{12,\ldots 2m_{1}\}\prime\prime\prime}$

$D_{2}$ $=$ $(e_{2m_{1}+1}\otimes e_{2m_{1}+1}+e_{2m_{1}+2}\otimes e_{2m_{1}+2})\cdots$

.. . $(e_{2m_{1}+2:-\theta}\otimes e_{2m_{1}+2:-3}+e_{2m_{1}+\mathrm{h}-2}.\otimes e_{2m_{1}+2:-2})$,

$D_{3}$ $=$ $(e_{2m_{1}+2:-1}e_{2m_{1}+2:}\otimes e_{2m_{1}+2:-1}e_{2m_{1}+2:})(e_{2m_{1}+2:+1}\otimes e_{2m_{1}+2:+1}+e_{2m_{1}+2:+2}\otimes e_{2m_{1}+2:+2})$

- $(e_{2m_{1}+2:-1}\otimes e_{2m_{1}+2:-1}+e_{2m_{1}+2}|$. $\otimes e_{2m_{1}+2:})(e_{2m_{1}+2:+1}e_{2m_{1}+2:+2}\otimes e_{2m_{1}+2:+1}e_{2m_{1}+2:+2})$ ,

$D_{4}$ $=$ $1^{e_{2m_{1}+\epsilon\otimes e_{2m_{1}+3}}}+e_{2m_{1}+4}\otimes e_{2m_{1}+4})\cdots$

... $(e_{2m_{1}+2m_{2}-1}\otimes e_{2m_{1}+2m_{2}-1}+e_{2m_{1}+2m_{2}}\otimes e_{2m_{1}+2m_{2}})$ ,

$D_{5}$ $=$ e{2ml+2m2+L...,n}\otimes e{2ml+2m2+L....nト
$e$ $=$ $D_{1}D_{2}D_{3}D_{4}D_{5}$

と置くと, $e\in Cl^{(m-m_{2}+1)}(n)_{\mathrm{p}\mathrm{r}}$ となる.

$\chi\Lambda \mathrm{e}-\Lambda_{m_{1}+j}+\Lambda_{n_{1}+\cdot+1}(\mathfrak{D}(e;\lambda+\frac{n-md+1}{2}-m_{1}-1))$

を命題 28 により計算すると, 0 でない多項式が得られる. 口
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