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1 序文

Jordan-von Neumann [5] は 1935年ノルム空間が内積空間であることを中線定理が
成立することで特徴づけた。 これに関連して、 1937年 Clarkson[4] は von Neumann-
Jordan 定数 (略して以後 $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数) の概念を次のように導入した。

Definition 1J $X$ を Banach (或いはノルム) 空間とする。 $X$ の $NJ$定数 $C_{NJ}(X)$ を

$\frac{1}{C}$ く一. $\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}\leq C$ $(\forall(x, y)\neq(0,0))$

満たす $C$ の中の最小値によって定義する。即ち

$C_{NJ}(X)= \sup_{(x,y)\neq 0}\frac{||x+y||^{2}+||x-y||^{2}}{2(||x||^{2}+||y||^{2})}$

とする。

Proposition 12([5]) $X$ を Banach 空間とする。 このとき、
(1) $1\leq C_{NJ}.(X)\leq 2$

(2) $C_{NJ}(X)=1\Leftrightarrow X$ :Hilbert 空間

Clarkson は $\ell_{p}$ や $L_{p}$ 空間の $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数を計算するために、次の Clarkson 不等式を証
明した。 また、 それにより、 $\ell_{p}$ や $L_{p}$ 空間が一様凸であることを示した。 この概念
は、 Banach 空間の幾何学的構造を調べる上で重要な概念である。 これは、 Banach
空間の単位球の丸さ (roundity) を表す概念であり、狭義凸 (strict convex) や滑らか
さ (smoothness) 等、 今までに多くの結果が多くの研究者によって示され、 Banach
空間の構造の中心課題として今までに研究され、応用されてきた。
最近、 斎藤一加藤一高橋は [11] において、 $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute norm に対して、具体

的に、 $\mathrm{N}\mathrm{J}$ 定数の計算に成功した。更に、 [12] において、 $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute norm につ

数理解析研究所講究録 1246巻 2002年 98-109

98



いても、凸関数という言葉で特徴付けを与え、狭義凸性 $($ strict $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y})_{\text{、}}$ 一様凸性

(uniform convexity) などのノルムの幾何学的性質に対して研究した。 (cf. [13, 10])。
この研究では、 ノルムの幾何学的な性質の一つである absolute norm の微分可能

性について調べることを目的とする。その方法は、 $\mathbb{C}^{n}$ における各ベクトルに対し
て、 すべての norming functional を計算することによって行う。分かり易くするた
めに、 まず初めに $\mathbb{C}^{2}$ 上について述べ、 更に、 その結果を $\mathbb{C}^{n}$ 上の場合を考察する。

2 $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute norm
まず、 $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute norm 1こついて考える。 この記述 (ま、 Bonsall-Duncan[2] に

見られる。

Deflnition2.1 $||\cdot||$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上のノルムとする。 このとき、

(1) $||\cdot||$ が absoluteであると (ま、 $||(|z|, |w|)||=||(z, w)||$ $(\forall(z, w)\in \mathbb{C}^{2})$ が成立する

時を言う。
(2) $||\cdot||$ が normalizedであるとは、 $||(1,0)||=||(0,1)||=1$ のときを言う。

$N_{2}$ を $\mathbb{C}^{2}$ 上の absolute normalized norm の全体とする。

Example 22 次の $\ell_{p}$ -norm(ま absolute normalized ノノレム (こなっている。

$||(z, w)||_{p}=\{$

$(|z|^{p}+|w|^{p})^{1/p}$ if $1\leq p<\infty$ ,

$\max(|z|, |w|)$ if $p=\infty$

まず、 次のことが戒立する。

Lemma 23 任意の $||\cdot||\in N_{2}$ に対して、

$||\cdot||_{\infty}\leq||\cdot||\underline{<}||\cdot||_{1}$
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実際、任意の $(z, w)\in \mathbb{C}^{2}$ に対して、

$||(z, w)||_{\infty}$ $=$ $\max\{||(z.0)’||’.||(0, w)||\}$

$=$ $\frac{1}{2}\max\{||(z, w)+(z, -w)\mathrm{t}|, ||(z, w)+(-z, w)||\}$

$\leq$ $\frac{1}{2}\max\{||(z, w)||+||(z, -w)||, ||(z, w)||+||(-z, w)||\}$

$=$ $||(z, w)||$

$\leq$ $||(z, 0)||+||(0, w)||$

$=$ $||(z, w)||_{1}$ .

今、 任意に $||\cdot||\in N_{2}$ に対して、

$\psi(t)=||(1-t, t)||$ $(0\leq t\leq 1)$ .

とおく。 このとき、 $\psi$ は $[0, 1]$ 上の連続な凸関数で

$\psi(0)=\psi(1)=1$ , $\max\{1-t, t\}\leq\psi(t)\leq 1$

を満たす。 そこで、 このような関数の全体を $\Psi_{2}$ とおくことにする。

Theorem 24([11]) $N_{2}$ と $\Psi_{2}$ は上記の対応で、 1 対 1 に対応する。 即ち、任意の
$\psi\in\Psi_{2}$ に対して、

$||(z, w)||_{\psi}=\{$

$(|z|+|w|)\psi(_{\overline{|z}1}1_{+|w|}^{w[perp])}$ $((z, w)\neq(0,0))$

0 $((z, w)=(0,0))$

によって定義すると、 $||\cdot||_{\psi}\in N_{2}$ でかつ $\psi(t)=||$ ( $1-$ も $t$ ) $||_{\psi}(0\leq t\leq 1)$ を満たす。

例えば、 $\ell_{p}$ ノルムに対応する凸関数は $\psi_{p}(t)=\{(1-t)^{p}+t^{p}\}^{1/p}$ で与えられる。

TheOrem2.4 により、 $\ell_{p}\text{ノ}$ ルム以外に多くの absolute normalized な Dレムが沢山あ

ることが分かる。

Definition 2.5 Banach空間 $X$ が狭義凸であるとは、任意の $x,$ $y\in X(||x||=||y||=$

1, $x\neq y$)}こ対して、

$|| \frac{x+y}{2}||<1$

である時を言う。

Theorem 26 $\psi\in\Psi_{2}$ とする。 このとき $\text{、}||\cdot||\psi$ が狭義凸であることと、 $\psi$ が関数

として狭義凸であることは同値である。
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3 $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute norm
$\mathbb{C}^{n}$ 上のノノレム $||\cdot||$ が absolute であるとは

$||(|x_{1}|, \cdots, |x_{n}|)||=||(x_{1}, \cdots, x_{n})||$ $\forall(x_{1}, \cdots, x_{n})\in \mathbb{C}^{n}$ ,

が成立するときを言う。 $||\cdot$

.
$||$ が normalized とは

$||(1,0, \cdots, 0)||=||(0,1,0, \cdots, 0)||=\cdots=||(0, \cdots, 0,1)||=1$ .

を $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う。 例えば $\ell_{p}$-norms $||\cdot||_{p}$ Iま absolute normalized である:

$||(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n})||_{p}=\{$

$(|x_{1}|^{p}+\cdots+|x_{n}|^{p})^{1/p}$ if $1\leq p<\infty$ ,

$\max(|x_{1}|, \cdots, |x_{n}|)$ if $p=\infty$ .

$N_{n}$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の absolute normalized norms全体とする。 このとき、

Lemma 3.1 $||\cdot||\in N_{n}$ とする。 このとき、

$(B_{1})$ $||(0, x_{2}, x_{3}, \cdots, x_{n})||$ $\leq$ $||(x_{1}, \cdots, x_{n})||$ ,

$(B_{2})$ $||(x_{1},0, x_{3}, \cdots, x_{n})||$ $\leq$ $||(x_{1}, \cdots, x_{n})||$ ,...
$(B_{n})$ $||(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n.-1},0)||$ $\leq$ $||(x_{1}, \cdots, x_{n})||$ .

特に、

$||\cdot||_{\infty}\leq||\cdot||\leq||\cdot||_{1}$ .

が成り立つ。

今、

$\Delta_{n}=$ { $(s_{1},$ $s_{2},$ $\cdots$ , sユー l): $s_{1}+s_{2}+\cdots$ +s。-l $\leq 1,$ $s_{i}.\geq 0(\forall i)$ }.

とおく。 任意の $||\cdot||\in N_{n}$ に対して、

$\psi(s)=||(1-s_{1}-s_{2}-\cdots-s_{n-1}, s_{1}, \cdots, s_{n-1})||$ ($\forall s=(s_{1},$ $\cdots$ , s。-l) $\in\Delta_{n}$ )
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とすると、 $\psi$ は $\Delta_{n}$ 上で連続な凸関数であり、 Lemma 3.1 より次の条件を満たす。

$(A_{0})$ $\psi(0, \cdots, 0)$ $=$ $\psi(1,0, \cdots, 0)=\cdots=\psi(0, \cdots, 0,1)=1$ ,

$(A_{1})$ $\psi(s_{1}, \cdots, s_{n-1})$ $\geq$ $(s_{1}+ \cdots+s_{n-1})\psi(\frac{s_{1}}{s_{1}+\cdots+s_{n-1}}, \cdots, \frac{s_{n-1}}{s_{1}+\cdots+s_{n-1}})$ ,

$(A_{2})$ $\psi(s_{1}, \cdots, s_{n-1})$ $\geq$ $(1-s_{1}) \psi(0, \frac{s_{2}}{1-s_{1}}, \cdots, \frac{s_{n-1}}{1-s_{1}})$ ,

$(A_{n})$ $\psi(s_{1}, \cdots, s_{n-1})$ $\geq$ $(1-s_{n-1}) \psi(\frac{s_{1}}{1-s_{n-1}}, \cdots, \frac{s_{n-2}}{1-s_{n-1}},0)$.

重
$n$
を $\Delta_{n}$ 上の凸連続関数で $(A_{0}),$ $(A_{1}),$ $\cdots,$ $(A_{n})$ を満たすもの全体とする。 $\ell_{p}$-norm

に対応する関数は次のものになる。

$\psi_{p}(s_{1}, s_{2}, \cdots, s_{n-1})=\{$

$((1- \sum_{i=1}^{n-1}s_{i})^{p}+s_{1}^{p}+\cdots+s_{n-1}^{p})^{1/p}$ if $1\leq p<\infty$ ,

$\max(1-\sum_{i=1}^{n-1}s_{\dot{*}}, s_{1}, \cdots, s_{n-1})$ if $p=\infty$ .

Lemma 32 $\psi\in\Psi_{n}$ に対して,

$\frac{1}{n}\leq\psi_{\infty}(s_{1}, s_{2}, \cdots, s_{n-1})\leq\psi$( $s_{1},$ $s_{2},$ $\cdots$ , sユー l) $\leq 1$ $(\forall(s_{1}, s_{2}, \cdots, s_{n-1})\in\Delta_{n})$

が成立する。

Theorem 33([12]) 任意の $||\cdot||\in N_{n}$ に対して、

$\psi(s)=||(1-s_{1}-s_{2}-\cdots-s_{n-1}, s_{1}, \cdots, s_{n-1})||$ $(\forall s=(s_{1}, \cdots, s_{n-1})\in\Delta_{n})$ (1)

と定義すると、 $\psi\in\Psi_{n}$ である。 逆に、任意の $||\cdot||\in N_{n}$ に対して、

$||(x_{1}, \cdots, x_{n})||_{\psi}=\{\begin{array}{l}(|x_{1}|+\cdots+|x_{n}|)\psi if(x_{1},\cdots,x_{n})\neq(0,\cdots,0)0if(x_{1},\cdots,x_{n})=(0,\cdots,0)\end{array}$

によって定義すると、 $||\cdot||_{\psi}\in N_{n}$ であり、 (1) を満たす。 従って、 $N_{n}$ と $\Psi_{n}$ は、 1
対 1 対応に対応する。

Theorem 34([12]) $\psi\in\Psi_{n}$ とする。 このとき、 $||\cdot||_{\psi}$ が狭義凸であることと、 $\psi$

が関数として狭義凸であることは同値である。
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4 $\mathbb{C}^{2}[perp]\emptyset$ absolute norm. $\emptyset$ smoothness

Definition4.1 $X$ を Banach空間とする。 $X^{*}$ を $X$ の共役空間とし、 $x\in X,$ $x\neq 0$

とするとき、 $\alpha\in X^{*}$ が $x$ の norming functionalであるとは

$||\alpha||=1,$ $\langle\alpha, x\rangle=||x||$

を満たす時をいう。 ここで $D(X, x)$ を $x$ の norming functional 全体とする。 Hahn-
Banach の定理より \vee ‘つも $D(X, x)\neq\emptyset$ (こなる。 Banach空間 $X$ が smooth であると
(ま、 任意の $x\in X,$ $x\neq 0$ (こ対して、 $x$ の norming functionalが一意 {こ存在する時を
いう。

Proposition 4..2 $X$ が smoothであることと、 $||\cdot||\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}$ G\^ateaux微分可能であること、
即ち任意の $x,$ $y\in X,$ $x\neq 0$ に対して、

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$

が存在することとは同値である。

$\psi\in$ 重 2 とする。 各 $t\in(0,1]$ &こ対して、 $\psi_{L}’(t)$ を $t$ [こおける $\psi$ の left derivative、 ま

た各 $t\in[0,1)$ kこ対して、 $\psi_{R}’(t)$ を $t$ (こお $\# 7^{-}$ る $\psi$ の right derivative とする。 また $G$ を

$G(t)–\{$

$[-1, \mathrm{t}/_{R})’(0)]$ , if $t=0$ ,

$[\psi_{L}’(t), \psi_{R}’(t)]$ , if $0<t<1$ ,

$[\psi_{L}’(1), 1]$ , if $t=1$

とする。

まず、 $(\mathbb{C}^{2}, ||\cdot||_{\psi})$ が smooth であるときの $\psi$ の必要かつ十分条件を考える。 任意
の $t\in[0,1]$ &こ対して

$x(t)= \frac{1}{\psi(t)}(1-t, t)\in \mathbb{C}^{2}$

とおく。 ここで、 $||x(t)||_{\psi}=1$ である。 まず $x(t)$ の norming functional を計算する。
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Theorem 43([2]) $\psi\in\Psi_{2}$ とする。 このとき各. $t\in[0, 1]$ に対して

$D(\mathbb{C}^{2}, x(t))=1^{\{}$

$(\begin{array}{l}1c(1+a)\end{array})$ : $a\in G$
. (0) $,$

$|c|=1\}$ , if $t=0$ ,

$\{(\begin{array}{ll}\psi(t)- at\psi(t)+a(1-t) \end{array})$ : $a\in G(t)\}$ , if $0<t<1$ ,

$\{(\begin{array}{l}c(1-a)\mathrm{l}\end{array})$ : $a\in G(1),$ $|c|=1\}$ , if $t=1$

である。

次}こ一般の $x=(x_{0}, x_{1})\in \mathbb{C}^{2}(||(x_{0}, x_{1})||_{\psi}=1)$ の norming functional を考える。
ます、

$t= \frac{|x_{1}|}{|x_{0}|+|x_{1}|}$

とおく。、また $\rho_{k}$ を $x_{k}=$ $e^{i\rho k}|x_{k}|_{\text{、}}\rho_{k}\in[0,2\pi)$ を満たすものとする。 このとき

$1=||(x_{0}, x_{1})||_{\psi}=(|x_{0}|+|x_{1}|)\psi(t)$

より

$x$ $=$ $(e^{i\rho 0}|x_{0}|, e^{i\rho 1}|x_{1}|)$

$=$ $(|x_{0}|+|x_{1}|)(e^{i\rho 0} \frac{|x_{0}|}{|x_{0}|+|x_{1}|},$ $e^{i\rho_{1}} \frac{|x_{1}|}{|x_{0}|+|x_{1}|})$

$=$ $\frac{1}{\psi(t)}(e^{i\rho 0}(1-t), e^{i\rho_{1}}t)$

と表される。 そこで次が成立つ。

$(\alpha_{0}, \alpha_{1})\in D(\mathbb{C}^{2}.x(\prime t))\Leftrightarrow(e^{-\dot{l}}\alpha_{0}, e^{-\dot{l}\rho 1}\alpha_{1})\rho 0\in D(\mathbb{C}^{2}, x)$.

実際、 $(\alpha_{0}, \alpha_{1})\in D(\mathbb{C}^{2}, x(t))$ に対して、

$\langle(\begin{array}{l}e^{-i\rho \mathrm{o}}\alpha_{0}e^{-i\rho_{1}}\alpha_{1}\end{array}),$ $x\}$ $=$ $\frac{1}{\psi(t)}(e^{-i\rho_{0}}\alpha_{0}e^{i\rho 0}(1-t)+e-|.\rho_{1}\alpha_{1}e^{\dot{l}}t\rho_{1})$

$=$ $\frac{1}{\psi(t)}(\alpha_{0}(1-t)+\alpha_{1}t)$

$=$ $\{(\begin{array}{l}\alpha_{0}\alpha_{1}\end{array}),$ $x(t)\rangle=||x(t)||_{\psi}=1$
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$||(e^{-i\rho 0}\alpha_{0}, e^{-i\rho 1}\alpha_{1})||=||(\alpha_{0}, \alpha_{1})||=1$ .
よって、 $(e^{-i\rho_{0}}\alpha_{0}, e^{-i\rho_{1}}\alpha_{1})\in D(\mathbb{C}^{2}.x)$

’
である。 逆も同様である。 このことがら一般

の nor面 $\mathrm{n}\mathrm{g}$ functional全体を得ることができる。

Theorem 44 $\psi\in\Psi_{2}$ とする。 $(x_{0}, x_{1})$. $\in \mathbb{C}^{2}(||(x_{0}, x_{1})||_{\psi}=1)\}$こ対して、

$t= \frac{|x_{1}|}{|x_{0}|+|x_{1}|}$

とする。 また、 $\rho_{k}$ を $x_{k}=e^{i\rho k}|x_{k}|_{\text{、}}\rho_{k}\in[0,2\pi)$ を満たすものとする。 このとき、

$D(\mathbb{C}^{2}, (x_{0}, x_{1}))=$

$1_{\{}$

$\{(\begin{array}{l}e^{-i\rho 0}c(1+a)\end{array})$ : $a\in G(0.),$ $|c|=1\}$ , if $x_{1}=0$ ,

$\{(\begin{array}{ll}e^{-i\rho \mathrm{o}}(\psi(t)- at)e^{-i\rho 1}(\psi(t)+a(1-t)) \end{array})$ : $a\in G(t)\}$ , if $x_{0}\cdot x_{1}\neq 0$ ,

$(\begin{array}{ll}c(1- a)e^{-i\rho 1} \end{array})$ : $a\in G(1),$ $|c|=1\}$ , if $x_{0}=0$

である。

上の定理の結果から $(\mathbb{C}^{2}, ||\cdot||_{\psi})$ が smooth であるときの $\psi\in\Psi_{2}$ の必要十分条件
が得られる。

Theorem 4.5 $\psi\in\Psi_{2}$ とする。 このとき、 $(\mathbb{C}^{2}, ||\cdot||\psi)$ が smoothであるための $\psi$ の

必要かつ十分条件は、 $\psi$ が $(0, 1)$ 上微分可能がっ、 $\psi_{R}’(0)=-1,$ $\psi_{L}’(1)=1$ であるこ
とである。

Remark 46 $\psi\in$. $\Psi_{2}$ (こ対して $\varphi$ を

$\varphi(t)=\{$

$1-t$ , if $t<0$ ,
$\psi(t)$ , if $0\leq t\leq 1$ ,
$t$ , if $t>1$

と $\mathbb{R}$ 上に拡張すると、上の定理は次のように表される。

Theorem 4.7($\mathbb{C}^{2},$ $||\cdot$ |\mapsto が smooth であるための必要かっ十分条件は、 $\varphi$ が $[0, 1]$

上微分可能であることである。
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5 $\mathbb{C}^{n}-\mathrm{h}\emptyset$ absolute norm (7) smoothness

まず、 $\mathbb{C}^{n}$ 上の nor面 $\mathrm{n}\mathrm{g}$ functionalsを考える。但し $n\geq 2$である。$t=(t_{1}, t_{2}, \cdots, t_{n-1})\in$

$\Delta_{n}$ (但し $t_{0}=1- \sum_{j=1}^{n-1}t_{j}$ ) {こ対して、

$x(t)= \frac{(t_{0},t_{1},\cdots,t_{n-1})}{\psi(t)}\in \mathbb{C}^{n}$

とおく。 さら [こ、 $p_{0}=(0,0,0, \cdots, 0)$ , $p_{j}=(0,0, \cdots, 0, (j)1, 0,0, \cdots, 0)\in\Delta_{n},j=$

1, 2, . . . , $n-1,$ $I_{n}=\{0,1, \cdots, n-1\}$ とする。

また $X$ を実 Banach 空間とし、 $C$ を $X$ の凸部分集合とする。 $f$ を $C$ から $\mathbb{R}$ への

連続な凸関数とする。 このとき、 $x\in C$ に対して

�$f(x)=\{a\in X^{*} : f(y)\geq f(x)+\langle a, y-x\rangle, \forall y\in C\}$ .

で定義される�$f(x)$ を $x\in C$ における $f$ の劣微分という。

まず $x(t)$ の norming funciional を求める。

Theorem 5.1 ([8]) $\psi\in\Psi_{n}\text{と}$する。 このとき、任意の $t=(t_{1}, t_{2}, \cdots, t_{n-1})\in\Delta_{n}$

に対して

$D(\mathbb{C}^{n}, x(t))$

$=\{(\begin{array}{l}e^{i\theta_{0}}(\psi(t)+\langle a,p_{0}-t\rangle)e^{i\theta_{1}}(\psi(t)+\langlea,p_{\mathrm{l}}-t\rangle)e^{\dot{\iota}\theta_{2}}(\psi(t)+\langle a,p_{2}-t\rangle)\vdots e^{\dot{l}\theta_{n-1}}(\psi(t)+\langle a,p_{n-1}-t\rangle)\end{array})$ : $a\in\partial\psi(t)\psi(t)+\langle a,’ p_{j}-t\rangle\geq 0\theta_{j}\in[0,2\pi)\theta_{j}=0forj\in I_{n}witht_{j}=0forj\in I_{n}witht_{j}=0forj\in I_{n}witht_{j}>0’,$ $|$

である。

一般の norming functional は上の定理から、 $\mathbb{C}^{2}$ 上の場合と同様に得られる。

Corollary 5.2 ([8]) $\psi\in\Psi_{n}\text{と}$する。任意の $x=(x_{0}, x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{n-1})\in \mathbb{C}^{n},||x||_{\psi}=$

$1$ に対して、

$t_{j}= \frac{|x_{j}|}{\sum_{k=0}^{n-1}|x_{k}|},j\in I_{n}$
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とおく。 また $t\ovalbox{\tt\small REJECT}(t_{1}, t_{2}, \cdots, t_{n-1})\epsilon\Delta_{n}$ とし、 $\rho_{j}$ を $x_{j}\ovalbox{\tt\small REJECT} e^{\rho_{j}}|x_{j}|,$ $\rho_{j}arrow[0,2\pi),$ $j\epsilon\ovalbox{\tt\small REJECT} 4_{1}$

を満たすものとする。 このとき、

$D(\mathbb{C}^{n}, x)$

$=\{(\begin{array}{l}c_{0}(\uparrow[)(t)+\langle a,p_{0}-t\rangle)c_{1}(\psi(t)+\langle a,p_{1}-t\rangle)c_{2}(\psi(t)+\langle a,p_{2}-t\rangle)\vdots c_{n-1}(\psi(t)+\langle a,p_{n-1}-t\rangle)\end{array})$ : $c_{j}=e^{-i\rho_{j}}\psi(t)+\langle a,’ p_{j}-t\rangle\geq 0a\in\partial\psi(t)|c_{j}|=1forj\in I_{n}witht_{j}>’ 0forj\in I_{n}witht_{j}=0forj\in I_{n},,$ $\}$ .

である。

次に $(\mathbb{C}^{n}, ||\cdot||\psi)$ の smoothness を考える。 $\psi\in\Psi_{n}$ に対して、 関数 $\varphi$ を $\mathbb{R}^{n-1}$ 上に

次のように定義する。

$\varphi(t)=\sup\{\begin{array}{llllllll} =(SS1 s_{2} \cdots’ s_{n-1})\in \Delta_{n}\psi(s)+\langle a,t- s\rangle a\in\partial\psi(s) . \psi(s)+\langle a,p_{j}-s\rangle\geq 0,j\in I_{n}\end{array}\}$

Remark 53 $\psi\in\Psi_{2}$ ならば

$\varphi(t)=\{$

$1-t$ , if $t<0$ ,
$\psi(t)$ , if $0\leq t\leq 1$ ,
$t$ , if $t>1$ ,

また�\mbox{\boldmath $\varphi$}(t) $=G(t),$ $\forall t\in[0,1]$ である。

Lemma 5.4 $\varphi$ は次の性質をもつ。

1. $\varphi$ は $\mathbb{R}^{n-1}$ 上凸関数で, $\varphi(t)<\infty(\forall t\in \mathbb{R}^{n-1})i$

2. $\varphi(t)=\psi(t)$ $(\forall t\in\Delta_{n})$ ;
3. 各 $t=(t_{1}, t_{2}, \cdots, t_{n-1})\in\Delta_{n}$ ($tl=0$ for some $\ell\in I_{n}$ ) [こ対して、

$\varphi(\lambda(t-p\ell)+p\ell)=\lambda\psi(t)$ $(\forall\lambda>1)$

である。 また

$\varphi_{-_{\mathrm{Y}}}’(t;p\ell-t)(=\lim_{\lambdaarrow-0}\frac{\psi(t+\lambda(p\ell-t))-\psi(t)}{\lambda})=-\psi(t)$

が成立つク.
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4. $\varphi(\lambda p_{j})\leq|\lambda|+1,$ $(\forall\lambda\in \mathbb{R}, \forall j(1\leq j\leq n-1))$ .
.

$\psi$ のかわりに $\varphi$ を使うと、 Theorem 51 は次のように書き換えられる。

Corollary 55 $\psi\in\Psi_{n}$ とする。 このとき、任意の $t=(\dot{t}_{1}, t_{2},-\cdot\cdot:, t\text{、}-1)\in\Delta_{n}$ に対

して、

$D(\mathbb{C}^{n}, x(t.)),=\{(e^{i\theta_{n-1(\psi(t)+\langle a,p_{n-1}-t\rangle)}}...\sim e^{\dot{l}\theta_{0}}(\psi(t)+\langle a,\cdot.p_{0}.-.t.\rangle)e^{\dot{l}\theta_{1}}.(\psi(t)+\langle a,p_{1}-t\rangle)e^{\dot{l}\theta_{2}}(\psi(t)+\langle a,p_{2}-t\rangle)i...\cdot).$

: $a\in.\partial\varphi(t)\theta_{j}\in[0,2\pi.’)\theta_{j}=0forj\in I_{n}\cdot witht_{\mathrm{j}}=0forj\in I_{n}.witht_{j}>0\backslash ,$ $\}$

. .
以上より、 $(\mathbb{C}^{n},|:|\cdot’||_{\psi})$ が smooth.であるための必要十分条件が得られる。

Theorem 56([8]) $(\mathbb{C}^{n}, || ‘ \{|_{\psi})-$ が smoothであるこどと、 $\varphi$ 力 $\check{\mathrm{a}}$

$\Delta_{n}$ 上微分可能であ

ることは同値である。
. $\cdot$
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