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$G$ を有限群とし, $(K, \mathcal{O}, k)$ を rモジュラー系とする. すなわち, $\mathcal{O}$ は標数 0 の完備離
散付値環, $(\pi)$ は $\mathcal{O}$ の極大イデアルで, 剰余体 $k=\mathcal{O}/(\pi)$ の標数は $p>0$ ($p$ は $|G|$ を割
り切るある素数) であるものとし, $K$ は $\mathcal{O}$ の商体とする. $R$ で $\mathcal{O}$ または $k$ を表わすことに
する. ここでは $RG$-加群といえば, $R$-上自由で有限生或なものとする. 特に OG-加群とは
$\mathcal{O}G$-lattice を意味する.
自明な $RG$-加群を $R_{G}$ と書くことにする. ところで, 自明なソースをもつ加群とは, あ

る部分群 $H$ があって, 自明な $RH$-加群 $R_{H}$ の誘導加群 $R_{H}\mathfrak{s}^{G}:=R_{H}\otimes_{RH}RG$ (置換加
群) の直既約因子として現れる加群のことである. これから, 自明なソースをもつ加群の
“ Auslander-Reiten列” について考察したい.

定義 $RG$-加群の完全列 $\mathcal{E}$ : $0arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xfarrow \mathrm{O}$ は次の 3 つの条件をみたすときに,
Auslander-Reiten 列 (または mlmost split 列) という :
(1 ) $X$ と $Z$ は直既約 $i$

(2 ) $\mathcal{E}$ は分裂していない ;
(3) 任意の split-epi でない準同型写像 $g:Warrow X$ に対し, ある準同型写像 $h:Warrow \mathrm{Y}$ が

存在して $g=fh$ が成り立つ.

Auslander-Reiten, Roggenkamp らによって次の定理が示された.

定理 ([AR], [R]) 任意の射影的でない直既約 $RG$-加群 $X$ に対し, $X$ を最終項とする
ような Auslander-Reiten列が一意的に存在する.

Auslander-Reiten 列の “ 一意性 ” から, $X$ を最終項とするような Auslander-Reiten 列
$\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ を $A(X)$ と書き表し, また $Z$ を $\tau X$ と表すことにする ( $\tau$ は

Auslander-Reiten translation と呼ぼれている). $R=\mathcal{O}$ のときは $\tau=\Omega$ (ここで $\Omega$ は

Heller 作用素, 即ち $\Omega X$ は $X$ の projective cover の kemel: $0arrow\Omega Xarrow P_{X}arrow Xarrow 0$) で,

$R=k$ のときは $\tau=\Omega^{2}$ であることが知られている ([AR], [R1]).

自明なソースをもつ加群の Auslander-Reiten 列に関して, モジュラー表現においては
Erdmannが r群の場合を, そして Uno が一般の群の場合を考察している. また Inoue-Hieda
によって整数表現において $G$が r群で $H$ が $G$ の正規部分群の場合が調べられている. \S 1 で
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は, Inoue-Hieda の結果の拡張を考えたい. 即ち, (射影的でない) 自明なソースをもつ $\mathcal{O}G-$

加群で終わる Auslander-Reiten列の中間項は直既約であることを示す. また, r群 $G$ の位

数が $p^{3}$ 以上ならぼ群環 $\mathcal{O}G$ は無限表現型であるという Heller-Reiner の定理があるが, この

事実について Auslander-Reiten の理論を使った別証明を \S 2 で与える.

\S 1 自明なソースをもつ加群と Auslander-Reiten 列

モジュラー表現 (即ち $R=k$ 上の表現) の場合には次の事実が知られている (r群の場

合は Erdmann, 一般の有限群の場合は Uno による).

定理 ([E2], $[\mathrm{U}$ , Theorem $\mathrm{B}]$ ) $X$ は自明なソースを持つ $kG$-加群とする. もし $X$ のヴアー

テックスが巡回群, 2 面体群, 準 2 面体群, 4 元数形の 2 群でなければ, $X$ の属する Auslander-

Reiten component の形は $\mathbb{Z}A_{\infty}$ であり, $X$ はその end に位置する. とくに, Auslander-Reiten
列 $A(X)$ の中間項は直既約である.

Auslander-Reiten component については \S 2 で後述する. この節では, 自明なソースを

もつ $\mathcal{O}G$-lattice $X$ の Auslander-Reiten 列 $A(X)$ について考察したい. 日標は $A(X)$ の中

間項が直既約であることを示すことである.

加群の短完全列に関する次の補題は Inoue-Hieda[IH] による.

補題 1 $RG$-加群の完全列 $\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ は分裂していなくて, $Z,$ $X$ はともに

直既約とする. いま $Z\subset \mathrm{Y}$ について次の条件が満たされているとする :
$\forall f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})$ , $f(Z)\subseteq Z$

このとき, $\mathrm{Y}$ は直既約である.

証明 $e\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})$ を idempotent とする (i.e., $e^{2}=e$). 仮定の条件が満たされるこ

とから, $e|z$ : $Zarrow Z$ および \^e : $X=\mathrm{Y}/Zarrow X=\mathrm{Y}/Z$ (\^e(y+Z)=e(y)+Z) が誘導さ
れる :

$0arrow$ $Z$ $arrow$ $\mathrm{Y}$ $arrow X$ $-0$
$\downarrow e|z$ $\downarrow e$ $1^{\hat{e}}$

$0arrow$ $Z$ $arrow$ $\mathrm{Y}$ $arrow X$ $arrow 0$

いま $e$ が idempotent なので $e|z$ , �もともに idempotent である. また $X,$ $Z$ は直既約なの

で次の場合が考えられる :
場合 1 $e|z=0,$ $\text{\^{e}}=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$ または $e|z=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o},$ $\text{\^{e}}=0$ のとき :

このとき完全列 $\mathrm{O}arrow Zarrow \mathrm{Y}arrow Xarrow \mathrm{O}$ は分裂していて, 矛盾.
場合 2elz=\^e $=0$ のとき : $e=0$ となる.

場合 3 $e|z=$ $\text{\^{e}}=\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$ のとき :Five Lemma より $e$ は $\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{o}$.
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$\mathrm{L}\backslash I_{\backslash }\downarrow \mathcal{O}2Lk\theta^{1}$
,

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(\mathrm{Y})\mathcal{O})$ idempotent $[] \mathit{1}0\mathrm{f}f_{-}^{\wedge}1\mathrm{f}1\mathrm{b}\theta\backslash \prime x\mathrm{v}\backslash \not\subset k\theta^{\backslash ^{\backslash }}\backslash \lambda\supset\theta^{1}o$ . $\square$

次の補題 2, 3 も, 群 $G$ が r群のときに [H] で使われた議論を真似れば得られる.

補題 2 $H$ は $G$ の正規 ?部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . もし $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ が OG-加群の完全列ならぼ,

$\Omega X=\{m\in M : m\hat{H}=0\}$

が成り立つ. ただし $\hat{H}=\sum_{h\in H}h$ .

証明 $\subseteq$ : $\Omega X_{\downarrow H}\cong\Omega \mathcal{O}_{H}\oplus\cdots\oplus\Omega \mathcal{O}_{H}$ . $\supseteq$ : $m\not\in\Omega X$ とする. $0\neq$

$m+\Omega X\in(M/\Omega X)\downarrow_{H}\cong X\downarrow_{H}\cong \mathcal{O}_{H}\oplus\cdots\oplus \mathcal{O}_{H}$ について, $(m+\Omega X)\hat{H}=|H|m+\Omega X\neq$

$\Omega X=(\overline{0}\in M/\Omega X)$ ( $\Omega X$ は $M$ の pure submodule なので). 特に $m\hat{H}\neq 0$ . 口

補題 3 $H$ は $G$ の正規 r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . もし $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ が OG-加群の完全列ならぱ,

$\forall f\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{RG}(M),$ $f(\Omega X)\subseteq\Omega X$

が成り立つ.

証明 任意の $x\in\Omega X$ に対し, $f(x)\hat{H}=f(x\hat{H})=f(0)=0$ なので $f(x)\in\Omega X$ 口

補題 1, 2, 3 から次がわかる.

補題 4 $H$ は $G$ の正規 r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . このとき, $X$ で終わる Auslander-Reiten列 $A(X)$ の中間項は直既
約である. (注意 $G$ が r群のときは, Inoue-Hieda[IH, Proposition 32] で示されてぃる.)

上の補題 4 における $H$ についての仮定から 「正規」 を取り除くことを, この節の残りで
やりたい. そのために, 問題を r局所部分詳に帰着させたいので, Auslander-Reiten 列の
Green 対応を準備してお $\langle$ . (Green対応およひヴアーテックス/ソースにつぃて詳しくは
NagaO-Tsushimaの本 [NT] を参照して下さい) $Q(\neq 1)$ を $G$ の r部分群とし, $N=Nc(Q)$
とおく. $f$ を $(G, Q, N)$ に関する Green対応とする. $Q$ をヴ 7 ーテックスに持っ直既約な
$RG$-加群 $V$ に対し,

$0arrow\tau Varrow M(V)arrow Varrow 0$

$0arrow\tau fVarrow M(fV)arrow fVarrow 0$

をそれぞれ $V,$ $fV$ で終わる Auslander-Reiten 列とする. これらの Auslander-Reiten 列の
中間項 $M(V),$ $M(fV)$ について次の事実が成り立っ (その証明につぃては, モジュラー表
現の場合は [Kl, K2] を, 整数表現の場合は [IH] を参照して下さい).
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補題 5 $M(V)$ と $M(fV)$ の直既約分解において, ヴアーテツクスが $Q$ を含むような直

既約因子の個数は等しい.

ところで Carlson-Jones は, $\mathcal{O}G$-加群 $W$ に対して exponent という次のような概念を導
入した : $\pi^{a}\mathrm{I}\mathrm{d}_{\mathrm{W}}$ : $Warrow W$ は projective map だが, $\pi^{a-1}\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{w}$ : $Warrow W$ は projective map
ではないとき, $\pi^{a}$ を $W$ の exponent と呼ぶ. (ここで projective map とは, ある射影 $\mathcal{O}G-$

加群を経由する $\mathcal{O}G$-準同型写像のこと.) このとき $\exp(W)=\pi^{a}$ と書くことにする. 例え

ば, $\exp(\mathcal{O}_{G})=|G|$ であり, また射影加群 $\mathcal{O}G$ の exponent は $\exp(\mathcal{O}G)=\pi^{0}=1$ である.

補題 6 $H$ は群 $G$ の r部分群で, $X$ は白明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもつ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . このとき $\exp(X)=|H|$ . とくに, $(|H|)\neq\subset(\pi)$ ならば (例えぼ

$|H|\geqq p^{2}$ のときは) , $A(X)$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} (\pi)$ で分裂する.

証明 $\exp(\mathcal{O}_{H})=|H|$ なので $|H|\mathrm{i}\mathrm{d}:\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}arrow \mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}$ は projective map である. $X$ は

$\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G}$ の直既約因子なので, $|H|\mathrm{i}\mathrm{d}$ : $Xarrow X$ は projective map である. いま $\pi^{-1}|H|\mathrm{i}\mathrm{d}$ :
$Xarrow X$ が projective map と仮定してみる. $H$ に制限することにより, 次の合或写像

$\mathcal{O}_{H}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}arrow X\downarrow_{H}arrow\pi^{-1}|H|X\downarrow_{H}arrow \mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{j}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathcal{O}_{H}$

を得るが, $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ なので $\pi^{-1}|H|\mathrm{i}\mathrm{d}:\mathcal{O}_{H}arrow \mathcal{O}_{H}$ が projective map となってしまい, 矛

盾. よって $\exp(\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G})=|H|$ .
ところで $A(X)$ は, $\underline{\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}}_{\mathcal{O}_{G}}(X)$ の socle の生或元 $\mu$ と $X$ の projective cover による pull

back として構或される ([R1], [T]):
$\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow M$ $arrow$ $X$ $arrow 0$ $:\mathrm{A}\mathrm{R}$ 列 $A(X)$

$||$ $\downarrow$ pull back $\downarrow\mu$

$0arrow\Omega Xarrow P_{X}$ $arrow$ $X$ $arrow 0$ :projective cover
いま $(|H|)\subset\neq(\pi)$ とすると, $\mu\in\pi \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}o_{G}(X)$ となるので, $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ で reduction すると $\overline{\mu}$ は

( $kG$-準同型写像として)0-写像となる. 従って上の pull back を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ で reduction $|_{\vee}$ たも

のは分裂する. 口

$\mathcal{O}G$-加群 $W$ に対して, $kG$-加群 $W/\pi W$ を $\overline{W}$ と書くことにする.

補題 7 $H$ は $G$ の ?部分群とし, $X$ は白明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもつ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot(|H|)\neq\subset(\pi)$ ならぼ (例えぼ $|H|\geqq p^{2}$ のときは) , Auslander-
Reiten 列 $A(X)$ : $\mathrm{O}arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ の中間項の各直既約因子のヴ 7 ーテックスは $H$

を ( $G$-共役の意味で) 含む.

証明 Auslander-Reiten 列 $A(X)$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ で reduction すると分裂するので $\overline{M}\cong\overline{X}\oplus$

$\overline{\Omega X}$ . よって $M$ は高々 2 個の直既約加群の直和であり, 特に $M$ の直既約因子 $\mathrm{Y}$ について

$\overline{X}|\overline{\mathrm{Y}}$ または $\overline{\Omega X}|\overline{\mathrm{Y}}$ . 従って $k_{H}|\overline{X}\downarrow H|\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$ または $\Omega k_{H}|\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$ . いま, もし $\mathrm{Y}$

のヴ $\text{ア}$ ーテックスが $H$ を含まないと仮定すると, Mackey分解をみることにより, $\overline{\mathrm{Y}}\downarrow H$ に
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はヴアーテックスが $H$ である因子は現れないので, 矛盾. よって $\mathrm{Y}$ のヴアーテックスは $H$

を含むとわかる. 口

補題 8 $H$ は $G$ の r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot|H|=p$ ならば, Auslander-Reiten列 $A(X)$ : $0arrow\Omega Xarrow Marrow$

$Xarrow 0$ の中間項の射影的でない各直既約因子のヴ $\text{ア}$ ーテックスは $H$ を (G-共役の意味で)
含む.

証明 $\mathrm{Y}$ が $M$ の直既約因子ならぼ� (Y) と� (X) の間には包含関係があり (Erdmaxm),
いま $H$ は $G$ の極小部分群である. 口

補題 9 $H$ は $G$ の r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot(|H|)\subset\neq(\pi)$ ならぼ (とくに $|H|\geqq p^{2}$ のときは), $A(X)$ の中
間項 $M$ は直既約である.

証明 補題 7 から $M$ の各直既約因子のヴアーテックスは $H$ を含む. また補題 4 より $X$

の Green対応子 $fX$ で終わる Auslander-Reiten 列 $A(fX)$ の中間項は直既約であり, その
ヴアーテックスは $H$ を含む. よって補題 5 より $M$ は直既約と云える. 口

補題 10 $H$ は $G$ の r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H\cdot|H|=p$ のとき, $A(X)$ の中間項 $M$ は直既約である.

証明 補題 8 から $M$ の各直既約因子で射影的でないもののヴ $\text{ア}$ ーテックスは $H$ を含む.
また補題 4 より $X$ の Groen対応子 $fX$ で終わる Auslander-Reiten 列 $A(fX)$ の中間項は直
既約であり, もしこれが射影的でなけれぼ, そのヴ 7 ーテックスは $H$ を含む. よって補題
5 より $M$ の projective-ffee part は直既約であり, さらに次の補題 11 から, $M$ は直既約と
わかる.

$\text{口}$

補題 11 $H(\neq 1)$ 1よ $G$ の r部分群とし, $X$ は自明なソース $\mathcal{O}_{H}$ をもっ加群とする :
$X|\mathcal{O}_{H}\uparrow^{G},$ $\mathcal{O}_{H}|X\downarrow H$ . もし Auslander-Reiten 列 $A(X)$ : $0arrow\Omega Xarrow Marrow Xarrow \mathrm{O}$ の中
間項 $M$ の直既約分解においてある直既約射影加群 $P$ が現れれぼ, 実は $M=P$ となってぃ
る. とくに $M$ は直既約である.

証明 $\Omega X$ から $P$ への既約写像 (単射) が存在することから, $\Omega X$ は Rad(P) の直和因
子である. $S:=\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{p}(\overline{P})$ とおくと, $\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(\overline{\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}(P)})$ $\cong S\oplus S$ となってぃる (なぜならもし
$\mathrm{S}\mathrm{o}\mathrm{c}(\overline{\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P)})$ $\cong S$ なら $P$ のみがこの block に属する唯一の直既約 $\mathcal{O}G$-lattice となり [K3,
Lemma 2], $X$ の存在に矛盾).

ここで, Soc(\Omega X) $\cong S$ が成り立っことを主張する : 実際, Soc(\Omega X) $\cong S\oplus S$ と仮定
してみる. このとき $\Omega X\cong \mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{d}(P)$ であることをまず注意しておく. よって, $\Omega X$ が与える
通常指標 $\theta_{\Omega X}$ は $P$ が与える通常指標 $\theta p$ と一致する. また $\Omega X$ の入射包絡は $P\oplus P$ なの
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で $M$ が与える通常指標 $\theta_{M}$ は $2\theta_{P}$ である. 従って $X$ が与える通常指標 $\theta_{X}$ は $\theta p$ と一致す

る. ところで, X\downarrow H\cong OH\oplus (置換加群) なので \mbox{\boldmath $\theta$}X\downarrow H=lH+(置換指標) と書ける. ここで

$1_{H}$ は単位指標. 特に $1\neq h\in H$ に対し $\theta x(h)\neq 0$ . 一方, $\theta_{P\downarrow H}$ は射影 OH-加群が与える
通常指標となるので $\theta_{P}(h)=0$ となり, 矛盾が生じる.
さて Soc(\Omega X) $\cong S$ なので $\Omega X$ の入射包絡は $P$ であることがわかり, 特に rankoM $=$

rankoP が従う. 口

補題 9, 10 をまとめて

命題 (射影的でない) 自明なソースをもつ $\mathcal{O}G$-加群で終わる Auslander-Reiten列の中間
項は直既約である.

\S 2 無限表現型の群環

群環 $RG$ 上の直既約加群の同型類の個数が有限個のとき, $RG$ は有限表現型であるとい
う. 一方, 直既約加群の同型類が無限個あるときは無限表現型という. Heller-Reiner により
次が示された :

定理 [Heller-Reiner] p-群 $G$ が位数 $p^{3}$ 以上なら群環 $\mathcal{O}G$ は無限表現型である.

この節では, Auslander-Reiten の理論を使ってこの事実の別証明を与えたい.
$\Gamma(RG)$ で群環 $RG$ の Auslander-Reiten quiver を, $\Gamma_{s}(RG)$ で $RG$ の stable Auslander-

Reiten quiver を表すことにする. ところで Auslander-Reiten quiver $\Gamma(RG)$ とは, “ 点” の

集合としては直既約 $RG$-加群の同型類 $[M]$ を考えて, 直既約 $RG$-加群 $M,$ $N$ に対して $M$

から $N$ への既約写像が存在する時に $[M]arrow[N]$ のように “ 矢” を書くことによって得ら
れる付値有向グラフのことである. ( $f$ : $Marrow N$ が既約写像とは, 本質的な分解ができな
いときをいう. 即ち次の条件をみたすとき: $f$ は split-mono でも split-epi でもなく, もし

$f=hg$ と合或写像に分解されれば, $g$ が split-mono かまたは $h$ が split-epi である. ) 既
約写像と Auslander-Reiten 列との間には次のような密接な関係が知られている :

命題 $M,$ $N$ をともに射影的ではない直既約 $RG$-加群とするとき, 次は同値 ;
(1 ) $M$ から $N$ への既約写像が存在する :
(2) $M$ から始まる Auslander-Reiten 列の中間項の直和因子として $N$ が現れる :
(3) $N$ で終わる Auslander-Reiten列の中間項の直和因子として $M$ が現れる.

また stable Auslander-Reiten quiver $\Gamma_{s}(RG)$ とは, $\Gamma(RG)$ から射影的 (=入射的) RG-
加群に対応する点とそれらの点につながる矢を取り除いたグラフのことである. この stable
Auslander-Reiten quiver の連結或分 (以後 Auslander-Reiten component とよぶ) のグラフ
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としての形について, Riedtmann による structure theorem が知られている.

定理 [Riedtmann] $\mathrm{A}\mathrm{R}$-component $\Theta$ に対して, ある tree class $T$ と, translation quiver
$\mathrm{Z}T$ のある自己同型からなる admissible group $\Pi$ が定まって, \Theta \cong ZT/�となる.

群環の場合によく現われる tree class $A_{\infty}:-\cdots$ を例にしてみると, ZA。は
下の図のような形のグラフである :

.$\cdot$.

$\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$ $\nearrow$ $\backslash$

$\nearrow\backslash \tau^{2}N$ $\nearrow\backslash \tau N$ $\nearrow N$
$\backslash$

$\nearrow\tau^{-1}N$
$\backslash$

. ..
$\nearrow\backslash \tau^{2}M$ $\nearrow\backslash \tau M$

$\nearrow$

$M\backslash$ $\nearrow\backslash \tau^{-1}M$

$\tau^{2}L$ $\tau L$ $L$ $\tau^{-1}L$

また ZA。を自己同型群 $\Pi=\langle\tau^{n}\rangle$ で割ったものは階数 $n$ の tube とよぼれる.
Auslander-Reiten quiver とは大雑把に言うと, (既約写像は Auslander-Reiten 列に現れ

る写像であるので,) Auslander-Reiten 列を寄せ集めて張り合せたものである. ZA。では,
“ 網目 ” がそれぞれ Aulsander-Reiten列に相当してぃる. 上の図で $M$ に注目すると完全
列 $\mathrm{O}arrow\tau Marrow L\oplus\tau Narrow Marrow \mathrm{O}$ が Auslander-Reiten列であり, また $L$ に注目すると完
全列 $\mathrm{O}arrow\tau Larrow\tau Marrow Larrow \mathrm{O}$ が Auslander-Reiten列である. とくに, 直既約加群 $L$ が

Auslander-Reiten component の end(端) に位置することは, $L$ で終わる Aug市mder-Reiten

列の中間項の projecti� ffee part が直既約であることと同値である.

Auslander-Reiten translation $\tau$ に関して $\tau^{m}W\cong W(\exists m\in \mathrm{N})$ となる加群を \mbox{\boldmath $\tau$}-周期的な
加群という. $\tau$-周期的な直既約加群を含む Auslander-Reiten component の形状についての
次の結果は Happel-Preiser-Ringel による :

定理 [Happel-Preiser-Ringel] Auslander-Reiten component $\mathrm{e}$ が Auslander-Reiten
translation $\tau$ に関して周期的な直既約加群を含むとする. このとき,

(1 ) $\mathrm{e}$ が無限個の直既約加群を含めば, $\mathrm{e}$ は tube である.
(2) $\Theta$ が有限個の直既約加群からなれば (従って有限表現型ならば) $\Theta$ の tree class は

D四 kin である.

注意 Dynh.n diagrams は以下のようなグラフである :
$A_{n}$ : $\bullet-$ $\bullet-\bullet\cdots\bullet-\bullet$ , $B_{n}$ : $\bullet\Leftarrow\bullet-\bullet.$ . . $\bullet-\bullet$ , $C_{n}$ : $\bullet\Rightarrow\bullet-\bullet.$ . . $\bullet-\bullet$ ,

$D_{n}$ :
$\bullet-\mathrm{I}-\bullet-\bullet\cdots\bullet-\bullet$

’
$F_{4}$ : $\bullet-\bullet\Rightarrow\bullet-\bullet$

’
$G_{2}$ : $\bullet\Rightarrow\bullet$

’

$E_{6}$ : $\bullet-$ ・

$-[$
$-\bullet-\bullet\prime E_{7}$ : $\bullet-$

$\bullet-\iota-\bullet-\bullet-\bullet\prime E_{8}$
: $\bullet-$ ・

$-[$
$-\bullet-\bullet-\bullet-\bullet$
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よって, もし群環 $\mathcal{O}G$ が有限表現型なら, Happel-Preiser-Ringel の定理 (2) から,

Auslander-Reiten component の end に位置するような直既約加群からなる \mbox{\boldmath $\tau$}-軌道は高々

3 個である. 言い換えれぼ, もし Auslander-Reiten component の end&こ位置するような直

既約加群からなる $\tau$-軌道が 4 個以上存在することがいえれば, それは無限表現型であると

わかる.

今から Happel-Preiser-Ringel の定理を利用して, Heller-Reinerの定理の別証明をしよう.

r群 $G$ は巡回群かもしくは 4 元数形の 2群の場合だけを考えればよい: 実際, そうでなけれ

ば, 群環 $\mathcal{O}G$ は無限表現型 (例えば白明な加群 O。は $\Omega$-周期的ではない) となる. 従って, す

べての $\mathcal{O}G$-加群は $\Omega$-周期的である. 群環 $\mathcal{O}G$ において $\tau=\Omega$ なので Happel-Preiser-Ringel
の定理から Auslander-Reiten components は tube かもしくはその tree class 1よ Dynkin で

ある.
$H_{1},$ $H_{2}$ を $G$ の部分群で位数がそれぞれ乃 $p^{2}$ のものとする. \S 1 の命題から, $\mathcal{O}_{G},$ $\mathcal{O}_{H_{1}}\mathfrak{s}^{G}$ ,

$\mathcal{O}_{H_{2}}\uparrow^{G}$ は Auslander-Reiten component の end に位置し, (vertexが異なるので) 互 $\mathrm{A}\mathrm{a}$に異

なる $\tau$-軌道に属する. また [K4] から $\mathcal{O}G$ の radical $J(\mathcal{O}G)$ も Auslander-Reiten component
の end に位置している. ところで $J(\mathcal{O}G)/\pi J(\mathcal{O}G)\cong kc\oplus\Omega k_{G}$ であるが, 自明なソースを

持つ $\mathcal{O}G$-加群を $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \pi$ で reduction しても直既約なので, $J(\mathcal{O}G)$ は白明なソースを持つ加

群とは別の $\tau$-軌道に属することがわかる. これらのことから Auslander-Reiten component
の end に位置するような直既約加群からなる $\tau$-軌道が 4 個以上存在することがいえた. よっ

て上の注意から群環 $\mathcal{O}G$ は無限表現型とわかる.
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