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1 はじめに

待ち行列ネットワークに

窓口からネットワークに入

まで、ネットワーク内の窓 $|$

たはサービス完了時に、客
の窓 $\text{口}$ tこ移動する。 Tassiu
は、 待ち人数の少ない窓田

策が最適であることを示し

本論では客が移動する窓
態に依存して確率的に決め
策を考え、待ち行列ネット
て調べる。 ネットワークの

と窓口のサービス率をパラ

与えられる。 さらに、ネッ 1
ラメータの集合を用いて方

適ランダム経路制御方策を
最後に、ネットワークの

的な経路制御を行うジャク
え、 ランダム経路制御方策

調べる。

2 待ち行列ネッ $\mathrm{t}$

指数分布に従ってサービスを行い、サービスが完
了した客は窓口の部分集合 $S_{w}$ の窓口 $i\in S_{w}$ に移

\acute \supset いて考える。客はある 動する。 ただし、任意の窓 $\text{口}w$ から特定の窓口 $D$

り、特定の窓口から出る に移動する経路は必ず存在し、窓口 $w$ は FIFO基
$]$ を移動する。到着時ま 準に従ってサービスを行うとする。
f経路制御方策に従い次
$\downarrow \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{s}$ and Ephremides[2]
|’}こ移動する経路制御方

1
.た。
$!\backslash$口をネットワークの状 2
$)$るランダム経路制御方
ワークの安定性につい

|安定条件は客の到着率 $c$

メータに持つ不等式で
$C$

$\backslash$ ワークが安定となるパ

.策に順序を導入し、最
示す。 図 1: 待ち行列ネットワーク
状態とは無関係に確率
ソンネットワークを考

このとき、 客が次に移動する窓口を確率的に決の安定条件との関係を
めるランダム経路制御方策 $\pi$ を考える。 このラン
ダム経路制御方策 $\pi$ は各窓口の待ち人数に依存し
た経路決定確率で定義する。

4ワーク

本論で取り扱う待ち行列

化し、ネットワークの安定

2.1 待ち行列ネットワ

待ち行列ネットワークの

イプを $C$種類とする。タイ:
客は到着率 a。の定常ポアソ
ワークに到着する。 到着し
口の部分集合 S。の窓口か $\mathrm{f}$

.

特定の窓口 $D$ から出るまで

を移動する。 また、窓口 $w$

ネットワークをモデル 2.2 安定
性について考える。

待ち行列ネットワークの状態はネットワーク内の
それぞれの窓口にいる客の人数 $x=(x_{1}, \cdots, xw)$

$7$ーク で表す。 このとき、方策 $\pi$ のもとでネットワーク
$ff_{\text{、}}$印ま $W$個で、客のタ の状態を表す確率過程を $\{X_{\pi}(t) : t\geq 0\}$ とし、状

7 $c(c=1,2, \cdots, C)$ の 態空間を $\mathrm{X}\subset \mathrm{z}^{W}$ で表す。

’ン過程に従ってネット

た客は図 1 のように窓
$.\supset$ネットワークに入り、 定義 21 方策 $\pi$のもとで確率過程 $\{X_{\pi}(t) : t\geq 0\}$

Iネットワーク内の窓口 が定常分布を持っとき、待ち行列ネットヮークは
ではサービス率 $m_{w}$ の安定であるという。
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待ち行列ネットワークの到着率とサービス率を
ベク トル

$a=(a_{1}, \cdots, a_{C})$ , $m=(m_{\mathrm{A}}1, \cdots, m_{W})$

クの任意の窓口の集合 $S$ に対して、 $C_{s}$ を集合 $S$ に

到着する客の種類の集合、 $Q_{S}$ を $S$ から出て行く可

能性のある窓口の集合とすると、 この方策 $\pi_{0}$ の安

定領域 $\mathrm{C}_{\pi_{0}}$ は

で表す。 また、 実行可能なランダム経路制御方策
$\pi$ の集合を $\mathrm{H}$ とする。

方策 $\pi\in \mathrm{H}$ のもとで待ち行列ネットワークが安
定となるパラメータ $(a, m)$ の集合を方策 $\pi$ の安

定領域といい、 $\mathrm{C}_{\pi}$ で表す。 また、待ち行列ネット

ワークに対し

$\mathrm{C}=\bigcup_{\pi\in \mathrm{H}}\mathrm{C}_{n}$

をランダム経路制御方策の安定領域という。すな

わち、 パラメータ $(a, m)$ が $\mathrm{C}$ に属するとき、待

ち行列ネットワークが安定となるランダム経路制
御方策 $\pi\in \mathrm{H}$ が存在する。

定義 22 方策 $\pi_{1\text{、}}\pi_{2}\in \mathrm{H}$ に対し

$\mathrm{C}_{\pi_{1}}\supseteq \mathrm{C}_{\pi_{2}}$

$\mathrm{C}_{\pi_{0}}=\{(a, m) : \sum_{c\in C}.a\text{。}<\sum_{w\in Q}.m_{w}\}$

で与えられる。

3 ランダム経路制御方策

客が次に移動する窓口を確率的に決めるランダ
ム経路制御方策とその安定性について調べ、 ラン

ダム経路制御方策 $\pi$ の安定領域 $C_{\pi}$ を求める。

31 ランダム経路制御方策

次のような実行可能なランダム経路制御方策 $\pi=$

$\{p_{w}^{c}(x), p_{wi}(x)\}\in \mathrm{H}$ を考える。

ならば、方策 $\pi_{1}$ は $\pi_{2}$ より優れているといい、 $\pi_{1}[succeq]$

$\pi_{2}$ と表す。

Tassiulas and Ephremides[2] は確定的な経路制

御方策を考慮した待ち行列ネットワークに対して
順序 $[succeq]$ のもとで最適な経路制御方策が次の方策 $\pi_{0}$

であることを示した。 この方策 $\pi_{0}$ は客の経路制御

$R_{w}(x)=\{$
$\mathrm{D}$ , $D\in S_{w}$

$\arg\min:\epsilon s_{w}(x_{i})$ , そ。他

とサーバー制御

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)=\{$

0, $x_{w} \leq\min_{i\in S_{w}}(x_{i}),$ $D\not\in S_{w}$ ,
または $x_{w}=0$

$m_{w}$ , その他

で与えられる。すなわち、経路制御 $R_{w}(x)$ で、 窓

口 $w$ の客は次に移動できる窓口 $S_{w}$ の中でもつと

も待ち人数が少ない窓口 Hこ移動する。 ただし、窓

口の部分集合 $S_{w}$ に特定の窓口 $D$ が含まれるとき、

客は $D$ を通ってネットワークから出る。また、サー
バー制御 $F_{w}(x)$ で、 窓口の部分集合 $S_{w}$ でもつと

も少ない待ち人数より窓口 $w$ の待ち人数が多いと

きのみサーバーの最大能力でサービスを行う。
方策 $\pi_{0}$ は待ち行列ネットワークの状態によって

次に進む窓口が確定的に決定される。ネットワ–

1. タイプ $c$ の客が状態 $x\in \mathrm{X}$ の待ち行列ネット

ワークに到着したとき、 S。の窓口 $w$ からネッ

トワークに入る確率を $p_{w}^{c}(x)$ とする。ただし、

$p_{w}^{c}(x)=0(w\not\in S_{c})$ とする。

2. 窓口 $w$ でサービスを完了した客が窓口の集
合 $S_{w}$ の窓口 $i$ tこ移動する確率を $p_{w}:(x)$ と

する。 ただし、窓口 $w$ から移動しない確率を

pwヮ $(x)_{\backslash }p_{w}:(x)=0(i\not\in S_{w}\cup\{w\})$ とし、 $S_{w}$

が特定の窓口 $D$ を含むとき、客はネットワー

クから出るとする。

3. 任意の窓口 $w$ から特定の窓口 $D$ に移動する

経路が正の確率で存在する。

実行可能なランダム経路制御方策 $\pi$ $=$

$\{p_{w}^{c}(x),p_{wi}(x)\}$ のもとで確率過程 $\{X_{\pi}(t) : t\geq 0\}$

の推移率は

$q_{xy}=\{$

$\sum_{\underline{\rceil}c=}^{C}a_{c}p_{w}^{e}(x)$ , $y_{w}=x_{w}+1$ ,

$y_{i}=x_{i}(i\neq w)$ ,

$m_{w}p_{wi}(x)$ , yw=xヮ –1, $y_{i}=x:+1$ ,
$\mathrm{b}’j=x_{j}(j\neq i, w),$ $x_{w}\geq 1$
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と書ける。 また、 客の移動した時点に注目した離
散時間のマルコフ連鎖 $\{\mathrm{Y}_{\pi}(t):t=0,1, \cdots\}$ の推

移確率は

$P( \mathrm{Y}_{\pi}(t)=y|\mathrm{Y}_{T}(t-1)=x)=\frac{q_{xy}}{q_{X}}$

となる。 ただし、 $q_{x}= \sum,\in \mathrm{X},’\neq \mathrm{t}y$ &する。

3.2 ネットワークの安定

ランダム経路制御方策のもとで、ネットワークの
安定条件を客の到着率と窓 $\text{口}$ のサービス率のパラ

メータを含む不等式で表すことができる。初めに、
方策 $\pi$のもとでマルコフ連鎖 $\{\mathrm{Y}_{\pi}\mathrm{r}_{\text{、}}t) : t=0,1, \cdots\}$

の状態空間 $\mathrm{X}$ を分類する。

補題 31 方策 $\pi\in \mathrm{H}$ のもとで部分空間 $\mathrm{R}=\{x\in$

$\mathrm{X}:x$は状態 0から推移できる状態} はマルコフ連
鎖 $\{\mathrm{Y}_{\pi}(t) : t=0,1, \cdots\}$ の唯一の同値類である。
また、差集合 $\mathrm{X}-\mathrm{R}$ は一時的である。

[証明] 方策 $\pi$ のもとで $u_{w}$ を窓口 $w$ から $D$ まで

の最小移動回数とする。 このとき、 $U(x)$ はネット
ワークのすべての客がネットワークから出るまで

の最小サービス回数

$U(x)= \sum_{w=1}^{W}u_{w}x_{w}$

とする。 また、客がいる窓口で $u_{w}$ が最小となる窓
口を

$d= \mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}.\min_{w\cdot x.>0}(u_{w})$

とおく。 このとき、 ある状態 $x$ で $U(x)>0$ なら、

正の確率で

$U(x)-U(y)=1$

となる $x$ から $y$ の変化が起こる。 なぜならば

1. $u_{d}=1$ のとき

方策 $\pi$ により、客は $d$ から $D$ を通りネット

ワークの外に出るので、窓 $\text{口}d$ でサービスが

完了すると

$y_{d}=x_{d}-1$ , $y=X$: , $i\neq d$

となる。 よって、 $U(x)$ の定義より

$U(x)-U(y)=1$

を得る。

2. $u_{d}>1$ のとき

$u_{d}$ は

$u_{d}=1+-\epsilon\dot{\mathrm{m}}\mathrm{n}(u_{j})s_{\delta}$

と表わすことができる。 $u_{d}$ と $d$ の定義より

$x\iota=0’$. $u\iota=u_{d}-1$

となるような $S_{d}$ の窓口 $l$ がある。 よって、客
が新たに到着せす、窓口 $d$ 以外の窓 $\text{口}$ でサー

ビスが完了しないとき、 窓口 $d$ でサービスが

完了した客を窓 $\text{口}l$ に移動した状態を $y$ とす
ると

$U(x)-U(y)=1$

を得る。

したがって、状態 ae は $U(y)=0$ の状態 $y$ tこ正の

確率で推移することができる。関数 $U(ae)$ は $ae\neq 0$

ならば $U(x)>0$ となるので $U(y)=0$ となる $y$ は

0 に限る。よって、すべての状態 $ae\in \mathrm{X}$ は正の確率
で状態 0 に移動することができる。部分空間 $\mathrm{R}$ は

状態 ae から 0に推移することができる状態の集合で
あるから $\mathrm{R}$ はマノレコフ連鎖 $\{\mathrm{Y}_{\pi}(t):t=0,1, \cdots\}$

の同値類となる。 また、 $\mathrm{R}$ 以外の状態は正の確率
で状態 0 に移動できるから一時的となる。

定理 31 方策 $\pi\in \mathrm{H}$ のもとで到着率とサービ
ス率のパラメータ $(a, m)$ が不等式

$\sum_{\mathrm{c}=1}^{c}$ a。pew(ae)+j\Sigma W$=1m_{j}p_{jw}(ae)-m_{w}<0$
,

$1\leq w\leq W,$ $ae\in \mathrm{R}$ (1)

を満たすならば、待ち行列ネットワークは安定と
なる。

[証明] 状態空間 $\mathrm{X}$ 上の関数を

$V(x)= \sum_{w=1}^{W}(x_{w})^{2}$

とする。 マノレコフ連鎖 $\{\mathrm{Y}_{\pi}(t) : t=0,1, \cdots\}$ の推

移確率 $q_{xy}/q_{l}$ が正のとき、すなわち、ネットワー
クに客の到着かサービスが完了したとき状態 ae か
ら状態 $y$ に推移する。 このとき、 $x$ と $y$ の要素は

高々2 つ異なり、 その要素の差は 1 であるから

$V(y)\leq 3V(x)$ 十 $W<\propto$ , $x\in \mathrm{X}$
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$\mathrm{g}\prime_{Xo_{0}}\ddagger’\supset \mathrm{C}\vee$
$*\backslash \nearrow\backslash \vdash U-th$

$\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}V(y)$ $\leq$ $\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}(3V(oe)+W_{\grave{J}}$

からの客の到着

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$ $y\in \mathrm{X}:y\neq x$

$=$ $\frac{1}{q_{x}}(3V(x)+W)\sum_{y\in \mathrm{X},y\neq x}q_{xy}$

$=$ $3V(x)+W$

を得る。 $V_{b}=\{x : x\in \mathrm{X}, V(x)\leq b\}$ [こよって定

義される集合 $V_{b}$ はすべての $b$ に対して要素の数が
有限となる。 したがって、補題 3.1 とフォスターの
定理 (Cohen[l]‘ $p59$ 参照) より任意の $\epsilon>0$ に対

して

$- \epsilon\geq\sum_{y\in \mathrm{X}.y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}(V(y)-V(x))$
, $x\not\in V_{b}$ (2)

ならばマルコフ連鎖 $\mathrm{f}_{\iota}\mathrm{Y}_{r}.(t)$ : $t=0,1,$ $\cdots$ } は定常
分布をもつ。 よって、 (1) よりこのフオスターの基
準を満たすことを示せば待ち行列ネットワークは

安定となる。 フォスターの基準は任意の $x\not\in V_{b}$ に

対して

$\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}(V(y)-V(x))$

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$

$=$ $\sum_{y\in \mathrm{X}\cdot y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}(\sum_{w=1}^{W}(y_{ui})^{2}-\sum_{w=1}^{W}(x_{w})^{2})$

$=$ $\sum_{y\in \mathrm{X}\cdot y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}\sum_{w=1}^{W}[2x_{w}(y_{w}-x_{w})$

$+(y_{w}-x_{w})^{2}]$

$=$ $\sum_{y\in \mathrm{X}.y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}\sum_{w=1}^{W}2x_{w}(y_{w}-x_{w})$

$+ \sum_{y\in \mathrm{X}\cdot y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}\sum_{w=1}^{W}(y_{w}-x_{w})^{2}$ (3)

と書ける。 $q_{xy}>0$ のとき図 2 のように状態 $x$ か

ら $y$ への推移は客の到着かサービスが完了したと
きで、 各要素 $x_{w},$ $w=1,2,$ $\cdots,$

$W$ の差は高々 1 で
ある。 よって、 (3) の第 2 項は

$\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}},.\sum_{v\wedge=\backslash 1}^{\gamma}(y$

ヮ
$-x_{w})^{2}\leq 2$ $\backslash (4)$

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$

となる。 (3) の第 1 項は

$\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}\sum_{w=1}^{W}2x_{w}(y_{w}-x_{w})$

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$

窓口 $j$ からの到着

図 2: 窓口 $w$ の状態変化

$=$
$\frac{2}{q_{x}}\sum W$ $\sum$ $q_{xy}x_{ui}(y_{w}-x_{w})$

$w=1y\in \mathrm{X}:y\neq x$

$=$ $\frac{2}{q_{x}}.\sum_{\wedge}^{W}x_{w}(\sum_{ew=^{\tau}=1}^{C}a_{c}p_{w}^{e}(ae)-m_{w}$

$\neq.\sum_{j=1}^{V\prime}m_{j}p_{jw}(x))$

となる。 ここで、 $k$ を

$k= \max_{w}${ $\sum_{c=1}^{C}a_{c}p_{w}^{c}(x)+\sum_{j=1}^{W}$ mjpjw $(x)-m_{w}$ }

とおくと、 (1) より $k$ は負となる。 よって

$\sum_{y\in \mathrm{X}\cdot y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}.\sum_{w=1}^{W}2x_{w}(y_{w}-x_{w})\leq\overline{q_{x}}\underline{.)}kx_{\mathrm{A}\mathrm{f}}$

となる。 ただし $x_{M}= \sum_{w=1}^{W}x_{w}$ とする。 $x\not\in V_{b}$

のとき $V(x)>b$ であるから

$x_{M}>\sqrt{b}$

となる。 また、 $k<0$ より

$\sum_{y\in \mathrm{X}.y\neq x}.\frac{q_{xy}}{q_{x}}\sum_{w=1}^{W}2x_{w}(y_{w}-x_{w})<\frac{2}{d}k\sqrt{b}$ (5)

ただし、 $d$ は $d= \sup_{x\not\in V_{b}}q_{x}>0$ とする。 (4) と

(5) より (3) は

$\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}(V(y)-V(x))\leq 2+\frac{2}{d}k\sqrt{b}$

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$

と書ける。ゆえに、十分大きい $b$ を選ぶことによって

$-\epsilon\geq$ $\sum$ $\frac{q_{xy}}{q_{x}}(V(y)-V(x))$ , $x\not\in V_{b}$

$y\in \mathrm{X}:y\neq x$

を得る。
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定理 32 方策 $\tilde{l1}\in \mathrm{H}$ のもとで待ち行列ネットワー

クが安定ならば、到着率とサービス率のパラメー

タ $(a, m)$ が不等式 (1) を満たす。

[証明] ネットワークの任意の窓 $\text{口}$ を $w$ とする。
$r_{a}^{w}(x, \pi)$ を窓口 $w$ への到着率、 $r_{d}^{w}(x, \pi)$ を窓口 $w$

の出発率とする。 また、それぞれの平均を $r_{a}^{w_{\text{、}}}r_{d}^{w}$

とする。 ランダム経路制御方策 $\pi$ のもとで窓口 $w$

への到着は外部からの到着と他の窓 $\text{口}$ でサービス

が完了したときに限られるから

$\sum_{c=1}^{c}$ a。pwc $(x)+ \sum_{j=1}^{W}m_{j}p_{jw}(x)=r_{a}^{w}($ ae, $\pi)$

となる。 同様に窓口 $w$ の出発率はサービス率 $m_{w}$

以下であるから

$r_{d}^{w}.(x, \pi)\leq m_{w}$

となる。 仮定よりネットワークは安定であるから

方策 $r$‘に対し、唯一の定常分布 $\{p_{x}^{\pi}, x\in \mathrm{X}\}$ が存

在し

$\sum_{x\in \mathrm{X}}p_{x}^{\pi}\{\sum_{c=1}^{C}a_{c}p_{w}^{e} (ae) + \sum_{j=\mathrm{i}}^{W}m_{j}p_{jw}(x)\}$

$=$ $\sum p_{x}^{\pi}r_{a}^{w}(x, \pi)$

$x\in \mathrm{X}$

$=$ $r_{a}^{w}$

$r_{d}^{w}.= \sum_{x\in X}p_{x}^{\pi}r_{d}^{w}(x, \pi)\leq\sum_{x\in X}p_{x}^{\pi}m=m_{w}$

と畜ける。 また、安定であるから平均到着率と平
均出発率は等しいから

$r_{a}^{w}=r_{d}^{w}$

となる。 したがって

$\sum_{x\in \mathrm{X}}p_{x}^{\pi}\{\sum_{c=1}^{C}a_{e}p_{w}^{e}(ae) + \sum_{j=1}^{W}m_{j}p_{jw}(x)\}$

$=$ $\sum p_{x}^{\pi}r_{d}^{w}(x, \pi)$

$x\in \mathrm{X}$

$\leq$ mヮ

が成り立つ。 ここで、等号が成り立つのは定常分
布の $p_{x}^{\pi}$ が正である $x\in \mathrm{X}$ に対して

$r_{d}^{w}($ae, $\pi)=m_{w}$

でなければならない。 $x=0$ のとき、補題 3.1 よ

り $p_{0}^{\pi}>0$ となるが、すべての窓口に客はいないの
で窓口 $w$ の出発率は

$r_{d}^{w}(x, \pi)=0$

となり

$r_{d}^{w}(x, \pi)=m_{w}$

に矛盾する。 よって、 定理は証明された。

注 31 定理 $S.l$ と定理 $S.\mathit{2}$で方策 $\pi$ のもとでの

待ち行列ネットワークが安定となる必要十分条件
を得た。 これより方策 $\pi\in \mathrm{H}$ の安定領域は

$\mathrm{C}_{\pi}=\{(a, m))$ : $\sum_{e=1}^{C}a_{e}p_{w}^{e}(x)$

$+ \sum_{j=1}^{W}m_{j}p_{jw}(x)-m_{w}<0$ ,

$x\in \mathrm{R},$ $w=1,2,$ $\cdots,$ $W\}$

となる。

次に、 ランダム経路制御方策 $\pi$ と確定的経路制

御方策 $\pi_{0}$ の順序関係を調べ、最適経路制御方策を
示す。

系 31 任意の方策 $\pi\in \mathrm{H}$ に対して $\pi_{0}[succeq]\pi$ となる。

[証明] ランダム経路制御方策 $\pi$ のもとで待ち行

列ネットワークの安定条件は

$\sum_{e=1}^{c}$ a。p:(x)+j\Sigma W$=1m_{j}p_{jw}(x)-m_{w}<0$

である。 今、 窓口 $w$ をネットワークの状態 $x_{w}$ の

値により昇順に並ひ換え、 同じ $w$ で表し、適当な
$l$ に対して $S=\{w:w\geq l\}$ とおく。 このとき、確

定的経路制御方策 $\pi_{0}$ を用いると

$0> \sum_{w\in S}\sum_{e=1}^{C}a_{e}p_{w}^{e}$ (ae) $+$ $\sum_{w\in S}\sum_{\mathrm{j}=1}^{W}m_{j}p_{\mathrm{j}w}(x)$

-

$\sum_{w\in S}m_{w}$

となる。 客は待ち人数の少ない窓口に向かうので
右辺の第 2項は

$\sum\sum m_{j}p_{jw}$ (ae)
$W$

$w\in Sj=1$
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$=$ $\sum_{w\in S}\sum_{j=1}^{\omega}.m_{j}p_{jw}(x)+\sum_{w\in Sj}\sum_{=w_{\mathrm{T}^{\mathfrak{l}\underline{\rceil}}}}^{W}m_{j}p_{jw\prime}(x)$

$=$ $\sum_{w\in Sj}\sum_{=w+1}^{W}m_{j}p_{jw}(x)$

と書ける。 よって

0 $>$ $\sum_{w\in S}\sum_{e=1}^{C}a_{c}p_{\check{w}}$

.
$(x) \mathrm{T}^{1}\sum_{w\in Sj}\sum_{=w+1}^{W}m_{j}p_{jw}(x)$

-

$\sum_{w\in S}m_{w}$

$=$
$\sum_{e\in C_{\Xi}}a_{c}+\sum_{w\in Sj\in}.\sum_{S\cdot S_{j}\subset S}m_{j}p_{jw}(x)$

$+ \sum_{w\in Sj}\sum_{\in Qs}m_{j}p_{jw}(x)-\sum_{w\in S}$
mヮ

$=$
$\sum_{e\in C_{\mathrm{S}}}a_{c}+.\sum_{j\in S.S_{\mathrm{j}}\subset S}m_{j}$

$+ \sum_{w\in Sj}\sum_{\in Q_{S}}m_{j}p_{jw}(x)-\sum_{w\in S}m_{w}$

$\geq$

$\sum_{c\in C_{\mathrm{S}}}a_{c}-\sum_{w\in Q_{S}}m_{w}$

となり確定的経路制御方策 $\pi_{0}$ の安定条件が成立す

る。 状態 $x_{w}$ の値による窓口 $w$ の並ひ換えを行っ

たが状態 $x$ が任意であることから

$\mathrm{c}_{r_{\text{。}}}.\supseteq \mathrm{C}_{\pi}$

となり、 $\pi 0[succeq]\pi$ を得る。

注 32 系 31 より方策 $\tau\prime \mathrm{c}$ はランダム経路制御方

策 $\pi$ より優れた方策といえる。 よって、 どんなラ

ンダム経路制御方策を用いても、一番待ち人数の

少ないところに確定的に客を移動する方策が順序
$[succeq]$ のもとで最適な経路制御方策となる。

4 ジャクソンネットワーク

前節でランダム経路制御を行う方策 $\pi$ の安定条

件を求めた。 ここではネットワークの状態と無関

係に移動する窓口を確率的に決めるジャクソンネッ
トワークの安定条件とランダム経路制御方策との
関係を調べる。

補題 4.1 ジャクソンネットワークのランダム経路
制御方策のもとで、 次の方程式

$z_{w}= \sum_{c=1}^{C}a_{c}p_{w}^{c}\mp^{1}\sum_{j=1}^{W}z_{jPjw}$ , $[]\leq w\leq W$ (6)

を満たす $z_{w}<m_{w}$ が存在するとき、 ジャクソン

ネットワークは安定となる。

待ち行列ネットワークが安定ならば定常確率
$\{.v_{x}^{\pi}, x\in \mathrm{X}\}$ が存在する。 今

$p_{w}^{c}$ $=$ $\sum p_{w}^{c}(x)p_{x}^{\pi}$

$x\in \mathrm{X}$

$p_{wi}$ $=$ $\sum p_{w\dot{\iota}}(x)p_{x}^{\pi}$

$x\in \mathrm{X}$

とおくとランダム経路制御方策 $\pi$ の安定条件 (1) は

$\sum_{c=1}^{C}a_{c}p_{w}^{c}+\sum_{j=1}^{W}m_{j}p_{jw}-m_{w}<0$ (7)

と書ける。簡単のために (6) (7) を行列を用いて

$P=(\begin{array}{llll}p_{11} p_{12} \cdots p_{1W}p_{21} \mathrm{p}_{22} \cdots p2Wp_{W1}\cdots p_{W2}\cdots \cdots\cdots p_{WW}\cdots\end{array})$

$\gamma=(\begin{array}{ll}\sum_{c} a_{c}p_{1}^{e}\sum_{e} a_{\mathrm{c}}p_{2}^{c}\sum_{\mathrm{c}}\cdots a_{\mathrm{c}}\cdots p_{W}^{c}\end{array})$

$z=(\begin{array}{l}z_{1}z_{2}z_{W}\cdots\end{array})$ , $m=(\begin{array}{l}m]\wedge m_{2}m_{W}\cdots\end{array})$

とおくと、 (6) (7) はそれぞれ

$\gamma+P^{t}z$ $=$ $z$ $(z<m)$ (8)

$\gamma+P^{t}m$ $<$ $m$ (9)

と書き換えることができる。

定理 41(9) が成り立つならば (8) を満たす $z<$

$m$ が存在する。

[証明] 数列 $\{\alpha_{n}\}$ を

$\alpha_{1}$ $=$ $\gamma+P^{t}m$

$\alpha_{n+1}$ $=$ $\gamma+P^{t}\alpha_{n}$ , $n=1,2,$ $\cdots$
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とおく。 (9) より $\alpha_{1}<m$ となり、 $P$ が非負行列
であるから

理より双対問題も実行可能解 $y$ が存在する。 双対
問題の制約条件は

$\alpha_{2}=\gamma+P^{t}\alpha_{1}\leq\gamma+P^{t}m=\alpha_{-}$’

を得る。 同様にして

$\alpha_{n*1}\leq\alpha_{n}$

となり $\alpha_{n}$ は単調減少列で $m>\alpha_{n}\geq\gamma$ となる。
よって、 $\{\alpha_{n}\}$ の極限が存在し、極限値を

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=z$

とおく。 したがって

$\gamma+P‘ z=z$

となる $z<m$ が存在する。

定理 42 ジャクソンネットワークの安定条件 (8)
を満たす $z$ が存在するならば (9) が成り立っ。

[証明] 次の線形計画問題を考える。

・主問題

目的関数

0 $\cdot x_{7,\wedge}[perp]_{\mathrm{I}}(m-z)\cdot x_{2}$ 一最小化

制約条件

( $P-\lambda E$ $E$ ) $(\begin{array}{l}x_{1}x_{2}\end{array})\geq\gamma$

ただし、 $ae_{1},$ $x_{2}\geq 0_{\backslash }\lambda$ は $P$ の最大固有値と
する。

・双対問題

目的関数

$\gamma$ .y\rightarrow 最大化

制約条件

$(P^{t} -E \lambda E)y\leq(\begin{array}{l}0[] n-z\end{array})$

ただし、 $y\geq 0$ とする。
ここで、 $P$ が非負行列であるから $x_{1}$ を $\lambda$ の固

有ベクトル、 $x_{2}=\gamma$ とすると主問題の最適解とな
り、最適値が $(m-z)\cdot\gamma$ となる。 よって、双対定

$P^{t}y-\lambda y$ $\leq$ 0
$y$ $\leq$ $m-z$

と書ける。 最大固有値 $\lambda$ は確率行列の性質 (岩堀
[3]. $p95$ 参照) より $\lambda<1$ であるから

$P^{t}y\leq\lambda y<y$

と書ける。 したがって、 (8) より

$\gamma+P^{t}(y+z)$ $=$ $\gamma+P^{t}y+P^{t}z$

$=$ $P^{t}y+z$

$\leq$ $y+z$

を得る。 また、 双対定理より双対問題の最適解が

$y=m-z$ となる。 よって

$\gamma$ 十 $P^{t}m<m$

を得る。

5 おわりに

本論で、 ランダム経路制御方策 $\pi\in \mathrm{H}$ のもとで

ネットワークの安定条件を客の到着率と窓口のサー
ビス率のパラメータを含む不等式で表し、方策 $\pi$

の安定領域 $\mathrm{C}_{\pi}$ を示した。 方策 $\pi$ の安定条件を満
たすパラメータは方策 $\pi_{0}$ の安定条件を満たし、確
定的経路制御を行う方策 $\pi_{0}$ が最適経路制御方策と
なる。また、方策 $\pi$ の安定条件からジャクソンネッ
トワークの安定条件が得られる。
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