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1 導入

ALasota, M.C.Mackey, M.Waiewska-Czyzewska の文献 [4] や M.C.Mackey, P.D\"ormer
の文献 [5] では, 生物学的見地から次の微分方程式が扱われてぃる.

$\frac{\partial u}{\partial t}=c(x)\frac{\partial u}{\partial x}+g(x, u)$

特に Lasota, Mackey の文献 [3] では $c(x)=-x,$ $g(x, u)= \frac{1}{2}u$ のときの微分方程式に対応
する, exact, continuous time, semidynamical system の構築法を紹介している. ここでは
Lasota, Mackey の場合を拡張した $c(x)=\gamma x$ , $g(x, u)=h(x)u(\gamma\in \mathbb{R}, h\in C([0,1], \mathbb{C}))$

の場合, すなわち

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

の実数の区間 $I$ 上のある関数空間 $X$ における初期値問題を考える. この解の表現形式を
用 $\mathrm{A}\mathrm{a},$ $X$ 上の有界線形作用素からなる $C_{0}$-半群 $\{T_{t}\}_{t>0}$ を定義する. ここでの目的は, 文献
[1] のW. Desch, W. Schappacher, G. F. Webb らの結果を応用し, その半群が chaotic であ
るための十分条件を与えることである. ここでの chaotic の定義は半群に対しての定義で
あるが, 一般に知られる “ topologically transitive でがっ周期点の集合が稠密である ” とい
うカオスの定義と同等である. 半群に対して hypercyclic であるというのは topologically
transitive と同等であることが [1] で示されてぃる. hypercyclic の定義を拡張したものに
supercyclic があるが, それに関する研究を以前この研究会で発表した [6]. 半群に対する
hypercyclic 性に関する論文は相当出されてぃるが, chaotic 性を論じてぃる文献はかなり
少なく, いまのところ [1] しか見当たらない. そこでカオス的半群を解の表現形式として
もつ微分方程式の特徴を調べるため, 最終的には最初に述べた exact と chaotic の関係も
調べていきたいので, 先の微分方程式に関して調べ, どのような条件が $\prime f\dot{fl}$分方程式にあれ
ばカオス的半群になるかを求めた. exact と chaotic の関係までにつぃては現在検討中で
ある. ここで扱う最初の場合の微分方程式は, Schappacher らの定理を用いて結果を得る
ために, 特殊な場合になっているが, Lasota, Mackey の場合を含むものでもある為, exact
と chaotic の関係を研究する際に意味のあるものである.
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2 $C(I, \mathbb{C})$ 上のカオス的半群

Banach 空間 $X$ 上の強連続半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ が hypercyclic であるとはある $x\in X$ が存在し,
集合 $\{T_{t}x|t\geq 0\}$ が $X$ で稠密である c\leftarrow とである. さら (こ半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ が chaotic である
とは $\{T_{t}\}_{t>0}$ が hypercyclic でかつ周期点の集合 $X_{\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}}=\{x\in X|\exists t>\mathrm{O}s.t. T_{t}x=x\}$

が $X$ で稠密であることである. 半群が chaotic になるための十分条件として次の定理が
ある.

Theorem A[1]. Let $X$ be $a$ separable Banach space and let $A$ be the 生成作用素 of
a strongly continuous semigroup $\{T_{t}\}_{t>0}$ on X. Let $U$ be an open subset of the point
spectrum of $A$ , which intersects the imaginary axis, and for each $\lambda\in U$ let $x_{\lambda}$ be $a$

nonzero eigenvector, $i.e$ . $Ax_{\lambda}=\lambda x_{\lambda}$ . For each $\phi\in X^{*}$ we define a function $F_{\phi}$ : $Uarrow \mathbb{C}$

by $F_{\phi}(\lambda)=\langle\phi, x_{\lambda}\rangle$ . Assume that for each $\phi\in X^{*}$ the function $F_{\phi}$ is analytic and that $F_{\phi}$

does not vanish identically on $U$ unless $\phi=0$ . Then $\{T_{t}\}_{t>0}$ is chaotic.

この定理を次の偏微分方程式に応用する. 空間を $X_{1}=\{f\in C([0,1], \mathbb{C})|f(0)=0\}$ と
し, 次の偏微分方程式の初期値問題を考える :

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x_{\partial}\partial$

可 $h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$
(2.1)

ただし $\gamma<0,$ $h\in C([0,1], \mathbb{C}),$ $f\in X_{1}$ とする. (2.1) の古典解である $\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}$

$f(e^{\gamma t}x)$ という表現形式を用 $\mathrm{A}\mathrm{a},$ $X_{1}$ 上の有界線形作用素 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ を次の様に定義する:

$T_{t}f(x)= \exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}f(e^{\gamma t}x)$ for $f\in X_{1}$ .

$\gamma\neq 0$ の場合 {こ興味があり, また $\gamma>0$ なら $x\in(e^{-\gamma t}, 1]$ &こ対し $e^{\gamma t}x\not\in[0,1]$ となるので
$\gamma<0$ と仮定した. $T_{t_{1}+t_{2}}f(x)= \exp\{\int_{0}^{t_{1}+t_{2}}h(e^{\gamma(t_{1}+t_{2}-s)}x)ds\}f(e^{\gamma(t_{1}+t_{2})}x)=T_{t_{1}}\cdot T_{t_{2}}f(x)$

と $T_{0}f(x)=f(x)$ がすべての $f\in X_{1}$ に対して成り立つので, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は半群であることが
わかる. さらに半群 $\{T_{t}\}_{t>0}$ は $X_{1}$ 上の $C_{0}$-半群になる. 連続性の証明は次の定理の証明
中で示す. $X_{1}$ 上の $C_{0}$-半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ の生成作用素 $A:D(A)\subseteq X_{1}arrow X_{1}$ は

A$f= \lim_{t\downarrow 0}\frac{T_{t}f-f}{t}$

で与えられ, 領域

$D(A)= \{f\in X_{1}|\lim_{t\downarrow 0}\frac{T_{t}f-f}{t}$ exists. $\}$

に属するすべての $f$ に対して定義される. ここで $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ をこの偏微分方程式に対する
solution semigroup と呼ぶこと [こする. この solution se面 group を Theorem AIこ応用し,

solution semigroup が chaotic になるための十分条件を得た.
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Theorem 1. $X$, を空間 { $f\in C$([0, 月, $\mathbb{C}$ ) $|f(0)\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ } とする. 次の偏微分方程式の初期
値問題を考える $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$
(2.2)

ただし $\gamma<0,$ $h\in C([0,1], \mathbb{C}),$ $f\in X_{1}$ とする. このときこの偏微分方程式に対する

solution semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}(T_{t}f\cdot(x)=\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}f(e^{\gamma t}x))$ は, $X_{1}$ 上の Q-半
群になる.
さら [こもし $\min\{\Re(h(x))| x\in[0,1]\}>0$ を満たすならば, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は chaoticである.

Proof. $a= \sup_{0\leq x\leq 1}|h(x)|$ とおく. $f\in X_{1}$ [こ対し,

$||T_{t}f-f||$ $=$ $\sup|e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-\cdot)}x)ds}f(e^{\gamma t}x)-f(x)|$

$\leq$

$|e^{at}-1| \sup_{0\leq x\leq 1}|f(e^{\gamma t}x)|+\sup_{0\leq x\leq 1}|f(e^{\gamma t}x)-f(x)|$

$=$
$|e^{at}-1|||f||+ \sup_{0\leq x\leq 1}|f(e^{\gamma t}x)-f(x)|$

を得, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ の強連続性が示せた.

次 [ニ, もし $\min\{\Re(h(x))|x\in[0,1]\}>0$ ならば, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は chaotic であることを示
す. Theorem A のすべての仮定が成り立つことを示すため, 次をチェックする:
(i) $X_{1}$ [ま separable Banach space
(ii) 生成作用素 $A$ の point spectrum に含まれ, かつ虚軸と交わる開集合 $U$ の存在
(iii) $\lambda\in U$ に対し, $f_{\lambda}(x)= \exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h}{s}\Omega^{s}ds)$ とおき, 各 $\phi\in X_{1}^{*}$ に対し関数 $F_{\phi}:Uarrow \mathbb{C}$ :
$F_{\phi}(\lambda)=\langle\phi, f_{\lambda}\rangle$ を定義する. このとき各 $\phi\in X_{1}^{*}$ に対し, 関数 $F_{\phi}$ は $U$ 上解析的である.
(iv) $U$ 上で $F_{\phi}=0$ ならば $\phi=0$ が成り立つ.

(i) $X_{1}$ が separable Banach space になることはWeierstrass の近似定理により明らか.
(\"u) $A:D(A)\subseteq X_{1}arrow X_{1}$ を $C_{0}$-半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ の生成作用素とする.

$D_{1}=\{f\in X_{1}\cap C^{1}((0,1],$ $\mathbb{C})|\lim_{xarrow 0}xf’(x)=0\}$ .

とおく. このとき $D_{1}=D(A)$ が成り立つことを示す. $f\in D(A)$ に対し, $Af$ は $X_{1}$ に属し,
$f$ は $(0,1)$ 上微分可能である. standard argument Iこより, $Af(x)=h(x)f(x)+\gamma xf’(x)$ が

$x\in(0$ , 月に対して成立する. よって $\lim_{xarrow 0}xf’(x)=0$が成り立ち, これから $D(A)\subset D_{1}$

が示せる.
逆 [ニ, $f\in D_{1}$ とすると, $hf+\gamma xf’\in X_{1}$ である. よって任意の $\epsilon>0$ [こ対し, ある

$\delta_{1}(1>\delta_{1}>0)$ が存在して $|h(x)f(x)+\gamma xf’(x)|<\epsilon$ がすべての $x\in[0, \delta_{1}]$ に対して成り
立ち, かつ, $|x-x’|<\delta_{1}$ となるすべての $x,$ $x’\in[0,1]$ tこ対し $|xf’(x)-x’f’(x’)|<\epsilon$ と

$|f(x)-f(x’)|<\epsilon$ が成り立つ. $h$ は連続なので, ある $\delta_{2}>0$が存在してすべての $0\leq s<\delta_{2}$
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と $x\in[0,1]$ &こ対し $|h(e^{\gamma s}x)-h(x)|<\epsilon$ を満たす. よって, $\delta_{3}=$ 面 $\mathrm{n}$ $\{\delta_{2},$ $\frac{1}{||h||_{\infty}},$ $\frac{\epsilon}{2||h||_{\infty}^{2}}\}$ と

すると, $0\leq t<\delta_{3}$ (こ対し

$| \frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds}-1}{t}-h(x)|$ $<$ $| \frac{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds}{t}-h(x)|+\frac{t}{2}||h||_{\infty}^{2}e^{t||h||_{\infty}}$

$<$ $\epsilon+2t||h||_{\infty}^{2}<2\epsilon$

を得る. また, $0<t< \min\{\frac{1}{\gamma}\log(1-\delta_{1}), \delta_{3}\}$ {こ対し, $0\leq x-e^{\gamma t}x<\delta_{1}$ と $f(e^{\gamma t}x)-f(x)=$

$\int_{0}^{t}\gamma e^{\gamma s}xf’(e^{\gamma s}x)ds$ を用い,

$| \frac{T_{t}f(x)-f(x)}{t}-(\gamma xf’(x)+h(x)f(x))|$

く $| \frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds}-1}{t}f(e^{\gamma t}x)-h(x)f(x)|+\frac{1}{t}\int_{0}^{t}|\gamma e^{\gamma s}xf’(e^{\gamma s}x)-\gamma xf’(x)|ds$

$\leq$ $(2||f||_{\infty}+||h||_{\infty}+\gamma)\epsilon$ ,

を得, これは $D_{1}\subset D(A)$ を示す. よって $D(A)=D_{1}$ である.

$\alpha=\min\{\Re(h(x))|x\in[0,1]\}$ とおき,

$U=\{\lambda\in \mathbb{C}|\Re(\lambda)<\alpha\}$

とおく. $\alpha>0$ を仮定しているので, 集合 $U$ は虚軸に交わる. $\lambda\in U$ に対し, $f_{\lambda}(x)=$

$\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{xs}^{1\underline{\lambda-}[perp]}hs[perp] ds)$ は $[0,1]$ 上連続である. $f_{\lambda}(x)$ が $D_{1}=D(A)$ に属し, $Af_{\lambda}=\lambda f_{\lambda}$ を満

たすことをチェックするのは容易である. よって $U$ は $A$ の point spectrum に含まれる開
集合である.

(iii) $\lambda\in U$ とする. $|p|$ が十分小さい $p\neq 0$ に対し $v_{p,\lambda}(x)= \frac{f_{\lambda+p}(x)-f_{\lambda}(x)}{p}$ とおき,

$x\in$ $(0, 1]$ tこ対して $g_{\lambda}(x)= \mathrm{g}\underline{x}\exp(\underline{\mathrm{l}\mathrm{o}}-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\gamma\frac{\lambda-h}{s}\mathrm{L}^{\mathrm{S}})ds),$ $g_{\lambda}(0)=0$ とする. $\lim_{xarrow 0}g_{\lambda}(x)=0$

であるので, $g_{\lambda}\in X_{1}$ を得る. 関係式 $f_{\lambda+p}(x)-f_{\lambda}(x)=p \int_{0\gamma}^{1\underline{\mathrm{l}\mathrm{o}}\mathrm{g}\underline{x}}\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1\lambda-h(}\tau^{tp}ds)dt$

を用い, $x\in(0,1]$ &こ対し,

$v_{p,\lambda}(x)-g_{\lambda}(x)$

$=$ $\int_{0}^{1}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}{\gamma}\{\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h(s)+tp}{s}ds)-\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h(s)}{s}ds)\}dt$

$=$ $g_{\lambda}(x) \int_{0}^{1}(x^{\underline{t}_{R}}\gamma-1)dt$

を得る. $c= \frac{\alpha-\Re}{2}\lambda 4>0$ とおく. 任意の $\epsilon>0$ に対し, $\delta_{1}>0$ が存在し, $0\leq x<\delta_{1}$ に対

して $|_{\gamma}^{\underline{1}0\underline{x}}x \exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{xs}^{1\lambda-hs\mapsto}ds)|<\epsilon$ が成り立ち, また $\delta_{2}>0$ が存在して $\delta_{1}\leq x\leq 1$ と

$0<|p|<\delta_{2}$ {こ対して $|x^{pt} \gamma-1|<\frac{\epsilon}{||g_{\lambda}||}$ が成り立つ.
$x\in[0, \delta_{1}]$ と $0<|p|<c$ {こ対し,

$|v_{p,\lambda}(x)-g_{\lambda}(x)|$

$\leq$ $\int_{0}^{1}\{|\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}{\gamma}\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h(s)+tp}{s}ds)|+|\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}{\gamma}\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h(s)}{s}ds)|\}dt$

$<$ $2\epsilon$
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を得る. また, $x\in[\delta_{1},1]$ と $0<|p|<\delta_{2}$ [こ対し,

$|v_{p,\lambda}(x)-g_{\lambda}(x)| \leq|g_{\lambda}(x)|\int_{0}^{1}|x^{t}\gamma-1|dt<\epsilon B$

を得る. よって, $0<|p|< \min\{c, \delta_{2}\}$ と $x\in[0,1]$ [こ対し, $|v_{p,\lambda}(x)-g_{\lambda}(x)|<2\epsilon$を得る.
よって $parrow \mathrm{O}$ のとき $|v_{p,\lambda}(x)-g_{\lambda}(x)|$ は $[0,1]$ 上一様 [こ 0 に近づき,

$\langle\phi, g_{\lambda}\rangle=\lim_{parrow 0}\langle\phi, \frac{f_{\lambda+p}-f_{\lambda}}{p}\rangle=\frac{dF_{\phi}}{d\lambda}$

を満たす. それゆえ, $F_{\phi}(\lambda)$ は $\lambda\in U$ に関し, 解析的である.
(iv) すべての $\lambda\in U$ に対し, $F_{\phi}(\lambda)=0$ ならば, $\phi=0$ が成り立つことを示す. こ

こで次を思い出しておく. $U=\{\lambda\in \mathbb{C}|\Re(\lambda)<\alpha\}$ であり, $\lambda\in U$ に対して, $f_{\lambda}(x)=$

$\exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{xs}^{1\underline{\lambda}-\lrcorner hs[perp]}ds)$ である. $\lambda_{0}<\alpha$ を満たす定数 $\lambda_{0}$ をとる. $\Re(\lambda)<\lambda_{0}$ に対し,

$f_{\lambda}(x)$ $=$ $\exp\{-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-\lambda_{0}}{s}ds-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda_{0}-h(s)}{s}ds\}$

$=$ $\exp\{-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-\lambda_{0}}{s}ds\}\exp\{-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda_{0}-h(s)}{s}ds\}$ (2.3)

が成り立つ. (2.3) の 2番目の factor を次のようにおく :

$q(x)= \exp\{-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda_{0}-h(s)}{s}ds\}$

このとき, $q$ が $[0, 1]$ 上連続で, $x>0$ に対し, $q(x)>0$であることが容易にわかる. (2.3)
の最初の factor は

$\exp\{-\frac{\lambda-\lambda_{0}}{\gamma}\cdot\log(\frac{1}{x})\}=x^{\frac{\lambda-\lambda}{\gamma}}$ .

となる. $n\in\{1,2,3, \cdots\}$ に対し, $\lambda_{n}=\gamma n+\lambda_{0}$ とおく. 仮定 $\gamma<0$ のとき $n=1,2,3,$ $\cdots$

[こ対し $\lambda_{n}\in U$ である. このとき $n=1,2,3,$ $\cdots$ に対し, $f_{\lambda_{n}}(x)=x^{n}q(x)$ である. 仮
定から, $0=F_{\phi}(\lambda_{n})=\langle\phi, f_{\lambda_{\mathfrak{n}}}\rangle=\langle\phi, x^{n}q\rangle$ が $n=1,2,3,$ $\cdots$ に対して成り立つ. Stone-
Weierstrass theorem により, $\{x^{n}|n=1,2,3, \cdots\}$ の linear span は $X_{1}$ で稠密である. す
べての $x\in(0$ , 月 [こ対し, $q(x)>0$ なので, $\{x^{n}q|n=1,2,3, \cdots\}$ の linear span もまた $X_{1}$

で稠密である. よって $\phi=0$ が成り立つ.
(i) から (iv) により, Theorem A のすべての仮定が成り立つ. よって Theorem A によ

り, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は chaotic である. 口

空間}1 $= \{f\in C([1, \infty), \mathbb{C})|\lim_{xarrow\infty}f(x)=0\}$ ?ま $( \phi f)(x)=f(\frac{1}{x})$ で定義される写像
$\phi$ : $X_{1}arrow \mathrm{Y}_{1}$ により, 空間 $X_{1}=\{f\in C([0,1], \mathbb{C})|f(0)=0\}$ と関係がある. よって, $X_{1}$

における式 (2.2) を $\mathrm{Y}_{1}$ における次の式と対応させることを考える.

$\frac{\partial u}{\partial t}=-\gamma y\frac{\partial u}{\partial y}+h(y)u$ . (2.4)
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(2.2) に関する $X_{1}$ 上の solution semigroup を $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ とし, (2.4) の古典解から生成される
$\mathrm{Y}_{1}$ 上の solution se面 group を $\{S_{t}\}_{t\geq 0}$ とする. このとき, 次のダイアグラムを可換 (こする.

$X_{1}arrow^{T_{t}}X_{1}$

$\psi\downarrow$ $\downarrow\phi$

$\mathrm{Y}_{1}\vec{s_{t}}\mathrm{Y}_{1}$

よって次を得る.

Corollary.
$\mathrm{Y}_{1}$ を空間 $\{f\in C([1, \infty), \mathbb{C})|\lim_{xarrow\infty}f(x)=0\}$ とする. 次の偏微分方程式の初期値問題
を考える:

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$

ただし, $\gamma>0,$ $f\in \mathrm{Y}_{1},$ $h\in C([1, \infty),$ $\mathbb{C})$ とし, $\lim_{xarrow\infty}h(x)$ が存在するとする. このと

きこの偏微分方程式 [こ対する solution semigroup $\{S_{t}\}_{t\geq 0}(S_{t}f(x)=e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-*)}x)ds}f(e^{\gamma t}x))$

{ま, $\mathrm{Y}_{1}$ 上 $C_{0}$ -半群{こなる. さら [こもし $\inf\{\Re h(x)|x\in[1, \infty)\}>0$ ならば, $\{S_{t}\}_{t\geq 0}$ は

chaoticである.

3 $L^{2}(I)$上のカオス的半群
$X_{2}$ を空間 $L^{2}([0,1], \mathbb{C})$ とする. $L^{2}([0,1], \mathbb{C})$ における次の偏微分方程式を考える:

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$
(3.1)

ただし, $\gamma<0,$ $h\in C([0,1], \mathbb{C}),$ $f\in X_{2}$ とする. (3.1) の古典解の表現形式 $\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}$

$f(e^{\gamma t}x)$ を用いて, $X_{2}$ 上の有界線形作用素の族 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ を $f\in X_{2}$ に対して $T_{t}f(x)=$

$\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}f(e^{\gamma t}x)$ と定義することができる. このとき, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ ’ま半群とな

る. さらに, 半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は $X_{2}$ 上の $C_{0}$-半群となる. 連続性の証明は, 次の定理の中で示

される. Theorem A を solution semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ ’こ応用すること {こより, solution semi-
group が chaotic になるための十分条件を得る.

Theorem 2.
$X_{2}$ を空間 $L^{2}([0,1], \mathbb{C})$ とする. 次の偏微分方程式の初期値問題を考える:

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$

ただし, $\gamma<0,$ $h\in C([0,1], \mathbb{C}),$ $f\in X_{2}$ とする. このときこの偏微分方程式に対する

solution semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}(T_{t}f(x)=\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}f(e^{\gamma t}x))$ {ま $X_{2}$ 上の C0-半群
[こなる. さら {こもし, $\min\{\Re(h(x))|x\in[0,1]\}>22$ ならば, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は chaoticである.
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$P\mathrm{m}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\{\ovalbox{\tt\small REJECT}\}_{4>0}$ の強連続性を調べるため, $t\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ における $\{L\}_{t>0}$ の強連続性を調べる.
$f$ を $X_{2}$ の元とする. このとき任意の $\epsilon>0$ に対し,

$||f- \xi||_{L^{2}}<\frac{\epsilon}{6}$ .

を満たす $[0, 1]$ 上の連続関数 $\xi$ が存在する. $\xi$ は連続なので, $\delta_{1}>0$が存在し, $0<t<\delta_{1}$

に対して
$||T_{t} \xi-\xi||_{\infty}<\frac{\epsilon}{2}$

を満たす. $\alpha_{0}=\max_{0\leq x\leq 1}\{\Re(h(x))\}-2l$ とすると任意の $k\in X_{2}$ に対し,

$||T_{t}k||_{L^{2}}\leq e^{\alpha_{0}t}||k||_{L^{2}}$

が成り立つ. $\delta=\min(\delta_{1}, \underline{1}_{\mathrm{B}}0\underline{2})\alpha_{0}$ とおくと, $t\in(0, \delta)$ に対して

$||T_{t}f-f||_{L^{2}}$ $\leq$ $||T_{t}f-T_{t}\xi||_{L^{2}}+||T_{t}\xi-\xi||_{L^{2}}+||\xi-f||_{L^{2}}$

$\leq$ $e^{\alpha_{0}t}||f-\xi||_{L^{2}}+||T_{t}\xi-\xi||_{\infty}+||f-\xi||_{L^{2}}$

$<$ $||f- \xi||_{L^{2}}(1+e^{\alpha 0t})+\frac{\epsilon}{2}$

$<$ $\frac{\epsilon}{6}(1+2)+\frac{\epsilon}{2}=\epsilon$

が成立する. よって, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は Q-半群である.

ここからは, $\min\{\Re(h(x))|x\in[0,1]\}>$ {が成り立つと仮定したときに, Theorem A
の仮定がすべて満たされることを示すため, Theorem 1 の証明のように, 次の (i) $-(\mathrm{i}\mathrm{v})$

をチェツクする. (i) $X_{1}$ は separable Banach space
(ii) 虚軸に交わる生成作用素 $A$ の point spectrum に含まれる開集合 $U$ の存在
(iii) $\lambda\in U$ に対し, $f_{\lambda}(x)= \exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h}{s}s[perp] ds)$ とおき, 各 $\phi\in X_{1}^{*}$ に対し, 関数 $F_{\phi}$ :
$Uarrow \mathbb{C}$ を $F_{\phi}(\lambda)=\langle\phi, f_{\lambda}\rangle$ により定義する. このとき, 各 $\phi\in X_{1}^{*}$ に対して, 関数 $F_{\phi}$ は $U$

上解析的である.
(iv) $U$ 上 $F_{\phi}=0$ ならば, $\phi=0$ が成り立つ.

{ $\mathrm{i})$ は容易に示せる.
(ii) $A:D(A)\subseteq X_{1}arrow X_{1}$ を $C_{0}$-半群 $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ の生成作用素とする.

$D_{2}=$ { $f\in X_{2}|xf$ は絶対連続かつ $(xf)’\in X_{2}$ }.

とおく. ここで, $f\in D_{2}$ が成り立つことと, $f\in X_{2}$ かつ $xf$ が Sobolev space $H^{1}(0,1)$ に

属することが同値であることを思い出しておく. $f\in D(A)$ に対し, $\lim_{t\downarrow 0}\underline{T}t[perp]_{t}-$」$=g$ が成
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$\mathfrak{h}\underline{\backslash }LDg\in X_{2}rightarrow\hslash^{\grave{\grave{\rangle}}}\Gamma\mp\not\in\tau$. $fl\mathrm{J}[0,1]-\llcorner_{\mathrm{F}}\urcorner\downarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{JJ}^{\nearrow\backslash };x\sigma)\vee \mathrm{C}^{\backslash }\backslash ,$ $l,$ $m\in[0,1]l\mathrm{z}n_{\backslash }\iota$ ,

$\int_{l}^{m}\frac{T_{t}f(x)-f(x)}{t}dx=\int_{l}^{m}\frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds}f(e^{\gamma t}x)-f(x)}{t}dx$

$=$ $\int_{le^{\gamma t}}^{me^{\gamma t}}\frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{-\gamma s}x)ds-\gamma t}}{t}f(x)dx-\int_{l}^{m}\frac{f(x)}{t}dx$

$=$ $\frac{1}{l-le^{\gamma t}}\int_{le^{\gamma t}}^{l}\frac{l(1-e^{\gamma t})}{t}e^{\int_{0}^{t}h(e^{-\gamma s}x)ds-\gamma t}f(x)dx$

$+ \int_{l}^{m}\frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{-\gamma s}x)ds-\gamma t}-1}{t}f(x)dx$

$- \frac{1}{m-me^{\gamma t}}\int_{me^{\gamma t}}^{m}\frac{m(1-e^{\gamma t})}{t}e^{\int_{0}^{t}h(e^{-\gamma s}x)ds-\gamma t}f(x)dx$

[ま, ほとんどすべての $l,$ $m$ [こ対し, $t\downarrow \mathrm{O}$ のとき

$-l \gamma f(l)+\int_{l}^{m}(h(x)-\gamma)f(x)dx+m\gamma f(m)$

に収束する ([7], Theorem 9-8 $\mathrm{V}\mathrm{I}]$ ). $\text{し}$かし, 左辺は $\int_{l}^{m}g(x)dx$ に収束する. 測度が 0 の

集合上に $f$ を再定義することにより,

$mf(m)= \int_{l}^{m}\frac{1}{\gamma}\{g(x)-(h(x)-\gamma)f(x)\}dx+lf(l)$ ,

を得, これから $xf(x)$ がほとんどすべての点で導関数 [こ $\frac{1}{\gamma}\{g(x)-(h(x)-\gamma)f(x)\}$ をもつ

絶対連続関数であり, よって $(xf)’$ は $X_{2}$ に属することがわかる. ゆえに $D(A)\subset D_{2}$ が示

せた.

逆に, $f\in D_{2}$ に対し,

$\frac{T_{t}f(x)-f(x)}{t}$ $(\gamma xf’(x)+h(x)f(x))$

$=$ $( \frac{e^{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-\epsilon)}x)ds}-1}{t}-h(x))f(e^{\gamma t}x)$ (3.2)

$+$ $h(x)(f(e^{\gamma t}x)-f(x))+ \{\frac{f(e^{\gamma t}x)-f(x)}{t}-\gamma xf’(x)\}$ .

を得る. (3.2) の各項が $tarrow \mathrm{O}$ のとき, 0 に収束することを示す. (3.2) の最初の項が, $tarrow \mathrm{O}$

のとき 0 に収束することは, Theorem 1 における証明と同様に示せる. 各 $\epsilon>0$ と各

$t(t_{0}>t\geq 0)$ (ただし, ある $t_{0}>0$ を固定) {こ対し,

$\int_{0}^{\delta_{1}}|f(e^{\gamma t}x)-f(x)|^{2}dx<\epsilon$.

を満たす $\delta_{1}>0$ が存在する. $xf$ 1ま絶対連続なので, $f$ 1ま $[\delta_{1},1]$ 上で絶対連続であり,

$||h(x)(f(e^{\gamma t}x)-f(x))||$ は $tarrow \mathrm{O}$ のとき 0}こ収束する.

$\eta(x)=\gamma xf’(x)$ とおく. このとき $f\in D_{2}$ ならば $\eta\in X_{2}$ である. 任意の $\epsilon>0$ {こ対

し, $||\xi-\eta||<\epsilon$ を満たす $\xi\in C([0,1], \mathbb{C})$ が存在し, さらに $\delta>0$ が存在して, 任意の
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0 $\ovalbox{\tt\small REJECT} s\ovalbox{\tt\small REJECT} t<\delta$ と 0 $\ovalbox{\tt\small REJECT} x\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ [こ対して $||\xi(e^{\gamma_{8}}x)-\xi(e^{\gamma 1}x)||<\epsilon$ を満たす. また, 0 $\ovalbox{\tt\small REJECT} s<\delta$

に対し,

$|| \eta(e^{\gamma s}x)-\xi(e^{\gamma s}x)||^{2}=\int_{0}^{1}(\eta(e^{\gamma s}x)-\xi(e^{\gamma s}x))^{2}dx$

$= \int_{0}^{e^{\gamma*}}(\eta(y)-\xi(y))^{2}e^{-\gamma s}dy\leq e^{-\gamma\delta}||\eta-\xi||^{2}$ .

が成り立つ. よって, $0\leq s\leq t<\delta$ [こ対し $||\eta(e^{\gamma s}x)-\eta(e^{\gamma t}x)||^{2}\leq(2+e^{-\iota_{2}^{\underline{\delta}}})\epsilon$が戒り立ち,
これから写像 $s\in[0, \infty)\mapsto t\eta(e^{\gamma s}\cdot)\in L^{2}$ は連続であることがゎがる. ゆえに $X_{2}$-valued
Riemann integral $\int_{0}^{t}\eta(e^{\gamma s}x)ds$ が存在する. 式

$\frac{f(e^{\gamma t}x)-f(x)}{t}-\gamma xf’(x)=\frac{1}{t}\int_{0}^{t}\gamma e^{\gamma s}xf’(e^{\gamma s}x)ds-\eta(x)$

が成り立つので, $0<t<\delta$ に対し (3.2) の 3番目の項のノルムは次のように書き換えら
れる:

$|| \frac{f(e^{\gamma t}x)-f(x)}{t}-\gamma xf’(x)||=||\frac{1}{t}\int_{0}^{t}\eta(e^{\gamma s}x)ds-\eta(x)||$

$\leq\frac{1}{t}\int_{0}^{t}||\eta(e^{\gamma s}x)-\eta(x)||ds<(2+e^{-\iota_{2}^{\underline{\delta}}})\epsilon$

よって

$U= \{\lambda\in \mathbb{C}|\Re(\lambda)<\alpha-\frac{\gamma}{2}\}$

とする. 仮定 $\alpha>f2$ により $U$は虚軸と交わる. $\lambda\in U$に対し, $f_{\lambda}(x)= \exp(-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\lambda-h}{s}\mathrm{u}sds)$

は $D_{2}=D(A)$ に属し, $Af_{\lambda}=\lambda f_{\lambda}$すなわち $f_{\lambda}$ は $A$ の固有ベクトルであることが容易にゎ
かる. よって $U$ は $A$ の point spectrum に含まれる開集合である.
(iii) $\phi\in X_{2}^{*}=X_{2}$ に対し,

$F_{\phi}( \lambda)=\langle\phi, f_{\lambda}\rangle_{L^{2}}=\int_{0}^{1}\phi(x)f_{\lambda}(x)dx$. (3.3)

である. $\lambda\in U$ に対し,
$\underline{\partial f_{\lambda}(x)}$

が.存在することを示す. 各 $x\in(0,1)$ において, $\lambda\in U$ に
� $\lambda$

関して $f_{\lambda}(x)$ は微分可能であり, ある $0<\theta<1$ で,

$| \frac{1}{\nu}\{f_{\lambda+\nu}(x)-f_{\lambda}(x)\}|$ $=$ $|. \frac{1}{.\nu}\{e^{-\frac{1}{\gamma}f_{x*}^{1\underline{\lambda+\nu}-\lrcorner h\lrcorner_{ds}}}.-e^{-\frac{1}{\gamma}\int_{l*}^{1\underline{\lambda-}\lrcorner h[perp]_{dS\}1}}}$

.
$=$ $|e^{-\frac{1}{\gamma}\int_{l}^{1}\div ds_{\frac{1}{\nu}}}\{e^{-\frac{1}{\gamma}\int_{x}^{1}\frac{\nu}{}ds}.-1\}|$

$\leq$ $x^{\frac{\Re(\lambda)-a}{\gamma}} \cdot\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}x}{\gamma}x^{\frac{\theta\nu}{\gamma}}$ ,
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である. $\frac{\Re(\lambda)-\alpha}{\gamma}>-\frac{1}{2}$ なので, 脱$\lambda$ )
$-\alpha\tilde{\gamma}$ $+ \Delta\nu\gamma>-\frac{1}{2}$ を満たす十分小さい数 $\nu_{0}>0$ を選

ぶことができる. さら (こ, $\frac{\Re(\lambda)-\alpha}{\gamma}+\frac{\nu_{0}}{\gamma}-b>-\frac{1}{2}$ を満たす $b>0$ をとることができる.

$x^{b}\log x\in C((0,1],$ $\mathbb{C})$ と $\lim_{xarrow 0}x^{b}\log x=0$ lこより, $||x^{b}\log x||_{\infty}\leq M$ を満たす $M>0$ が

存在する. $\beta=[perp]\Re\lambda 4\underline{-\alpha}\gamma+\underline{\nu}_{\Lambda_{-b}}\gamma$ とおく. このとき, $| \frac{1}{\nu}\{f_{\lambda+\nu}(x)-f_{\lambda}(x)\}|\leq\frac{M}{|\gamma|}x^{\beta}$ であり,

$\beta>$

.
$- \frac{1}{2}$ (こより関数 $\frac{M}{|\gamma|}x^{\beta}$ (ま $L^{2}([0,1], \mathbb{C})$ (こ属する. $\psi(x)=|\phi(x)|\frac{Mx^{\beta}}{|\gamma|}$ とおくこと [こより,

$\psi\in L^{1}([0, \mathrm{i}], \mathbb{C})$ を得, 任意の $\nu(0<|\nu|\leq\nu_{0})$ と $x\in[0,1]$ に対し,

$| \phi(x)\frac{1}{\nu}\{f_{\lambda+\nu}(x)-f_{\lambda}(x)\}|\leq\psi(x)$

を得る. よって Lebesgue’s dominated convergence theorem を式 (3.3) に応用することが
できる. よって $F_{\phi}$ は解析的である.
(iv) Theorem 1 の証明の (iv) と同様にして, すべての $\lambda\in U$ に対し $F_{\phi}(\lambda)=0$ ならば,

$\phi=0$ であることを示せる.

(i) から (iv) tこより, もし, $\min\{\Re(h(x))|x\in[0,1]\}>\iota 2$ ならば, Theorem A のすべ
ての仮定が満たされる. よって $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は Theorem A により chaotic である.

口

Theorem 1 の系と同様にして次の系を得る.

Corollary. Y2 を空間 $L^{2}([1, \infty),$ $\mathbb{C})$ とする. 次の偏微分方程式の初期値問題を考える.

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\gamma x\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$

ただし, $\gamma>0,$ $f\in \mathrm{Y}_{2},$ $h\in C([1, \infty),$ $\mathbb{C})$ であり, $\lim_{xarrow\infty}h(x)$ が存在するとする. このと

き, この偏微分方程式の solution semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}(T_{t}f(x)=\exp\{\int_{0}^{t}h(e^{\gamma(t-s)}x)ds\}f(e^{\gamma t}x))$

は $\mathrm{Y}_{2}$ 上 Q-半群となる.
さら [こもし, $\inf\{\Re(h(x))|x\in[1, \infty)\}>f2$ ならば, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は chaoticである.

4admissible weighted function $\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{s}_{-}\mathrm{L}\emptyset \mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}$ trans-
lation semigroups に関する $C_{0}(I, \mathbb{C})$ 上のカオス的半群

$I$ を区間 $[0, \infty)$ とし, $\overline{X}=\{f\in C_{0}(I, \mathbb{C})|\lim_{xarrow\infty}f(x)=0\}$ にたいし次の偏微分方程式

を考える:

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$ ,
(4.1)

ただし, 眉ま $I$ 上の有界連続関数で $f\in\overline{X}$ とする.
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( $4.\mathfrak{y}$ の古典解の表現形式 $e^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{(s)\mathrm{d}\mathrm{s}}}f(x+t)$ を用いて, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 上の有界線形作用素 $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}\}_{t>0}$

を次のように定義する $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

-

$\overline{T_{t}}f(x)=e^{\int_{*}^{x+t}h(s)ds}f(x+t)$ for $f\in\overline{X}$ .

[1] により, $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ を偏微分方程式 (4.1) に対する $\tilde{X}$ 上の the solution semigroup とよぶ.

もし $\lambda$ が $C_{0}$-半ffl $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ の生成作用素 $A$の固有値ならば, 固有関数 $f_{\lambda}$ の形は, $f_{\lambda}(x)=$

const. $\cross e^{\lambda x-\int_{0}^{*}h(s)ds}$であ 6ので, 虚軸と交わる $A$ の point spectrumに含まれる開集合が存
在するのは不可能であるように思える. よって, Theorem A を適用する方法で $\{\tilde{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ が

chaotic であることを示すのは不可能である. ゆえに admissible weight function $\rho$ によっ
て定義された空間 $C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})$ を導入する.

$I$ 上の admissible weight function とは, 可測関数 $\rho$ : $Iarrow \mathrm{R}$ で, 次をみたす
(i) すべての $x\in I$ に対し, $\rho(x)>0$ ;
(ii) すべての $x\in I$ と $t>0$ に対し, $\rho(x)\leq Me^{\omega t}\rho(t+x)$ を満たす定数 $M\geq 1$ と $\omega\in \mathrm{R}$

が存在する.
$I=[0, \infty)$ 上の mlmissible weight function $\rho$ に対し, 次の関数空間を考える:

$C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})=\{f$ : $Iarrow \mathbb{C}|f$ continuous, $\lim_{xarrow\infty}\rho(x)f(x)=0\}$

$(||f||_{\rho}= \sup_{x\in I}|f(x)|\rho(x))$

$X$ を mlmissible weight function $\rho$ により定義される空間 $C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})$ とする. $t\geq 0$ に対
し, $T_{t}\in L(X)$ を $f\in X$ に対し

$T_{t}f(x)=f(x+t)$

と定義する. $\{T_{t}\}_{t>0}$ を $X$ 上の translation semigroup と呼ぶ.
$\rho(x)=e^{-\int_{0}^{x}h(s)d\overline{s}}$とおく. $h$ は有界関数なので $h(x)\leq\omega x\in I$ を任意の $x\in I$ [こ対して

満たす定数 $\omega>0$ が存在する. よって

$\int_{x}^{x+t}h(s)ds\leq\omega t$

が成り立つ. この不等式を書き換えると,

$e^{-\int_{0}^{x}h(s)ds}\leq e^{\omega t}\cdot e^{-\int_{0}^{*+t}h(\epsilon)ds}$

を得る. よって $h$ の連続性により $\rho$ は連続で, $\rho(x)\leq e^{\omega t}\rho(x+t)$ が成り立つので, $\rho$ は

admissible weight function である.

$\rho$ の定義により, 等式 $- \frac{\rho’(x)}{\rho(x)}=h(x)$ が成立. よって偏微分方程式 (4.1) は次のように

書き換えられる:

$\{\begin{array}{l}\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial u}{\partial x}-\frac{\beta(x)}{\rho(x)}uu(0,x)=f(x)\end{array}$
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$\rho$
(ま continuous admissible weight function である. よって

$u(t, x)= \overline{T}_{t}f(x)=\frac{\rho(x)}{\rho(x+t)}f(x+t)\in C_{0}(I, \mathbb{C})$ . (4.2)

を得る. $f\in X$ と $x\in I$ に対し, 作用素 $\varphi$ : $Xarrow\tilde{X}$ を

$\varphi(f)(x)=\rho(x)f(x)$

と定義する.
$X-^{T_{C}}X$

次のダイアグラムを可換にするのを調べるのは容易である:
$\varphi\frac{\downarrow}{X}\vec{\tilde{\tau}_{t}}\frac{\downarrow}{X}\varphi$

すゝての $x\in I$ {こ対し, $\rho(x)>0$ なので, $\varphi$ {ま isometric isomorphism である. よって

次を得る.

Proposition 3. $X$ を空間 $C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})$ ( $\rho$ {ま continuous admissible weight function)
とし, $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ を $X$ 上の translation $semig\varpi up$ とする. $\overline{X}$ を空間 $C_{0}(I, \mathbb{C})$ とし, $\{\tilde{T}_{t}\}_{t\geq 0}$

を (4.2) により定義された半群とする. このとき次を示すことができる.

(1) $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ が $X$ 上 hypercyclic であることと, $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ が $\overline{X}$ 上 hypeoeyclicであることは

同値
(2) $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ が $X$ 上 chaoticであることと, $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ が $\overline{X}$ 上 chaoticであること {ま同値

次の Theorem 4 を証明するために次の結果を用いる.

Theorem $\mathrm{B}([8])$ . $\rho$ を admissible weight function とし, $X$ を $C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})$ とする. ただし

$I=[0, \infty)$ . このとき次は同値

(i) $X_{-}\mathrm{k}a)$ translation semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}[]\mathrm{h}$ chaotic;

(ii) 任意の $\epsilon>0$ と任意の $l>0$ に対し, すべての $n\in \mathrm{N}$ に対して $\rho(l+nP)<\epsilon$ となる

$P>0$ が存在する.

Theorem 4. $\overline{X}=C_{0}(I, \mathbb{C})$ (ただし $I=[0,$ $\infty$ ) $)$ とする. 次の偏微分方程式を考える:

$\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=\frac{\partial u}{\partial x}+h(x)u$

$u(0, x)=f(x)$ with some $f\in\overline{X}$ ,

$ \sim.\frac{\backslash }{.}.\backslash \text{し}h1\mathrm{h}I\text{上}\sigma)\mathrm{f}\mathrm{i}\text{界_{}\grave{1}}\ovalbox{\tt\small REJECT} J\mathrm{H}\mathrm{b}\text{関数とする}$.
このとき solution semigroup $\{\overline{T}_{t}\}_{t>0}$ は�上 $\mathrm{Q}$ -半群となる. さら [こもし, $h(x)$ が

$\int_{0}^{\infty}h(s)ds=\infty$ を満たすならば, $\{\overline{T}_{t}\overline{\}}_{t\geq 0}$ (ま chaoticである.
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Proof. $\overline{T_{t}}f(x)=\frac{\rho(x)}{\rho(x+t)}f(x+t)$ [こより, $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ が半群であることがゎかる. $\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$

.
の強連続性を示すため, $t=0$ での強連続性を示せば十分である. $\rho(x)=e^{-a\int_{0}^{e}h(s)ds}$ と $\mathrm{f}\grave{\circ}$

$\text{く}$ . 眉ま有界関数であるので, 任意の $x\in I$ に対し $h(x)\leq\omega$ を満たす定数 $\omega>0$ が存在
する. 任意の $\epsilon>0$ に対し, $|f(x)|,< \frac{\epsilon}{3e^{\omega}}$ を $x>R$ に対して満たす $R>0$が存在する. こ

のとき, $0\leq t<1$ と $x>R$ [こ対して $|u(t, x)|=| \frac{\rho(x)}{\rho(x+t)}f(x+t)|\leq e^{\omega t}|f(x+t)|\leq\frac{\epsilon}{3}$ が

成り立つ. $u(t, x)$ は $[0, 1]\cross[0, R]$ 上一様連続なので, $\delta(1>\delta>0)$ が存在して, $0\leq t<\delta$

と $x>0$ [こ対して $|u(t, x)-u(0, x)|< \frac{\epsilon}{3}$ を満たす. よって $0\leq t<\delta$ [こ対し

$|| \overline{T_{t}}f-f||\leq\sup_{x\in[0,R]}|u(t, x)-u(0, x)|+\sup_{x\in[R,\infty)}|u(t, x)-u(0,x)|<\frac{\epsilon}{3}+\frac{2\epsilon}{3}=\epsilon$

が成立する. よって {T\tilde tL、は Q-半群である.

次に, $\{\overline{T_{t}}\}_{t>0}$ は $C_{0}(I, \mathbb{C})$ 上 chaotic であることを示す. 仮定 $\int_{0}^{\infty}h(s)ds=\infty$ にょり,
$\lim_{xarrow\infty}\rho(x)=\overline{0}$ を得る. Theorem $\mathrm{B}$ により, translation semigroup $\{T_{t}\}_{t\geq 0}$ は $C_{0,\rho}(I, \mathbb{C})$

上 chaotic である. ただし $T_{t}f(x)=f(x+t)$ である. Proposition 3 にょ $\text{り},$

$\{\overline{T_{t}}\}_{t\geq 0}$ は
$C_{0}(I, \mathbb{C})$ 上 chaotic である. 口
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