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1. はじめに
量子系を解析的に扱う一般的な方法である ( $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換 1-3) に基づく ) 量

子転送行列法 ( $\mathrm{Q}$ TM法) 4-7) を説明する。 それをもとにして、「熱量子ダ

イナミクス」 を定式化する。 これは、 従来の熱場のダイナミクス 20-22) と比

較して極めて便利な定式化である。 すなわち、 これは二重ヒルバート空間を

必要とせず、 もとのヒルバート空間のみで記述できる。

2. 量子転送行列法
量子系を扱うのに便利な戦略は、 $\mathrm{S}\mathrm{T}$ 一変換 1-3) によりーたん古典系に

マップして、 その変換された古典系にモンテカルロ法を適用すると量子モン
テカルロ法が定式化される 3, 8, 9)。転送行列を適用すると量子転送行列法 $(\mathrm{Q}$

TM法) が定式化される 5-7, 11-18)。これらは、言わば、「手順の分離」 と
いう思想 19) に基づく戦略である。 すなわち、指数積公式 1-3) に基づいて、

$\mathrm{d}$ 次元量子系を $(\mathrm{d}+1)$ 次元古典系に変換する。 3) (どちらも短距離作互
作用で表現される。) この変換は、 通常 Suzuki-Trotter 変換 ( $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換) など
と呼ばれている。 例えば、 1 次元量子ハイゼンベルグ模型を $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換すると
2 次元古典模型となる 1-18, 48-60)。 トロッター軸の空間で転送行列 43-47)

を定義すると、量子転送行列 $\mathcal{T}_{m}$ が定義される 1-7. 11-18 $\rangle$

。 すなわち、 ハミ
ルトニアンが $.H$ で記述される系の状態和 $\mathrm{Z}(\beta)$ は

$Z( \beta)=\mathrm{R}\mathrm{e}^{-\beta 7\{}=\lim_{marrow\infty}Z_{m}(\beta)$ ; $Z_{m}(\beta)=\mathrm{R}\mathcal{T}_{m}^{N}$ . (2. 1)

と表される。 ここで、 $\mathrm{m}$ と $\mathrm{N}$の極限の交換定理 5. 6) を用いると、 1 格子点当
たりの自由エネルギーは次式に比例する :

$\lim\underline{1}\log Z(\beta)=\lim$ $\lim\underline{1}\log Z_{m}(\beta)$ (2. 2、
$Narrow\infty N$ $marrow\infty Narrow\infty N$

ここで、量子転送行列の $\tau$ 。最大固有値を $\lambda(\mathrm{m})$、第 2最大固有値を $\lambda \mathrm{t}\mathrm{m}$
)

とし、 それ以下の固有値を順次、 とすると、 状態和は

$Z_{m}( \beta)=[\lambda_{\max}^{(m)}]^{N}[1+\sum_{i=2}(\frac{\lambda_{i}^{(m)}}{\lambda_{\max}^{(m)}})^{N}]$ . (2. 3)

と表される。 したがって、

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{N}\log Z_{m}(\beta)=\log\lambda_{\max}^{(m)}$ . (2. 4)

となる。 また、 相転移の問題 24-27) で基本的な相関距離 $\xi$ は
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$\xi^{-1}=\lim_{marrow\infty}\log(\lambda_{\max}^{(m)}/\lambda_{2}^{(m)})$ , (2. 5)

と表される。これらの公式は非常に有効に利用されている。 6. 7. 11-18. 48-6 O)

3 . 熱量子ダイナミクス
この量子転送行列を用いると、熱力学的極限 $(\mathrm{N}arrow\infty)$ では、 ‘局所的’

な演算子 $\mathrm{Q}$ の熱平均 $<\mathrm{Q}>$ は、 $\mathcal{T}_{m}$ の最大固有値に対応する固有状態
$|\Psi_{\mathrm{m}}(\beta)>$ を用いて

$<Q>= \lim_{marrow\infty}<\Psi_{m}(\beta)|Q|\Psi_{m}(\beta)>$ (3. 1)

と表される。 これは、 次のようにして導かれる。 $\bigwedge_{\text{、}\urcorner}\mathcal{T}_{m}$ の固有状態を一般
に $| \Psi_{\mathrm{m}}>(\mathrm{i}=\max, 2, \ldots..)$ とおくと、
「

$\mathrm{b}Q\mathcal{T}_{m}^{N}=\sum_{i}<\Psi:|Q\mathcal{T}_{m}^{N}|\Psi:>$

$= \sum_{i}[\lambda_{\dot{l}}^{(m)}]^{N}<\Psi:|Q|\Psi_{i}>$

$=$ $[ \lambda_{\max}^{(m)}]^{N}[<\Psi_{1}|Q|\Psi_{1}>+\sum(\lambda_{\dot{l}}^{(m)}/\lambda_{\max}^{(m)})<\Psi_{i}|Q|\Psi_{i}>].(3\cdot 2)$

となる。 したがって、 $:=2$

$<Q>= \lim_{marrow\infty}(\mathrm{n}Q\mathcal{T}_{m}^{N}/\mathrm{n}\tau_{m}^{N})$

$= \lim_{marrow\infty}<\Psi_{1}|Q|\Psi_{1}>=\lim_{marrow\infty}<\Psi_{m}(\beta)|Q|\Psi_{m}(\beta)>$ .
(3. 3)

となり、 (3.1) が導かれる。 この定式化を “熱量子ダイナミクス” と呼ぶ
ことにする 42)。 この定式化の利点は、 もとのヒルバート空間のみで議論で
きることである。 この点が熱場ダイナミクスと大きく異なるところである。
この他にも、 量子電送行列の定義にはいろいろな方法がある。 (M. S., J. Stat. Phys.

(2000) special issue to celebrate the 70th birthday of Professor M. E. Fisher)

4. $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換と高次指数積公式
指数積公式を用いて量子系を古典系に変換する ( $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換する) 場合、

その目的が解析的な議論のためではなく、数値計算にあるときは、 同じトロ
ッター数mに対して出来る限り精度の高い分解公式を用いると都合がよい。
著者 28-41) によって任意の次数の指数積公式が漸化式の方法で導かれてい

る。

5. まとめ
ここで説明した方法は、 1 次元トランスバース・イジング模型、 $\mathrm{X}\mathrm{Y}$模

型 61-65)およひハイゼンベルグ模型 48-59)等に有効に応用されている。また、

転送行列の収束性の問題は、 Araki の方法 66) を用いて議論することが可能

である。
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