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概要

Standard mapping において, 対称 Non-Birkhoff型周期軌道の出現に関する 2 つの順序関
係を得た. 対称 Non-Birkhoff型周期軌道の順序関係より組み紐を構成した. 組み紐の情報より
既約 Burau 行列表現を構成し, その固有値より位相エントロピーを評価した.

1 本報告の目的

ねじれ写像 [1] において「軌道の点列の順序関係が保たれる周期軌道」 の存在は Birkhoff[2] 1こ

よって最初に証明された. これよりこの軌道を 「 $\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{k}\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{f}\mathrm{f}$ 型周期軌道」 (BO) と呼ぶ. この概念

は, 「ねじれ写像におけるある種の軌道の存在」の証明で中心的な役割を果たしてきた [3-6].

方 Non-Birkhoff型周期軌道 (NBO) は, 「軌道の点列の順序が狂う周期軌道」 として定 $\Leftrightarrow$

,
される

(詳細は \S 2.2 を参照の事). Non-Birkhoff型周期軌道は Boyland-Ha11[7-10] により研究された. そ

の結果, Non-Birkhoff型周期軌道は「ねじれ写像におけるある種の軌道の非存在性」の証明で重

要な役割を演じることが明らかにされた.
ここで $F:(x_{n}, y_{n})\daggerarrow(x_{n+1}, y_{n+1})$ を円筒面 $(0\leq x<2\pi, -\infty<y<\infty)$ で定義されたねじれ

写像とする. ただし, ねじれ性� xn+l/\partial yn $>0$ が満たされているとする. このような性質をもった

ねじれ写像として, Standard mapping がある. 我々は既に Standard mapping を含む Standard 型

の写像において対称な Non-Birkhoff型周期軌道の出現順序関係を得ている [11-14]. また同様の順

序関係が強制振動子にも成立することが分かつている [15]. 周期軌道の出現順序に関して最も有名
な例は 1 次元写像における Sharkovskii の順序関係 [16] である. |N釦芋関係の 2次元写像ならひに常
微分方程式系への拡張は多くの研究者によってなされてきた [17-21]. 特に Non-Birkhoff型周期軌
道の出現は, 系の可積分性の破れと関係している $[13,14]$ . また $\mathrm{K}\mathrm{A}\mathrm{M}$ ( $\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{o}$.v-Arnold-Moser)

不変曲線の崩壊とも関係している $[8,22]$ . この報告では, Standard mapping において我々が得た

順序関係等の紹介を行う.
\S 2.1 において Standard mapping を紹介し, \S 2.2-5 では Non-Birkhoff型周期軌道等の基本概念
について述べる. \S 3 では定理の証明で使用する性質を証明する. Non-Birkhoff型周期軌道の出現
順序に関する我々が得た結果を \S 4 で述べる. \S 5 にて Non-Birkhoff型周期軌道に対する組み紐を
構成する. \S 6 では, 組み紐の情報をもとに既約 Burau 行列表現を構成し, その固有値より位相エン

トロピーを評価する. 今後の課題について \S 7 で述べる.

本原稿を作成するにあたり議論して戴いた松岡隆先生 (鳴門教育大学) に感謝いたします.

.帝京平成大学 $\mathrm{y}\mathrm{y}$-chaOs@jb3sO-net.ne jp
\uparrow 国立天文台 tanikawa@exodus.mtk.nao.ac.jp

数理解析研究所講究録 1282巻 2002年 57-80

57



2Standard mapping並びに基本概念の紹介
21Standard mapping

Standard mapping $T$ は円筒面 $(0\leq x<2\pi, -\infty<y<\infty)$ で定義されてぃる.

$y_{n+1}$ $=$ $y_{n}+af(x_{n})$ , (1)
$x_{n+1}$ $=$ $x_{n}+y_{n+1}$ (Mod $2\pi$). (2)

ここで $f(x)=\sin x$ であり, $a$ は正のパラメーターである. Standard mapping には 2 っの不動点
$P=(0,0)$ と $Q=(\pi, 0)$ がある. $P$ はサドルである. $0<a<4$ では $Q$ は楕円点であり, $a>4$ で
は反転型のサドルである. 以下の便宜のためにサドル $(2\pi, 0)$ を $P’$ と記す.
周期軌道を特徴付ける最も簡単な方法は, 回転数 $\nu=p/q$ を利用することである. ここで $q$ は

周期数を表す. $p>0$ ならば軌道は 1 周期の間に円筒面に対する普遍被覆面を $2\pi p$ だけ右に進む.

2.2 Birkhoff型と Non-Birkhoff型周期軌道

Birkhoff型の周期軌道の定義を述べる. すべての議論は円筒面に対する普遍被覆面で行う. 先ず
周期軌道の回転数を固定する. このとき $T$ につぃて不変な集合を三とする. この集合より任意の
2点 $r,$ $s$ を選ひ, 下記の関係が成立してぃる場合, その周期軌道を Birkhoff型周期軌道と定義する.
もし下記の関係を満たさな 1) $r,$ $s$ が存在するならば Non-Birkhoff型周期軌道と定義する [7-10].

$\pi_{1}(\mathrm{r})<\pi_{1}(s),$ $\pi_{1}(Tr)<\pi_{1}(Ts)$ . (3)

ここで $\pi_{1}(\mathrm{r})$ は $f$ の $x$-座標を表す. また $\pi_{2}(r)$ は $f$ の y-座標を表すことにする.
Birkhoff型周期軌道の性質で利用する性質をまとめておく [6].
[1] 不変集合�には楕円型周期軌道 (反転型のサドルも含む) とサドル型周期軌道がある.
[2] $f$ を楕円型周期軌道の点をとり, 一方 $s$ をサドル型周期軌道がらとっても上記の関係は成立
している.

[3] 不変集合三はひとっのリプシッッ関数上に存在してぃる.
ここで架軸上にサドル・ノード分岐 (接線分岐とも呼ばれる) でサドル型と楕円型周期軌道が生

じたとしよう. これらの 2点がリプシッッ関数上にないことは明らがであるがら, これらの周期軌
道は Non-Birkhoff型であることが分がる (\S 2.3 参照).
次に Non-Birkhoff型周期軌道には 2っのタイプがある. ここでは $r,$ $s$ を $\text{サト}.J\mathrm{s}$型または楕円型

周期軌道の点より選ひ, $\mathrm{r}=p_{k-1},$ $s=pk=Tpk-1$ とする. 次の関係を満たす $k,$ $k’$ が存在する軌
道を第 1 のタイプとする.

$\pi_{1}(p_{k-1})<\pi_{1}(p_{k}),$ $\pi_{1}(p_{k})\geq\pi_{1}(p_{k+1})$ , (4)
$\pi_{1}(p_{k’-1})>\pi_{1}(p_{k’}),$ $\pi_{1}(p\mu)\leq\pi_{1}(p_{k’+1})$ . (5)

つまり上記の関係を満たす軌道には, 軌道の途中で前進から後退へ, 後退がら前進へ変ゎる点
$\{p_{k\prime}.p_{k’}\}$ (引き返し点) が存在する. この軌道を後退型 Non-Birkhoff周期軌道と呼ぶ. 可能な
全ての回転数において, 後退型 Non-Birkhoff周期軌道は存在する.
次に第 2 のタイプについて述べる. ひとっの軌道が他の軌道を追い越す場合にも Birkhoff型の
条件が破れる. 第 2 のタイプを「追い越し型 Non-Bikrhoff周期軌道」 と呼ぶ. ここでの分類では,
追い越し型 Non-Bikrhoff周期軌道には引き返し点が存在しない. 追い越し型 Non-Bikrhoff周期軌
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道は回転数 $\nu=p/q$ が, $|p|\geq 2$ の場合に可能である. 2 つのタイプの違いを Fig. 1 に示す. この

レポートでは後退型 Non-Birkhoff周期軌道の出現順序を議論する. 追い越し型 Non-Bikrhoff周期
軌道に関しても議論は可能であるが非常に複雑である.
後退型 Non-Birkhoff周期軌道において, 引き返し点は偶数個ある. 周期が長くなれば引き返し

点数が 4以上の後退型 Non-Birkhoff周期軌道も可能になる. 以下の議論では「引き返し点数が 2
である後退型 Non-Birkhoff周期軌道」 のみに制限することがある. この場合は, この条件を記す.

一般の後退型 Non-Birkhoff周期軌道を扱う場合は, 条件を記さない.

$(\mathrm{a})$

1231’ 2’ 3’ 1”

(b)

12

Fig. 1. (a) 引き返し点数が 2 の後退型 Non-Birkhoff周期軌道 $(\nu=1/3)$ . $(\mathrm{b})$ 追い越し型

Non-Bikrhoff周期軌道 $(\nu=.2/3)$ . ここで $r=2,$ $s=3$ ととれば, $Tr=3’,$ $Ts=1’$ となり, 条件

(3) が破れていることが確認できる. (a),(b) ともに普遍被覆面上での運動. 整数は軌道の空間的な
順序を表す. また $y$ 方向の変化は無視して描いてある.

23 対称線と周期軌道

写像が 2 つの対合 (Involution) の積に分解できるならば, その写像は Reversible である [23].

Standard mapping は 2 種類の形式に分解できるため, 2 重に Reversible である [24]. 第 1 の形式
は左右の対称性を表し, 第 2 の形式は上下の対称性を表す. ここでは主に次の第 1 の形式を利用
する.

$T$ $=$ $H\circ G$ , (6)

$G$ : $(x, y)rightarrow(-x, y+af(x))$ (Mod $2r,$ ), (7)

$H$ : $(x, y)\Leftrightarrow(-x+y, y)$ (Mod $2\pi$ ). (8)

ここで $G^{\prime 2}=id=H^{2}$ ならびに $\det\nabla G=\det\nabla H=-1$ である. 対合 $H,$ $G$ の不動点の集合は対称

線と呼ばれる. 円筒面で, 対合 $G$ は 2 つの対称線 $S_{1,2}$ を持ち, $H$ は対称線 $S_{3,4}$ を持つ. 普遍被覆

面では対称線は無限にある. そのため添字 $m$ ( $-\infty<m<\infty$ : 整数) を導入して区別する. 対称線
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は次のように表せる.

$S_{1}^{(m)}$ : $x=2\pi m$ , (9)
$S_{2}^{(m)}$ : $x=2\pi m+\pi$ , (10)
$S_{3}^{(m)}$ : $y=2(x-2m\pi)$ , (11)
$S_{4}^{(m)}$ : $y=2(x-(2m+1)\pi)$ . (12)

$y>0(y<0)$ の領域にある対称線を指定する必要があるときは $+(-)$ の添字を付ける.
我々は対称線を通過する周期軌道に興味がある. これらの周期軌道を対称周期軌道と呼ぶ. 対称

周期軌道の時間的な順序を $\{p_{0},p_{1}, \cdots,p_{q-1}\}$ と記す. $p_{q}=p_{0}+2\pi p$ が成立している. 対称周期軌
道が, どの対称線をどのような順で通過するかについては, 既に de Vogelaere [23] にょって調べら
れている. ここではその結果を表 I にまとめておく.

表 I. 対称周期軌道と対称線の関係 $(k\geq 1)$

次に対称周期軌道の探索方法を紹介する. 例として軌道が出発する対称線を $S_{1+}^{(0)}$ とし, 周期数を
3 とする. $T^{2}S_{1+}^{(0)}$ と $S_{4}^{(0)}$ との交点は周期 3 の周期点である. この交点は Birkhoff型と Non-Birkhoff
型周期軌道の両者の点を含む. $a$ を増加したとき, $T^{2}S_{1+}^{(0)}$ が $S_{4-}^{(0)}$ と接し交差したとする. この接線
分岐で生じた 2つの交点のひとつが楕円点であり, 他方がサドルである. これらが Non-Birkhoff型
周期軌道の点であることを示そう. 生じ方から一方が Birkhoff型で, 他方がNon-Birkhoff型である
可能性は排除してよい. 交点を $A,$ $B$ とする. $A,$ $B$ が $S_{4-}^{(0)}$ にあるから $\pi_{1}(A)=\pi_{1}(T^{-1}A)+\pi_{2}(A)$

と $\pi_{2}(A)<0$ が成立する. よって $A,$ $B$ は回転数 1/3 の対称後退型 Non-Birkhoff周期軌道の点で
ある.

$A,$ $B$ が $S_{3+}^{(1)}$ にあるとする. $\pi_{2}(A)<\pi_{2}(B)$ ならば, $\pi_{1}(A)<\pi_{1}(B)$ である. $\pi_{2}(T^{-2}A)>$

$\pi_{2}(T^{-2}B),$ $\pi_{1}(T^{-2}A)=\pi_{1}(T^{-2}B)=0$ である. ねじれ性より $\pi_{1}(TA)>\pi_{1}(TB)$ である. これよ
り $T^{-2}B$ から出た軌道が $T^{-2}A$ から出た軌道を追い越していることが分かる. 以上より $A,$ $B$ がと
もに回転数 2/3 の対称追い越し型 Non-Birkhoff周期軌道である. また他の対称線から出発する軌
道に関しても同様のことが示せる. またこの結果は周期数の偶奇性に依存しない. この結果は対称
Non-Birkhoff型周期軌道を探索するために必要な道具であるので, 性質 2-1 としてまとめておく.‘

性質 2-L パラメーター $a$ を増加したとき, ひとつの対称線の像が別の対称線と接触し交差したと
する. 交差点は対称追い越し型または対称後退型 Non-Birkhoff周期軌道の点である.
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24 安定多様体と不安定多様体

2 つのサドル $P,$ $P’$ には安定多様体と不安定多様体が存在する. それぞれのブランチに名前を
付けてお $\text{く}$ (Fig. 2 を参照). $P$ から右上に出ている不安定多様体を $W_{u}^{1},$ $P$ へ右下から入る安定
多様体を $\mathrm{T}V_{s}^{2},P’$ から左下に出ている不安定多様体を $W_{u}^{2},$ $P’$ へ左上から入る安定多様体を $W_{s}^{1}$ と

する. $W_{u}^{1}$ と $W_{u}^{2}$ とは $Q$ に関して互いに点対称な配置にある. 安定多様体に関しても同様である.
Reversibility より安定多様体と不安定多様体は対合で関係付けられる.

$GW_{u}^{i}$ $=$ $W_{s}^{*}.$ , (13)
$HW_{u}^{}$ $=$ $W_{s}^{i}$ . (14)

ここで $i=1,2$ .

4

2

$\mathrm{y}$ 0

-2

-4

0246
$\mathrm{X}$

Fig. 2. Standard mapping における安定多様体と不安定多様体の構造 $(a=3.2)$ . 対称線
$S_{i}^{(0)}(i=. 1, \cdots, 4)$ も描かれている.

安定多様体 $\mathrm{I}l_{s}^{\gamma 1}$ と不安定多様体 $\mathrm{I}V_{u}^{1}$ の点 $u$ における横断的交差は Lazutkin 等 [25] によって証

明されている. 点 $u$ は対称線 $S_{2+}^{(0)}$ 上にある. この点における安定多様体の傾きは不安定多様体の
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傾きより大きい. 不安定多様体 $W_{u}^{1}$ と対称線 $S_{4+}^{(0)}$ との交点を $v$ とする. $u$ と $v$ はホモクリニック
点 (Primary homoclinic point) である [26]. $u$ と $v$ を結ぶ不安定多様体 $W_{u}^{1}$ の弧を $\gamma_{u}=[u, v]_{W_{u}^{1}}$

と, 安定多様体 $\mathfrak{s}\nu_{l}^{1}$ の弧を $\gamma_{s}=[u, v]_{W}!$ と記す. ここで $\gamma_{u}$ と $\gamma_{s}$ で囲まれた開領域をホモクリニッ
クローブ (Primary homoclinic lobe) $V$ と定義する. $T^{-1}v$ と $u$ を結ぶ不安定多様体 $W_{u}^{1}$ の弧を
$[T^{-1}v, u]_{W_{u}^{1}}$ と, 安定多様体 $W_{l}^{1}$ の弧を $[T^{-1}v, u]_{W}!$ と記す. ここで $[T^{-1}v, u]_{W_{l}^{1}}$ と $[T^{-1}v, u]_{W!}$

で囲まれた開領域をホモクリニックローブ $U$ と定義する. 2っのホモクリニックローブは対合 $G$

で関係付けられる.

$U=GV$. (15)

2.5 区間ならひに臨界値の定義

ホモクリニックロープ $V$ の逆像と対称線 $S_{1+}^{(0)}$ の交差より, $S_{1+}^{(0)}$ における開区間 $I_{n}$ を定義する.
同様にその他の対称線上にも開区間が定義できる. Fig. 3 にいくっかの区間が描がれてぃる.

$\mathrm{X}$

Fig. 3. 対称線上の区間の例 $(a=8)$ .
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$I_{n}^{(-m)}$ $=$ $T^{-n}V\cap S_{1+}^{(-m)}(m\geq 0, n\geq 1)$ ,
$J_{n}^{(-m)}$ $=$ $T^{-n}V\cap S_{2+}^{(-m)}(m\geq 1, n\geq 1)$ ,

$I\mathrm{C}_{n}^{(-m)}$ $=$ $T^{-n}V\cap S_{3+}^{(-m)}(m\geq 0, n\geq 0)$ ,
$L_{n}^{(-m)}$ $=$ $T^{-n}V\cap S_{4+}^{(-m)}(m\geq 1, n\geq 0)$ .

(16)

(17)

(18)

(19)

以下の議論で次の略記号を用いる.
$p/q\in I_{n}^{(-m)}$ . (20)

この記号は「区間 $I_{n}^{(-m)}$ から出発する回転数 $p/q$ の対称後退型 Non-Birkhoff周期軌道 (SNBO)
が存在する」 という意味である. 他の区間から出発する回転数 $p/q$ の SNBO についても同様の略
記号を用いる.

最後に 2 つの臨界値を導入する.
[1] $a_{c}(p/q\in I_{n}^{(-m)})$ : 区間 $I_{n}^{(-m)}$ から出発する回転数 $p/q$ の SNBO が接線分岐で生じる臨界値.

[2] $a_{c}(I_{n}^{(-m)})$ : 区間 $I_{n}^{(-m)}$ が生じる臨界値.
他の区間に関しても同様の記号を用いる.

3 基本的な性質

性質 3-L $r$ を $V$ の中の点, $s$ を $U$ の中の点とする. 次の関係が成立する.

$\pi<\pi_{1}(r)<2\pi$ , (21)

$0<\pi_{1}(s)<\pi$ . (22)

証明: $V$ の構成から, $\pi_{1}(u)=\pi$ であり $\pi<\pi_{1}(v)<2\pi$ が成立する. 第 2 の関係は式 (15) より導
かれる. Q.E.D.

性質 3-2. $D$ を $B_{1}=[Q, u]_{S_{2}^{(0)}},$
$B_{2}=\gamma_{u},$ $B_{3}=[v, P’]_{W_{s}^{1}},$ $B_{4}=[Q, P’]\in x$ 軸で囲まれた開領域

とする. $Z$ は, $D$ の外の領域にあり, かつ $y>0$ と $y<2(x-\pi)$ を満たす開領域とする. 下記の関

係が成立する.
$TD\cap Z=\emptyset$ . (23)

証明: $D$ の境界の $T$ による像を調べる.

[1] $TB_{1}$ : これは $D$ の中にある $y=(x-\pi)$ の線分. $TB_{1}\cap Z=\emptyset$ .
[2] $TB_{3}$ : これは $\mathrm{I}\Psi_{s}^{1}$ の弧 $[Tv, P’]$ .
[3] $s$ を $B_{4}\backslash \{Q, P’\}$ 上の点とする. $\pi_{2}(Ts)<0$ であることは簡単に示せる. これより $TB_{4}\cap Z=\emptyset$

が導かれる.
[4] $TB_{2}\cap TB_{4}=\emptyset$ が成立するから, $TV$ は $TB_{1}$ , $[$Tu, $P’]_{W_{s}^{2}}$ と $TB_{4}$ で囲まれた領域にある.

よって $TB_{2}\cap Z=\emptyset$ が得られる.
以上の結果をまとめて性質 3-2 の証明は終わる. Q.E.D.

性質 3-3. ホモクリニックローブの中にある周期点は後退型 Non-Birkhoff周期軌道の周期点で
ある.
証明: $r\in V$ を回転数 $\nu=p/q$ の周期軌道の点とする. $\pi_{1}(r)-\pi_{1}(T^{-1}r)=\pi_{2}(r)>0$ が成立する

から, $T^{-1}r$ から $r$ へ軌道は前進している. 回転数がゼロならば, 軌道はいずれ後退しなければなら
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ない. また回転数が負でも同様である. よって回転数がゼロまたは負の場合は, この軌道は後退型
Non-Birkhoff周期軌道である. 以下では回転数が正 $(p>0)$ の場合を扱う.
性質 $y3$ が成立しないとすると, 次の関係が得られる.

$\pi_{1}(\mathrm{r})\leq\pi_{1}(T_{\Gamma})\leq\cdots\leq\pi_{1}(T^{q}\mathrm{r})=\pi_{1}(\mathrm{r})+2p\pi$ . (24)

ある点 $T^{k_{f}}(1\leq k\leq q-1)$ が $x$ 軸の下方にあるとすると, 次の矛盾が生じる.

$\pi_{1}(T^{k-1}r)>\pi_{1}(T^{k}\mathrm{r})$ . (25)

よって $\{\mathrm{r}, \cdots, T^{k}r\}\in D$ かっ $T^{k+1}\mathrm{r}\in Z(1\leq k\leq q-1)$ を満たす $k$ が存在する. ここで $D$ と $Z$

は性質 3-2 で定義された領域である. しかし, このような $k$ の存在は性質 3-2 に反する. Q.E.D.

性質 3-4. 区間 $I_{n}^{(-m)}$ は唯一っの成分で構成される. 同様のことは他の区間につぃても成立する.
証明: $\gamma_{s}$ において $u$ から $v$ へ安定多様体にそって $x$-座標を増加したとき, $\gamma_{s}$ の傾き $\xi_{s}$ は狭義単調
減少である [27]. よって $\xi_{s}(w)=1$ を満たす高々 1 っの点 $w$ が存在する. このことは曲線 $T^{-1}\gamma_{S}$

の傾きが発散する点 $T^{-1}w$ 力塙々 1 つあることを意味してぃる. これより区間 $I_{1}^{(0)}$ は 1 っの連結
成分で構成されていることが分かる. 次に $I_{2}^{(0)}$ が 2 っの成分を持っとする. そうすると $T^{-2}\gamma_{s}$ に
は傾きが発散している点が少なくとも 3点ある. これより $T^{-1}\gamma_{s}$ には傾きが 1 の点が少なくとも 3
点あることが分かる. 曲線 $T^{-1}\gamma_{s}$ の連続性より, この曲線には傾きが発散する点が少なくとも 3点
ある. これは矛盾である. この手順をくり返して性質 3-4 は証明される. 他の区間に関しても同様
である. Q.E.D.

性質 3-5. 区間が出現する臨界値に対して次の不等式が成立する.

$a_{c}(I_{n+1}^{(-m)})<a_{c}(I_{n}^{(-m)}),$ $a_{c}(J_{n+1}^{(-m)})<a_{c}(J_{n}^{(-m)})(m\geq 0, n\geq 1)$ . (26)

$a_{c}(I\mathrm{f}_{n+1}^{(-m)})<a_{c}(I\mathrm{f}_{n}^{(-m)}),$ $a_{c}(L_{n+1}^{(-m)})<a_{c}(L_{n}^{(-m)})(m\geq 0, n\geq 0)$ . (27)
$a_{c}(I_{n}^{(-m)})<a_{c}(I_{n}^{(-m-1)}),$ $a_{c}(J_{n}^{(-m)})<a_{c}(J_{n}^{(-m-1)})(m\geq 0, n\geq 1)$ . (28)

$a_{c}(R_{n}^{(-m)}.)<a_{c}(I\dot{\mathrm{t}}_{n}^{(-m-1)}),$ $a_{c}(L_{n}^{(-m)})<a_{c}(L_{n}^{(-m-1)})(m\geq 0, n\geq 0)$ . (29)
$a_{c}(JS^{-m-\mathfrak{y}})>a_{c}(L_{n}^{(-m-0})>a_{c}(I_{n}^{(-m)})>a_{c}(I\mathrm{f}_{n}^{(-m)})(m\geq 0)$ . (30)

$a_{c}(I\dot{\mathrm{e}}_{n}^{(-m)})>a_{c}(I_{n+1}^{(-m)})(m\geq 0)$ . (31)

$a_{c}(L_{n}^{(-m)})>a_{c}(J_{n+1}^{(-m)})(m\geq 0)$ . (32)

証明: 区間の構成法ならひにラムダ補題 [28] より式 (26)-(30) が成立する. よって式 (31) を証明す
る. $T^{-1}\gamma_{S}$ が $S_{3+}^{(0)}$ に接触した状況を考える. この状況では $T^{-1}\gamma\sim\mathrm{h}y$ $=x(x\geq 0)$ と交差してぃ
る. この区間の逆像は区間 $I_{2}^{(0)}$ である. これより関係式 $a_{c}(I\dot{\mathrm{e}}_{1}^{(0)})>a_{c}(I_{2}^{(0)})$ が得られる. この手順
をくり返して, 式 (31) が証明される. 式 (32) の証明も同様である. Q.E.D.

性質 3-6.
$\lim_{narrow\backslash \infty}a_{c}(R_{n}^{(-m)})=0$ . (33)

ここで $R$ は次を意味する.

$R=\{I, J\}(m\geq 0, n\geq 1),$ $R=\{K, L\}(m\geq 0, n\geq 0)$ .
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証明 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ ラムダ補題より $W^{1}$ と $S(\ovalbox{\tt\small REJECT}^{m)}$ の交差は $a\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ でない限り存在する. よって上記の区間は
$u(s)$ $+$

$a\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ でない限り存在するので題意は示された. $\mathrm{Q}\mathrm{E}$ D.

性質 3-7.
$\lim_{narrow\infty}T^{n}R_{n}^{(-m)}=\gamma_{u}$ (34)

ここで $R$ の定義は性質 3-6 と同じ.
証明: すべての弧 $T^{n}I_{n}^{(-m)}(n\geq 1)$ は $V$ の中に存在する. 上記の関係が成立しないとすると, $\gamma_{u}$

と集積した極限の弧の間に隙 $\mathrm{F}\mathrm{B}\mathrm{i}\mathrm{B}\dot{\backslash }$存在する. これを $W$ と記す. ラムダ補題より, $T^{-k}W\cap S_{1+}^{(-m)}\neq$

$\emptyset(k\geq k_{0})$ を満たす $k_{0}$ が存在することが分かる. これは $I_{k}^{(-m)}$ の像が $W\in V$ の中に存在するこ

とを意味し矛盾である. Q.E.D.

性質 3-8. ひとつの区間 $I_{n}^{(-m)}$ が存在すれば, その区間の中に SNBO の周期点が存在する. その

他の区間 $J_{n}^{\mathrm{t}-m)},I\dot{\mathrm{i}}_{n}^{\mathrm{t}-m)},$ $L_{n}^{(-m)}$ についても同様である.

証明: ラムダ補題を利用すると, $j\geq jo$ に対して $T^{j}\gamma_{u}\cap S_{2-}^{(0)}\neq\emptyset$ であるような正の整数 $jo$ が存在

することが分かる. もし $T^{j+n}I_{n}^{(0)}\cap S_{2-}^{(0)}\neq\emptyset$ が成立するならば, 交差点は回転数 $\nu=1/(2j+2n)$

の SNBO の周期点である. 次に $T^{j+n}I_{n}^{(0)}\cap S_{2-}^{(0)}=\emptyset$ の場合を考える. 性質 3-7 より $k\geq k_{0}$ に対

して $T^{j+n+k}I_{n}^{(0)}\cap S_{2-}^{(0)}\neq\emptyset$ が成立するような正の整数 $k_{0}$ が存在することが分かる. 交差点は回転

数 $\nu=1/(2j+2n+2k)$ の SNBO の周期点である. 以上で SNBO の存在は証明された. 他の区間

に関する証明も同様である. Q.E.D.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}-m)$ を未来へ写像した像 $T^{n+1}I_{n}^{(-m)}$ が, パラメーター $a$ の増加とともに対称線 $S_{2-}^{(0)}$ と接触し

交差の仕方について注意しておこう. 像 $T^{n}I_{n}^{(-m)}\in V$ は対称線 $S_{2-}^{(0)}$ の右にある. 像 $T^{n+1}I_{n}^{(-m)}$

は対称線 $S_{2-}^{(0)}$ の右にあり, 対称線 $S_{2}^{(0)-}$ と接触交差していないとする. $a$ を増加し, $T^{n+1}I_{n}^{(-m)}$ が

対称線 $S_{2}^{(0)-}$ と接触するとき, $S_{2-}^{(0)}$ の右から接触する. また $y<0$ の領域にある他の対称線と接触
するときも同様である.

性質 3-9. SNBO が生じる臨界値に関して次の関係が成立する.

$a_{c}(p/q\in R_{n}^{(-m)})$ $>$ $a_{c}(R_{n}^{(-m)})$ , (35)

$\lim_{qarrow\infty}a_{c}(p/q\in R_{n}^{(-m)})$ $=$ $a_{c}(R_{n}^{(-m)})$ (36)

ここで $R$ の定義は性質 3-6 と同じ.

証明: 回転数 $\nu=p/q$ の SNBO の周期点は区間 $I_{n}^{(-m)}$ の中に生じるから, 式 (35) が成立する. 次

{こ $\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}_{qarrow\infty}a_{\mathrm{C}}(p/q\in I_{n}^{(-m)})=a_{C}(I^{(-m)}n)+\delta(\delta>0)$ と仮定する. $a_{c}(I^{(-m)}n)<a<a_{\mathrm{C}}(I^{(-m)}n)+\delta$

において, 区間 $I_{n}^{(-m)}$ は存在するが, SNBO は存在しない. しかしこれは性質 3-8 に矛盾する. よっ

て式 (36) は証明された. 他の区間における SNBO の臨界値に関する証明も同様である .Q.E.D.

性質 3-10. 区間 $I_{n}^{(-m)}$ または $J_{n}^{(-m)}$ から出発する SNBO の最小周期は $2n+1$ であり, 区間 Kn(-mゝ
または $L_{n}^{\mathrm{t}-m)}$ から出発する SNBO の最小周期は $2n+2$ である.

証明: 定義より $I_{n}^{(-m)}$ から $V$ まで $n$ 回の写像が必要である. $V$ から $U$ までの最小の写像回数は

1 である. $G$ に関する対称性より $U$ から出発した軌道が 1 周期を完成するために更に $n$ 回の写像

が必要である. 以上で第 1 の主張が得られた. 同様に定義より $R’n\mathrm{t}-m$ ) から $V$ まで $n$ 回の写像が

必要である. $V$ から $U$ までの最小の写像回数は 1 である. $H$ に関する対称性より $U$ から出発した

軌道が 1 周期を完成するために更に $(n+1)$ 回の写像が必要である. 以上で第 2 の主張が得られ
た. $\mathrm{Q}.\mathrm{E}\cdot \mathrm{D}$ .
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4 順序関係

以下で扱う SNBO は, 引き返し点数が 2で回転数が $\nu=p/q(p\geq 0, q\geq 2)$ の SNBO に制限する.

4.1 周期 2, 3 の SNBO に対する順序関係

\S 4.2 で証明される順序関係において周期 2 と 3 の SNBO が特別の位置にある. よってこれらの
軌道の性質をまとめておく. 順序関係を表すために利用する矢印記号の意味を例をもとに説明する.

$\frac{1}{3}\in I_{1}^{(0)}arrow\frac{1}{5}\in I_{2}^{(0)}$ , (37)

$\frac{0}{3}\in I_{1}^{(0)}rightarrow\frac{3}{3}\in I_{1}^{(-1)}$ . (38)

式 (37) は, $I_{0}^{(0)}$ を出発する回転数 $\nu=1/3$ の SNBO があれば, $I_{2}^{(0)}$ を出発する回転数 $\nu=1/5$ の

SNBO があることを意味する. 下矢印, 左矢印も同様の意味である. 式 (38) は, $I_{1}^{(0)}$ を出発する回
転数 $\nu=0/3$ の SNBO と, $I_{1}^{(-1)}$ を出発する回転数 $\nu=3/3$ の SNBO が同時に生じることを意味
する.
性質 3-11 より, 周期 2 の SNBO の周期点は対称線 K0(-\rightarrow と $L_{0}^{(-m)}$ の上にあることが分かる.

周期 2 の SNBO の出現順序関係を表 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ に示す [12].

表垣. 周期 2 の SNBO の出現順序関係.

$I\mathrm{f}_{0}^{\cup}$ $arrow$ $L_{0}^{-1}$ $arrow$ $I\mathrm{f}_{0}^{-1}$ $arrow$ $L_{0}^{-\overline{z}}$ $arrow$

0/2 $arrow$

$\downarrow$ $[searrow]$

0/2 $arrow$ 1/2 $arrow$

$\downarrow$ $\nwarrow$ $\downarrow$ $[searrow]$

0/2 $arrow$ 1/2 $arrow$ 2/2 $arrow$

$\downarrow$ $[searrow]$ $\downarrow$ $\nwarrow$ $\downarrow$ $[searrow]$

$0/2$ $arrow$ 1/2 $arrow$ 2/2 $arrow$ 3/2 $arrow$

$\downarrow$ $[searrow]$ $\downarrow$ $[searrow]$ $\downarrow$ $[searrow]$ $\downarrow$ $[searrow]$

$1/2$ $arrow$ 2/2 $arrow$ 3/2 $arrow$ 4/2 $arrow$

表 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の順序関係の略証. 周期 2 が生じる臨界値 $a_{c}(p/2\in K_{0}^{(-m)})$ と a。$(p/2\in L_{0}^{(-m)})$ を評価すれ
ばよい.

$a_{c}(p/2\in I\dot{\mathrm{c}}_{0}^{(-m)})$ $2\pi(3+4m-p)(n\geq 0,2m+1\geq p\geq 0)$ , (39)
$a_{c}(p/2\in L_{0}^{(-m)})$ $2\pi(1+4m-p)(n\geq 1,2m\geq p\geq 0)$ . (40)

式 (39) と (40) によって表 $\mathrm{I}\mathrm{I}$ の順序関係は得られる. 生じる 2つの周期点のひとつの $x$-座標が, 近
似的に $3\pi/2$ であることを利用して, 臨界値を評価した. Q.E.D.
次に区間 $I_{1}^{(-m)}$ と $J_{1}^{(-m)}$ に生じる周期 3 の SNBO の順序関係を表 III に示す [11].
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表 III. 周期 3 の SNBO の出現順序関係.

$I_{1}^{0}$ $arrow$ $J_{1}^{-1}$ $arrow$ $I_{1}^{-1}$ $arrow$ $J_{1}^{-z}$ $arrow$

0/3 $arrow$

$\downarrow$

0/3 $arrow$ 1/3 $arrow$

$\downarrow$
$\downarrow$

0/3 $arrow$ 1/3 $arrow$ 2/3 $arrow$

$\downarrow$ $\downarrow$
$\downarrow$

0/3 $arrow$ 1/3 $arrow$ 2/3 $arrow$ 3/3 $arrow$

$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$
$\downarrow$

1/3 $arrow$ 2/3 $arrow$ 3/3 $arrow$ 4/3 $arrow$

表 III の順序関係の略証. 周期 3が生じる臨界値 $a_{c}(p/3\in I_{1}^{(-m)})$ と a。$(p/3\in J_{1}^{(-m)})$ を評価する.

$a_{c}(p/3\in I_{1}^{(-m)})$ 2 $(3m-p+9/4)\pi(i\geq 0,2m+1\geq p\geq 0)$ , (41)

$a_{c}(p/3\in J_{1}^{(-m)})$ $\approx$ 2 $(3m-p+3/4)\pi(i\geq 1,2m\geq p\geq 0)$ . (42)

表 I垣の順序関係は式 (41) と (42) で決定される. 生じる 3 つの周期点のひとつの $x$-座標が, 近似

的に $3\pi/2$ であることを利用して, 臨界値を評価した .Q.E.D.
同時に複数の周期 3 が生じることが式 (41) と (42) より分かる. この同時発生を表 I垣に記すと

複雑になるので省略してある.

422 つの順序関係

421 2 つの定理

定理 1 区間 $I_{n}^{(-m)},$ $J_{n}^{(-m)}$ に生じる SNBO の出現に対して次の順序関係が成立する. 但し $I_{n}^{(-m)}$

に対しては $0\leq p\leq(2m+1)$ であり, 区間 $J_{n}^{(-m)}$ に対しては $0\leq p\leq 2m$ である.

$I_{0}^{-m},$ $J_{0}^{-m}$ : $p/3$ $arrow$ $p/4$ $arrow$ $p/5$ $arrow$ $p/6$ $arrow$

$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$
$\downarrow$

$I_{1}^{(-m)},$ $J_{1}^{(-m)}$ : $p/5$ $arrow$ $p/6$ $arrow$ $p/7$ $arrow$ $p/8$ $arrow$

$\downarrow$ $\downarrow$ $\downarrow$
$\downarrow$

$I_{2}^{(-m)},$ $J_{2}^{(-m)}$ :
$p/7\downarrow$

$arrow$

$p/8\downarrow$

$arrow$

$p/9\downarrow$

$arrow$

$p/10\downarrow$

$arrow$

証明. 式 (41) と (42) が $p$ に対する制限を与える. 次に区間 $I_{n}^{(-m)}$ に生じる SNBO に対する順序
関係を証明する. 区間 $J_{n}^{(-m)}$ に生じる SNBO に対ず $\dot{\text{る}}$順序関係の証明も同様であるので省略する.
以下の証明で用語として 「交差」 を用いる. この 「交差」 は横断的交差と考えても, 非横断的交差

と考えてもよい. また接触と考えてもよい.
(1) $I_{n}^{(-m)}$ : $p/karrow p/(k+1)(k\geq 2n+1)$ の証明.

[1-1] $p$ と $k$ が共に奇数.

67



周期力埼数で, $p$ 力埼数の場合, $T^{(k+1)/2}In\mathrm{t}-m$) は $S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}$ と交差する. パラメーターを増加
したとき, $T^{(k+1)/2}In^{\mathrm{t}-m)}$ は $S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}$ の右側から接触し交差点を生じさせる. 以下のすべて
の場合において, 交差点の生じ方は同じである. $S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}$ と $S_{2-}^{-\mathrm{t}m-(p-1)/2)}$ の位置関係から,
T\leftrightarrow +y/2In(-mゝ寡 $S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, $p/(k+1)\in I_{n}^{\mathrm{t}-m)}$ が導かれた.
[1-2] $p$ 力埼数で, $k$ が偶数.
上記と同じように仮定から $T^{k/2}I_{\hslash}^{(-m)}\cap S_{2-}^{-\mathrm{t}m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$が導かれる. これらの交点は, ねじ

れ性より $S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}$ の左へ写像される. これより $T^{(k+2)/2}In\mathrm{t}-m$) $\cap S_{4-}^{-\mathrm{t}m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得ら
れ, 題意が示された.
[1-3] $p$ が偶数で, $k$ 力埼数.
この場合は, $T^{(k}+01^{\mathit{2}}In\mathrm{t}-m$ ) は対称線 $S_{3-}^{-(m-p/2)}$ と交差している. $T^{(k+1)/2}I_{\hslash}^{(-m)}\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$

が得られ, 題意が示された.
[1-4] $p$ と $k$ が共に偶数.

Tk/2In(-mゝは対称線 $S_{1-}^{-\mathrm{t}m-p/2)}$ と交差している. ねじれ性より交点は対称線 $S_{3-}^{-(m-p/2)}$ の左へ
写像される. よって $T(k+2)/2In\mathrm{t}-m)\cap S_{3-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意が示された.

Fig. 4. $T^{0+\mathfrak{y}/\mathit{2}}I_{n}^{(-m)}$ と $T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}$ の位置関係.

(2) $p/k\in I_{n}^{(-m)}arrow p/(k+\cdot 2)\in I_{n+1}^{(-m)}$ : $(k\geq 2n+1)$ の証明.
[2-1] $p$ と $k$ が共に奇数.
仮定 $p/k\in I_{n}^{(-m)}$ は, $T^{(k+1)/2}I_{n}^{(-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ を意味する. $T^{(k+1\}/2}I_{n}^{(-m)}$ と

$T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m}$ゝ の位置関係は Fig. 4 に示されている. $T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}$ は $T^{(k+0/\mathit{2}}I_{n}^{(-m)}$ の外 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\mathrm{I}}1[]$こ
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位置する. このような配置を $T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{(k+1)/2}I_{n}^{(-m)}$ と表すことにする. この配置より

$T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, $p/(k+2)\in I_{n+1}^{(-m)}$ が示された.

[2-2] $p$ 力埼数で $k$ が偶数.
仮定より, $T^{k/2}I_{n}^{(-m)}\cap S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られる. また $T^{(k+2)/2}I_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{k/2}I_{n}^{(-m)}$ より,

$T^{(k+2)/2}I_{n+1}^{(-m)}\cap S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された.

[2-3] $p$ が偶数で $k$ 力埼数.

仮定より $T^{(k+1)/2}I_{n}^{(-m)}\cap S_{3-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られる. また $T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{(k+1)/2}I_{n}^{(-m)}$ よ

り, $T^{(k+3)/2}I_{n+1}^{(-m)}\cap S_{3-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された.

[2-4] $p$ と $k$ が共に偶数.

仮定より $T^{k/2}I_{n}^{(-m)}\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られる. また $T^{(k+2)/2}I_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{k/2}I_{n}^{(-m)}$ より,

$T^{(k+2)/2}I_{n+1}^{(-m)}\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された. Q.E.D.

定理 2 区間 $I\prime \mathrm{i}_{n}^{(-m)},$ $L_{n}^{(-m)}$ に生じる SNBO の出現に対して次の順序関係が成立する. 但し $I\dot{\mathrm{t}}_{n}^{(-m)}$ .

{こ対しては $0\leq p\leq(2m+1)$ であり, 区間 $L_{n}^{(-m)}$ [こ対しては $0\leq p\leq 2m$ である.

証明式 (39) と (40) 力 $\backslash \cdot$

$p$ に対する制限を決める. 次に, $I\dot{\mathrm{e}}_{n}^{(-m)}$ における SNBO の順序関係を証明
する. $L_{n}^{(-m)}$. の SNBO に関しても同様に証明できる.
(1) $I\dot{1}n\mathrm{t}-m)$ : $p/karrow p/(k+1)(k\geq 2n+2)$ の証明.

[1-1] $p$ と $k$ が共に奇数.
仮定 p/k\in Kn(-mゝは $T^{(k-1)/2}I\dot{\mathrm{t}}^{(-m)}n\cap S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ を意味する. これらの交点を写像す

ると, ねじれ性より $S_{4-}^{-\mathrm{t}m-(p-1)/2)}$ の左倶$\mathrm{I}$」{こ移る. よって $T^{(k+1)/2}I\mathrm{t}_{\acute{n}}^{(-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が

$\acute{\mathrm{t}}\Rightarrow \mathrm{I}\supset \text{れ}\mathrm{a}-,$
$p/(k+1)\in I\mathrm{e}_{\acute{n}}^{(-m)}$ 力’示さ $\text{れ}_{\overline{\mathrm{c}}}$ .

[1-2] $p$ 力埼数で, $k$ が偶数.
仮定より $T^{k/2}I\dot{\mathrm{e}}_{n}^{\mathrm{t}-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が成立する. 対称線 $S_{4-}^{-\mathrm{t}m-(p-1)/2)}$ と $S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}$

の位置関係より, $T^{k/2}I\dot{\mathrm{e}}_{n}^{(-m)}\cap S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意が示された.

[1-3] $p$ が偶数で, $k$ 力埼数.

仮定より T$(k-1)/2I\dot{\mathrm{t}}^{(-m}n$ゝ寡 $S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が成立する. 交点はねじれ性より $S_{3-}^{-(m-p/2)}$ の左 $ffi\mathrm{I}|[]$こ

写像される. この結果 $T(k+))/2\mathrm{K}n^{-m)}\mathrm{t}\cap S_{3-}^{-\mathrm{t}^{\mathrm{y}\mathrm{y}}\mathrm{z}-p/2)}\neq\emptyset$ が得ら?.1, 題意が示された.
$p$

[1-4] $p$ と $h^{\wedge}$ が共に偶数.
仮定より T”/2Kn(-mゝ口 $S_{3_{\backslash }^{-}}^{-\mathrm{t}m-p/\mathit{2})}\neq\emptyset$ が成立する. よって $T^{k/2}Ii^{(-m)}n\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ 力\mbox{\boldmath $\tau$}得ら

れ, 題意が示された.

(2) $p/k\in K_{n}^{(-n\iota)}arrow p/(k+2)\in_{\mathrm{f}}I\dot{1}_{n+1}^{(-m)}$ : $(k\geq 2n+2)$ の証明.

[2-1] $p$ と $k$ が共に奇数.
仮定より $T^{(k-01^{2}}\mathrm{K}^{(-m)}n\cap S_{2-}^{-(\mathrm{v}\mathrm{r}\mathrm{z}-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が成立する. また $T^{(k+1)/2}I\dot{\mathrm{t}}_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{(k-1)/2}I\mathrm{f}^{(-m)}n$

も成立するから, $T^{(k+1)/2}I\mathrm{e}_{\acute{n}+1}^{(-m)}\cap S_{2-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, $p/(k+2)\in I\dot{\mathrm{c}}_{n+1}^{(-m)}$ が示された.
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[2-2] $p$ 力埼数で $k$ が偶数.
仮定より $T^{k/2}I\iota_{n}^{-(-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が成立する. また $T^{(k+2)/2}K_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{k/2}I\mathrm{f}_{n}^{(-m)}$ も成

立する. よって $T^{(k+2)/2}I\mathrm{f}_{n+1}^{(-m)}\cap S_{4-}^{-(m-(p-1)/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された.
[2-3] $p$ が偶数で $k$ が奇数.
仮定より $T^{(k-1)/2}I\mathrm{f}_{n}^{(-m)}\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が成立する. また $T^{(k+1)/2}K_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{(k-1)/2}K_{n}^{(-m)}$

も成立する. よって $T^{(k\dotplus 1)/2}K_{n+1}^{(-m)}\cap S_{1-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された.
[2-4] $p$ と $k$ が共に偶数.
仮定より $T^{k/2}I\dot{\mathrm{e}}_{n}^{(-m)}\cap S_{3-}^{-(m-p/2)}.\neq\emptyset$ が成立する. また $T^{(k+2)/\mathit{2}}K_{n+1}^{(-m)}\dashv T^{k/\mathit{2}}K_{n}^{(-m)}$ が成立す

る. よって $T^{(k+2)/2}K_{n+1}^{(-m)}\cap S_{3-}^{-(m-p/2)}\neq\emptyset$ が得られ, 題意は示された. Q.B.D.

ここで $\mathrm{D}\mathrm{O}_{R\mathfrak{l}-m)}^{p}$ と $\mathrm{D}\mathrm{O}_{R\mathrm{t}-m\}}^{p}(i,j)(R=I,J, K,L)$ の記号を導入する. ここで $p$ は回転数の分子
を表す. 前者は順序関係そのものを表し, 後者は順序関係の (幻) 成分を表す. ただし $I^{(-m)},$ $J^{(-m)}$

[こ対しては $i\geq 1,$ $\geq 1$ であり, $I\dot{\iota}^{(-m)}$ ならひに $L^{(-m)}$ に対しては $i\geq 0,$ $j\geq 1$ である.

4.2.2 臨界値の漸近

数値計算で得られた臨界値 $a_{c}(1/(2i+j)\in I_{-}^{(0)})$ を Fig. 5 に 3次元プロットで示す. Fig. 5 で,
最大値が示している臨界値は $a_{c}(1/3\in I_{1}^{(0)})$ である. $i$ または $j$ を増加させるにっれて臨界値は
減少する. $i$ を固定し $j$ を増加させた場合, 臨界値はそれぞれの区間が発生する臨界値に集積する
(式 (36) を参照)巧を固定し $i$ を増加させた場合も, 臨界値はある値に集積する. 最初に $j$ 力埼数
の列を考える. この場合, $pi$ は $V$ の中にあり, $p:+(j+1)/2$ は $S_{4-}^{(0)}$ 上にある. $a_{c}(1/(2i+j)\in I_{i}^{(0)})$

の漸近する値は, $T^{(\mathrm{j}+1)/2}\gamma_{u}$ が $S_{4-}^{(0)}$ と接する臨界値である. この接触にょって周期が無限に長い
SNBO が生じる. $j$ が偶数の列において, $a_{c}(1/(2i+j)\in I^{\underline{(}0)})$ の漸近する値は, $T^{j/2}\gamma_{u}$ が $S_{2-}^{(0)}$ と
接する臨界値である. これらの 2っの臨界値の詳細は省略する. Fig. 6 に得られた臨界値 a。$(I_{-}^{(0)})$

と $a_{c}(I\dot{\mathrm{t}}_{i}^{(0)})$ は $i>>1$ は嫁こ関してベキ関数的に減少することが分がる.

a。(ae) $)$

’
$a_{c}(K_{-}^{(0)}) \propto\frac{1}{-a}(\alpha=0.93)$ . (43)

Fig. 5]界値 $a_{c}(1/(2i+j)\in I_{i}^{(0)})$ の 3次元プロット.
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Fig. 6]界値 ac\breve }0))(四角) と ac $(K_{i}^{(0)})$ (丸) の $i$ 依存性.

5 組み紐

ここでは順序関係 $\mathrm{D}\mathrm{O}_{I^{(0)}}^{1}$ における SNBO の軌道の情報から組み紐を構成する. JN 序関係の SBNO
で周期力埼数 $q=2i+j(j=2k+1, k\geq 0, i\geq 1)$ の軌道は, 対称性を利用して 4つのブロツク

$A,$ $B,$ $C,$ $D$ に分けられる.

$A=\{p_{0}, \cdots,p_{i-1}\}$ , $B=\{p_{i}, \cdots,p_{i+k}\}$ ,

$C=\{pi+k+1, \cdots,pi+2k+1\}$ , $D=\{p_{i+2k+2}, \cdots,p_{2:+2k}\}$ .

対称性より $A\backslash \{Po\}=GD$ 並びに $B=GC$ 力{成立する.

Fig. 7 には区間 $I_{3}^{(0)}$ を出発する回転数 $\nu=1/9$ の SNBO の軌道が描かれて $1\backslash$る. この軌道}f

$A=\{p_{0},p_{1},p_{2}\},$ $B=\{p_{3},p_{4}\},$ $C=\{p_{5},p\epsilon\}$ と $D=\{p_{7},p_{8}\}$ の 4 つのグノレープ tこ分 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\mathrm{e}$ ら $\text{れる}$ . $A$

は $\dagger’V_{u}^{1}$ の左に位置し, $C$ は $W_{u}^{1}$ の右に位置する. ここでは不安定多様体の進行する方向力
$\backslash$ ら見て

左右を決めている. $S_{2}^{(0)}$ に関する対称性より, $B$ は $W_{s}^{1}$ の右に, そして $D$ it $W_{s}^{1}$ の左 [こ位置する.

一般の場合の配置は Fig. $8(\mathrm{a})$ に描かれている. $A,$ $B,$ $C,$ $D$ の中の点に関して, 次の関係 1-5 力\mbox{\boldmath $\tau$}満

たされていることに注意する.

関係 1: $B,$ $C$ の中には引き返し点が 1 つある.

関係 2: $A$ と $D$ の点に関して次の不等式が成立する.

$r_{11}(p_{m})<\pi_{1}(p_{m’})(0\leq m<m’\leq i-1, i+2k+2\leq m<m’\leq 2i+2k)$ , (44)

関係 3: $A$ と $C$ の点に関して次の不等式が成立する. 互いに対応する点がな 1)場合もある.

$\pi_{1}(p_{i-1})$ $<$ $r_{1}|(p_{i+\mathit{2}k+1})$ , (45)

$\pi_{1}$ (pi-2) $<$ $\pi_{1}(p_{i+2k})$ , (46)

関係 4: $B$ と $D$ の点に関して次の不等式が成立する. 互いに対応する点力{な 1)場合もある.

$\pi_{1}(p_{i})$ $<$ $r_{1}|(p_{i+2k+\mathit{2}})$ , (47)
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$\pi_{1}(p_{i+1})$ $<$ $\pi_{1}(p_{i+2k+3})$ , (48)
$\ldots$ .

関係 5 : $B$ の各点の $x$-座標は, $C$ のすべての点の x-座標より大きい.

関係 2 は $A$ と $D$ の中の点列は順序保存であることに対応してぃる. 式 (49) は $p_{*-1}$
. がホモクリ

ニック点 $T^{-1}v$ の左にあり, $Pi+2k+1$ がホモクリニック点 $T^{-1}v$ の右にあることより導がれる. 他
の不等式も同様に得られる. 関係 4 は対称性より関係 3 より得られる. $G$ に関する対称性より関係
5 が成立する.

$\mathrm{x}$

Fig. 7. 区間 $I_{3}^{(0)}$ を出発する回転数 $\nu=1/9$ の SNBO の軌道. 整数 $k$ は $pk$ の略記号である. 安
定多様体と不安定多様体も描かれている.

周期軌道において $x$-座標のみに注日し軌道の順序関係を構成しよう. 上記の関係をみたし, かっ
乃と $pi+k+1$ が引き返し点であるように, 軌道の順序関係を 1 次元の列に並べたものを基本順序関
係と呼ぶ (Fig. $8(\mathrm{b})$ ). 奇数周期に対する軌道の順序 Oo(的) は次のように得られる.

$O_{o}(i,j)=(A\uparrow C8B\downarrow D)$ . (49)

ここで (i,力は $\mathrm{D}\mathrm{O}_{I^{(0)}}^{1}$ の成分を表わす. ここでは参考のために不安定多様体等の位置を入れてあ
る. 記号 \uparrow は $\mathrm{f}\prime V_{u}^{1}$ の位置を, 記号 \downarrow は $S_{2}^{(0)}$ の位置を,

$\circ$

そして記号 \downarrow は $W_{s}^{1}$ の位置を表す.
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(b)

Fig. 8. (a) $A,$ $B,$ $C,$ $D$ の配置. $(\mathrm{b})A,$ $B,$ $C,$$D\mathrm{s}$ を 1 次元の列に並べた基本順序関係.

Fig. 7 の基本順序関係は
$O_{o}\langle 3,3$ ) $=(012654378)$ . (50)

関係 1-5 を満たす順序関係はこれ以外に 2 つある.

$O_{o}’(3,3)=(012563478)$ , (51)

$O_{o}’’(3,3)=(015263748)$ . (52)

関係 3 と 4 より, $O_{o}’’(3,3)$ の 1 と 5,4 と 8 を入れ替えることはできない. Fig. 7 に対応している順
序関係は $O_{o}’(3,3)$ である. この順序関係は基本順序関係と異なっている. これについては後で議
論する.
軌道の順序関係より, 組み紐を構成する. 回転数 $\nu=1/q$ の SNBO の組み紐の構成方法を紹介

する. 最初のステップは 0 番から $(q-1)$ 番までの紐の構成である. 次のステツプは $(q-1)$ 番か

ら 0 番までの紐の構成である. 構成のルールを次に示す.
[1] 第 1 ステップの $\mathrm{K}\mathrm{s}$–)$\mathrm{s}$ . 2 つの紐.が交差するとき追い越す紐が追い越される紐の下を通過する.
[2] 第 2ステップの]– $\mathrm{K}\mathrm{s}$ . $(q-1)$ 番から 0 番への紐はすべての紐の下を通過する.
最初のルールは写像のねじれ性を意味する. また第 2 のルールは回転数 $\nu=1/q$ の円筒面の回転

を意味する. 周期軌道であることより紐は出発点に戻らなければならない.
$O_{o}(3,3)$ より構成された組み紐が Fig. 9(a) である. 組み紐の生成元を利用すると, この組み紐

は次のように表せる.
$\beta(3,3)=\sigma_{4}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{6}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\zeta_{9}$. (53)

ここで $\zeta_{9}=\sigma_{8}\cdots\sigma_{1}$ .
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$O\ovalbox{\tt\small REJECT}(3,3)$ より構成された組み紐が Fig. $9(\mathrm{b})$ であり, $O\ovalbox{\tt\small REJECT}(3,3)$ より構成された組み紐が Fig. $9(\mathrm{c})$

である. これらの組み紐は次のように表せる.

$\beta’(3,3)=\sigma_{6}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{6}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\zeta_{9}$ , (54)

$\beta’’(3,3)=\sigma_{7}^{-1}\sigma_{6}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{2}^{-1}\zeta_{9}$ . (55)

これらの 3 つの組み紐はMarkov 変形で互いに移りあう.

$\beta’(3,3)=\sigma_{4}\sigma_{6}^{-1}\beta(3,3)\sigma_{4}^{-1}\sigma_{6}$ , (56)

$\beta’’(3,3)=\sigma_{3}\sigma_{7}^{-1}\beta’(3,3)\sigma_{3}^{-1}\sigma_{7}$ . (57)

《a) (b) (e)

$\mathrm{O}12654378$ $\mathrm{O}1256$ 3 4 7 8 0 1 5 2 6 3 7 4 8

012654 3 7 8 0 1 2 5 6 3 4 7 8 0 1 5 2 6 3 7 4 8
$\beta(3,3)$ $\beta^{1}(3,3)$ $\beta^{1\prime}(3,3)$

Fig. 9. 3 つの順序関係から構成される組み紐. ここで整数: は $Pi$ の略記号.

ここでは $\beta’’(3,3)$ を $\beta’(3,3)$ より構成する. $\beta’(3,3)$ の 4 と 7 の紐を入れ替える. 組み紐の上部で,
7 から 8 への紐が 4 から 5 への紐を追い抜く. この結果, 交差が増える. $\beta’(3,3)$ の左に $\sigma_{7}^{-1}$ を追加
する. 下部で, 3 から 4 への紐は 6 から 7 への紐とは交差しない. よって $\beta’(3,3)$ における交差を
解消するために $\beta’(3,3)$ の右に $\sigma_{7}$ を追加する. 対称性より $\sigma_{3}$ と $\sigma_{3}^{-1}$ を $\beta’(3,3)$ の左右に追加する.
こうして得られた $\beta$

“ $(3, 3)$ は, $\beta’(3,3)$ と Markov変形のもとで同値な組み紐である. 次に, 関係 [3]
と [4] を満たさない入れ替えを考える. $\beta(3,3)$ において, 3 と 7 の紐を入れ替える. 対称性より 2 と
6 の紐も入れ替える. 入れ替え後の順序関係は (016254738) となり, 組み紐は $\sigma_{7}^{-1}\beta(3,3)\sigma_{3}^{-1}$ とな
る. 新しい組み紐の交差数は, もとの組み紐の交差数と異なる. よって $\beta(3,3)$ とは異なった組み紐
であることが分かる. 以上より関係 $[1]-[5]$ のもとで構成される順序関係で, 最も構成が用意である
基本順序関係を利用し組み紐を構成する.
基本順序関係を構成する方法を紹介する. $B$ と $D$ は $W_{s}^{1}$ の左右にある. ここでは安定多様体が

y-軸に, 不安定多様体が $x$-軸になる変換を考え, 適当な射影を考えれば基本順序関係が構成できる.
次にいくつかの例を示す.

$O_{o}(1,1)=(021)$ , $O_{o}(1,3)=(04321)$ , $(\dot{0}8)$

$O\mathrm{o}(2,1)=(01324)$ , $O\mathrm{o}(2,3)=(0154326)$ . (59)
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$|\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{a}’\mathrm{H}-\ovalbox{\tt\small REJECT} q=2i+j(j=2k, k\geq 1)\emptyset$SNBO $\sigma \mathit{3}\mathfrak{W}\backslash \llcorner\Xi\sigma)_{J1\backslash \backslash }^{\mathrm{g}\}^{\wedge}\ovalbox{\tt\small REJECT}\iota \mathrm{c}\not\in)}.\vee-\mathrm{p}_{\mathrm{p}}\equiv \mathrm{s}\wedge\sigma$) $X\vee\check{\mathrm{o}}[]^{\vee\prime}.p\Rightarrow.|\mathrm{J}^{-}C^{\backslash }\Xi 5$ .

$O(i,j)=(A\uparrow C(i+\wedge k)B\downarrow D)$ . (60)

この式で記号 $(i+\wedge k)$ は乃 $+k$ が $S_{2-}^{(0)}$ の上にあることを意味している.

$A=\{p_{0}, \cdots,p_{i-1}\}$ , $B=\{p_{i}, \cdots,p_{i+k-1}\}$ ,

$C=\{p_{i+k+1}, \cdots,p_{i+2k}\}$ , $D=\{p_{i+2k+1}, \cdots,p_{2i+2k-1}\}$ .

例を示す.

$O_{\epsilon}(1,2)=(03\hat{2}1)$ , $O_{\mathrm{e}}(1,4)=(054\hat{3}21)$ , (61)

$O_{\mathrm{e}}(2,2)=(014\hat{3}25)$ , $O_{\mathrm{e}}(2,4)=(0165\hat{4}327)$ . (62)

$O_{0}(2,3)$ ならびに $O_{o}(2,4)$ より構成された組み紐を示す.

$\beta(2,3)$ $=$ $\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{\mathit{2}}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{6}\sigma_{5}\sigma_{4}\sigma_{3}\sigma_{2}\sigma_{1}$ ,

$=$ $\sigma_{1}^{-1}\sigma_{2}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{2}^{-1}\sigma_{1}^{-1}\sigma_{6}\sigma_{5}\sigma_{4}\sigma_{3}\sigma_{2}\sigma_{1}$ , (63)

$\beta(2,4)$ $=$ $\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{6}^{-1}\sigma_{2}^{-1}\sigma_{3}^{-1}\sigma_{4}^{-1}\sigma_{5}^{-1}\sigma_{7}\sigma_{6}\sigma_{5}\sigma_{4}\sigma_{3}\sigma_{\mathit{2}}\sigma_{1}$,
$=$

$\sigma_{1}-1\sigma_{2}-1\sigma_{3}-1\sigma_{4}-1\sigma_{4}-1\sigma_{3}-1\sigma_{2}-1\sigma_{1}-1\sigma_{6}\sigma_{5}\sigma_{4}\sigma_{3}\sigma_{2}\sigma_{1}.-1\sigma_{7}-1$ . (64)

各々の組み紐の式で 2 番目の式を得るために, 最初の式に対して Reidemeister 変形と Markov 変

形 [29] を行った.
一般の O(i,力に対する組み紐の表式は次のように得られる.

$\beta(i,j)=\zeta_{j+1}^{-1}\rho_{j+1}^{-1}\zeta_{2i+j}$ (65)

ここで $\rho_{2i}=\sigma_{1}\cdots\sigma_{2i-1},$ $\zeta_{2i}=\sigma_{2i-1}\cdots\sigma_{1},$ $\zeta_{2i+j}^{-1}=\sigma_{1}^{-1}\cdots\sigma_{2i+j-1}^{-1}$ .
Boyland $[9,10]$ が研究した組み紐と, ここで導出した組み紐 \beta (i,力の相違につ $\mathrm{A}\backslash$て述べる.

$\zeta_{j+1}^{-1}\rho_{j+1}^{-1}$ は, 第 1 の紐を第 2 から第 $j+1$ 番目の紐の後方を通し, 次にこれらの前を通過して

もとに戻すことを表している. この部分が Non-Birkhoff型の特徴である. 次に $\zeta 2i+j$ は, 紐全体

が回転数 $\nu=1/(2i+$ 力だけねじられていることを示している. これは Birkhoff型周期軌道の

組み紐を表している. $\beta(j, 1)$ は Boyland による組み紐と同じ構成である. これら以外の組み紐は

Boyland の組み紐の拡張に相当する.

6 位相エントロピー

順序関係 $\mathrm{D}\mathrm{O}_{I^{(0)}}^{1}$ の SNBO から構成される組み紐を利用して位相エントロピーを評価する.
位相エントロピーの下限 $h(\beta)$ は, 既約 Burau 行列表示の固有値 $\lambda_{i}$ の絶対値の最大値 $\lambda_{\max}(=$

${\rm Max}(|\lambda_{i}|))$ で評価される $[30,31]$ .
$h(\beta)=\ln\lambda_{\max}$ . (66)

3 次の組み紐の場合, $t=-1$ と置いた既約 Burau 行列表示が $\lambda_{\max}$ を与える [11]. 4次以上の場
合は数値計算が必要である. 実際の計算は MATHEMATICA[32] によって既約 Burau 表現を構成

し, その固有値を計算した [付録を参照]. Fig. 10 は, 固有値の絶対値の $\theta(t=\exp(i\theta), 0\leq\theta<2\pi)$

依存性を調べた計算結果である.
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Fig. 10. ${\rm Max}(|\lambda_{i}|)$ の角度 $\theta$ 依存性. (a) $1/4\in I_{1}^{(0)},(\mathrm{b})1/5\in I_{1}^{(0)},(\mathrm{c})1/6\in I_{2}^{(0)},$ $(\mathrm{d})1/7\in I_{2}^{(0)}$ .
我々は数値計算より次のことを確認した.

数値計算の結果. $\mathrm{D}\mathrm{O}_{I^{(0)}}^{1}$ の奇数周期に対する既約 Burau 行列表示の $\lambda_{\max}$ は, $t=-1$ に対する固
有方程式の実根の絶対値の最大として得られる.

この結果は偶数周期については成立しない. よって以下では奇数周期の固有方程式のみを調べる.
$\mathrm{D}\mathrm{O}_{I^{(0)}}^{1}$ の第 1 行目の (1,力成分に対する固有方程式は次のように得られる. この結果を得るた
めに必要なプログラムも付録にある.

$\lambda^{j+1}+3.\sum_{k=1}^{j}(-\lambda)^{k}+1=\frac{(\lambda-2)(\lambda^{\mathit{2}j}-2)-3}{\lambda+1}=0$. (67)

ここで $j(\geq 1)$ は奇数である. 極限 $jarrow\infty$ では, $\lambda_{\max}=2$ に漸近していく.
$j>i$ を満たす $(i,j)$ 成分の固有方程式は次のように得られる.

$. \cdot\sum_{k=0}^{2-2}(2k+1)(-\lambda)^{k}+(4i-1)\sum_{k=2-1}^{j}(-\lambda)^{k}+\sum_{k=j+1}^{2i+j-1}(4i+2j-2k-1)(-\lambda)^{k}=0|$ . (68)

我々は, 的 $arrow\infty$ の極限における位相エントロピーの減少の仕方に興味がある. そのため $jarrow\infty$

として, 式 (68) で最も発散の強い項を集め, それらをゼロと置く.

$\lambda^{2i-1}(\lambda-1)=2$ . (69)

次に $j<i$ の場合の固有方程式は

$. \sum_{k=0}^{j-1}(2k+1)(-\lambda)^{k}+(2j+1)\sum_{k=j}^{2i-1}(-\lambda)^{k}+\sum_{k=2i}^{2i+j-1}(4i+2j-2k-1)(-\lambda)^{k}=0$ . (70)
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と得られ, $iarrow\infty$ の極限を考え
$(-\lambda)^{j}(1-\lambda)=2$ . (71)

を得る. $j=2i-1$ を満たす行と列の極限の位相エントロピーの値は同じである. ここで極限
$i,jarrow\infty$ を考える. そのために $\lambda=$. $1+\epsilon(\epsilon>0)$ と置く. $\epsilon$ くく 1 より, $h\approx\epsilon$ が成立する.

$k=2i-1$ とおいて, 式 (69) は以下のように書ける.

$k\ln(1+\epsilon)=\ln(2/\epsilon)$ (72)

$karrow\infty$ の極限における位相エントロピー $\hat{h}$ は次式で得られる.

$\hat{h}=\frac{\ln(2k)}{k}+O(\frac{\ln(\ln(2k))}{k^{\wedge}})$ . (73)

この結果は Fig. 11 の数値計算の結果と一致している.
$i$. $arrow\infty$ かつ $jarrow\infty$ の極限は, $aarrow$

.
$0$ つまり積分可能系への漸近と対応している. 式 (73) は積

分可能系へ漸近するに従い, 位相エントロピーがゼロに収束することを意味している. また $a>0$

では系が pseudO-Anosov[33] であることも表している. 式 (43) と (73) を一緒にして, $aarrow 0$ での

位相エントロピーの減少の仕方が分かる.
$j$

$h \propto,\frac{1\mathrm{n}(1/a)}{(\mathrm{l}/a)^{1/\alpha}}$ . (74)

� $\mathrm{R}$

$\ln(2(2\mathrm{i}-1))/(2\mathrm{i}-1)$

Fig. 11. 位相エントロピー $\hat{h}$ .

7 今後の課題

(1) 下記に挙げた Non-Birkhoff型周期軌道に対する順序関係を明らかにし, それらより評価される

位相エントロピーを調べる必要がある.
[1] 引き返し点数が $2n(n\geq 2)$ の後退型 Non-Birkhoff周期軌道.

[2] 追い越し型 Non-Birkhoff周期軌道.

[3] 対称線を通過しない Non-Birkhoff型周期軌道.
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(2) 対称線を通過しない Non-Birkhoff型周期軌道の生じ方の解明. 周期が 3 の対称線を通過しな
い Non-Birkhoff型周期軌道については, 対称な Non-Birkhoff型周期軌道の等周期分岐または偶数
個のサドル・ノード分岐によって生じることが分がってぃる. この事実が, 周期が長い軌道に関し
て成立しているかどうか現時点では分かってぃない.
(3) KAM 曲線の崩壊を議論するためには, 追い越し型 Non-Birkhoff型周期軌道の性質を明らかに
する必要がある.
(4) 左右の対称性が存在しない系における Non-Birkhoff型周期軌道の出現順序関係の導出. 対称
性を破る摂動が小さければ, 我々が得た順序関係は成立すると思ゎれる.
(5) 組み紐の構造から Non-Birkhoff型周期軌道の出現順序関係の導出. これは, 我々が行った方法
の逆のアプローチである.
(6) 多くの系で同様の順序関係 (定理 1,2) が得られてぃる. この中には 1 次元円写像の系も含ま
れる [34]。 これらの系には「局所的な運動と, 大域的な運動が混在する」という共通な性質がある.
混在の仕方が系の位相エントロピーの大小を決めてぃるのではないだろうが. 順序関係のもっ普
遍性の議論は今後の課題である.
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付録 MATHEMATICA のプログラム

サンプルプログラムは, 組み紐型 $\sigma_{1}\sigma_{2}^{-1}\sigma_{3}^{-1}$ の固有値を計算する.

( $*$ 第 1 ブロック 組み紐の次数 (n) の入力, 角度の分割数 (ma) の入力 $*$ )

$\mathrm{n}=4$ ;
ma $=360$ ;
( $*$ 第 2 ブロツク $\mathrm{s}[1]$ – $\mathrm{s}[\mathrm{n}$ –1] , is [1] –is $[\mathrm{n}$ –1] の構成*)

Clear $[\mathrm{t}]$ ;

nn $=\mathrm{n}-1;\mathrm{m}=1;\mathrm{v}=\{0\}$ ;

Do $[\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d} [\mathrm{v}, 0]$ . { $\mathrm{k},$ $1$ , no - 1} $]$ :
Do $[\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v}, 1, \mathrm{i}], \{\mathrm{i}, 1, \mathrm{m}\}]$ ;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], -\mathrm{t}, \mathrm{m}]$ ;
$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1, \mathrm{m}+1]$ ;
$\mathrm{s}$ [ml $=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ [$\mathrm{d}[\mathrm{k}],$ $\{\mathrm{k}$ . $1$ , on}] ;
$\mathrm{m}=1;\mathrm{v}=\{0\}$ ;

Do [$\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$ $[\mathrm{v}. 0]$ . { $\mathrm{k},$ $1$ . nn - 1}1 ;

Do $[\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v}, 1. \mathrm{i}], \{\mathrm{i}, 1, \mathrm{m}\}]$ ;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], -1/\mathrm{t}. \mathrm{m}]$ ;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1/\mathrm{t}. \mathrm{m}+1]$ ;

is $[\mathrm{m}]=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ $[\mathrm{d}[\mathrm{k}]. \{\mathrm{k}, 1, \mathrm{m}\}]$ ;

Do [$\mathrm{V}=\{0\}$ ;

Do [$\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$
$[\mathrm{v}$ . $0]$ . $\{\mathrm{k},$ $1$ . nn -1}] ;

Do [$\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v},$ $1$ . $\mathrm{i}],$ { $\mathrm{i}$ . $1$ , no}];
$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], \mathrm{t}. \mathrm{m}-1]$ ;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], -\mathrm{t}. \mathrm{m}]$ :
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$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1, \mathrm{m}+1]$;
$\mathrm{s}[\mathrm{m}]=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$[$\mathrm{d}[\mathrm{k}],$ $\{\mathrm{k},$ $1$ , on}] , {$\mathrm{m}$ . $2$ . on – 1}$]$

$j$

Do [$\mathrm{v}=\{0\}$ :
Do $[\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d} [\mathrm{v}, 0]$ . { $\mathrm{k},$ $1$ , no – 1}$]$ ;
Do $[\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v}, 1, \mathrm{i}], \{\mathrm{i}, 1. \mathrm{m}\}]$ :
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1, \mathrm{m}-1]$;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], -1/\mathrm{t}, \mathrm{m}]$ :
$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1/\mathrm{t}, \mathrm{m}*1]$ ;
$\mathrm{i}\mathrm{s}[\mathrm{m}]=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ [$\mathrm{d}[\mathrm{k}],$ $\{\mathrm{k},$ $1$ , on}], {$\mathrm{m},$

$2$ , no – 1}$]$ :
$\mathrm{m}=\mathrm{m}j\mathrm{v}=\{0\}$ ;
Do [$\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}$

$[\mathrm{v}$ . $0],$ $\{\mathrm{k},$ $1$ , no – 1}] ;
Do [$\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v},$ $1,$ $\mathrm{i}],$ $\{\mathrm{i},$ $1$ , no}] :
$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], \mathrm{t}, \mathrm{m}-1]$ :
$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}]. -\mathrm{t}, \mathrm{m}]$ ;
$\mathrm{s}$ [ml $=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ [$\mathrm{d}[\mathrm{k}],$ $\{\mathrm{k}$ . $1$ , no}] :
$\mathrm{m}=\mathrm{m};\mathrm{v}=\{0\}$ :
Do [$\mathrm{v}=\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}[\mathrm{v}$ . $0],$ $\{\mathrm{k},$ $1$ . nn -1}] :
Do $[\mathrm{d}[\mathrm{i}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{v}. 1, \mathrm{i}], \{\mathrm{i}, 1, \mathrm{m}\}]j$

$\mathrm{d}$ [ml $=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}], 1. \mathrm{m}-1]$ ;
$\mathrm{d}[\mathrm{m}]=\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}\mathrm{P}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{t}[\mathrm{d}[\mathrm{m}]. -1/\mathrm{t}, \mathrm{m}]$ :
is $[\mathrm{m}]=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ $[\mathrm{d}[\mathrm{k}], \{\mathrm{k}, 1, \mathrm{m}\}]j$

( $*$ 第 3 ブロック 組み紐型の入力 $*$ )
$\mathrm{b}=\mathrm{s}[1].$ is [2]. is [3] ;
( $*$ 第 4 ブロック 固有値の計算 $*$ )

Do $[$

theta $=2\mathrm{P}\mathrm{i}/\mathrm{m}\mathrm{a}*\mathrm{k}$ ;
$\mathrm{t}=\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{s}$ [theta] $\star \mathrm{I}*\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{n}$ [theta] ;
gg $=\mathrm{E}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ $[\mathrm{N}[\mathrm{b}]]$ :
Do [$\mathrm{e}[\mathrm{i}]=\mathrm{A}\mathrm{b}\mathrm{s}$ [Part $\mathrm{L}\mathrm{g}\mathrm{g}$ , $\mathrm{i}]$ ] . $\{\mathrm{i}. 1, \mathrm{m}\}]$ ;
$\mathrm{y}[\mathrm{k}]={\rm Max}$ [Table $[\mathrm{e}[\mathrm{k}],$ $\{\mathrm{k}$ . $1,$ $\mathrm{m}\}]$ ];
$\mathrm{x}[\mathrm{k}]=\mathrm{N}$ [theta]. { $\mathrm{k},$ $0$ , ma} $]$ ;

( $*$ 出力 $*$ )

gl $=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ [ $\{\mathrm{x}[\mathrm{k}]$ . $\mathrm{y}[\mathrm{k}]\},$ $\{\mathrm{k},$ $0$ . ma}] ;
ListPlot [$\mathrm{g}1.$ PlotStyle $->$ {RGBColor [1, 0. 0]}]:

gg $=\mathrm{T}\mathrm{a}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}$ [$y[\mathrm{k}],$ { $\mathrm{k},$ $0.$ ma}l :
${\rm Max}[\mathrm{g}\mathrm{g}]$

$t=-1$ の場合の固有方程式を出力するためには, 第 4 ブロックを削除し次のプログラムを利用
する.

( $*$ 固有方程式: $\mathrm{f}(\mathrm{x})=0$ . 出力 $\mathrm{f}(\mathrm{x})$ . $*$ )

$\mathrm{t}=-1;\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{t}[\mathrm{b}-\mathrm{x}*\mathrm{I}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}\mathrm{M}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{x}[\mathrm{n}-1]]$
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