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1 はじめに

有理関数補間を用いて関数近似を行った場合、補間区間内に不必要な極が現れる場
合があるという問題がある [3]。 この不必要な極は、補間を行う有理関数の分子分母の
多項式が、補間区間内に非常に近い値の零点を持っために現れる。これまでの研究で
は、 このことを利用して分子分母の多項式の近似 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{D}$を求めて、 この零点を近似的な
共通因子として取り除く方法 [1, 2.] が提案されてぃる。本研究では、有理関数補間を行
うときに現れる不必要な極を生じる原因の解明を目的として、素朴な有理関数近似の
計算に関する再検討を行うとともに、安定化理論 [4] を用いた有理関数補間につぃての
検討を行った。

2 素朴な有理関数近似
関数 $f(x)\in C[a, b]$ に対する有理関数補間は次のように計算される。有限個の離散

点 $a=x0<x_{1}<\cdots<x_{m+n}=b$ を与え、対応する関数値 $f(x_{k})=f_{k},$ $k=$
$0,1,$ $\cdots,$ $m+n$ を求める。 ここで与えられた $m,$ $n$ に対して、

$r(x_{k})= \frac{p(x_{k})}{q(x_{k})}=f_{k}$ $k=0,1,$ $\cdots,$ $m+n$

を満たすような

$r_{m,n}(x)= \frac{p_{m}(x)}{q_{n}(x)}=.\cdot\frac{\Sigma_{=0}^{m}a.x^{i}}{\Sigma_{j=0}^{n}b_{j}x^{j}}$

.

を求める。 この有理関数を $(m, n)$ 有理関数と呼び、便宜上 $b_{0}=1$ と規格化する。多項
式の係数 $a_{i}$ , $b_{j}$ は一般に浮動小数であり、以下のような連立一次方程式を解くことに
よって求められる。
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$\{$

1 $x_{0}$ ... $x_{0}^{m}$ $-f\mathrm{o}x_{0}$

1 $x_{1}$ ... $x_{1}^{m}$ $-f_{1}x_{1}$

1 $x_{2}$ ... $x_{2}^{m}$ $-f_{2}x_{2}$

.$\cdot$. .$\cdot$. .$\cdot$. .$\cdot$.

1 $x_{m}$ ... $x_{m}^{m}$ -fmx。
1 $x_{m+1}$ ... $x_{m+1}^{m}$ $-fm+1xm+1$

.$\cdot$. .$\cdot$. .$\cdot$. .$\cdot$.

1 $x_{m+n}$ ... $x_{m+n}^{m}$ $-fm+nxm+n$

$-fm+\cdot...\cdot.nx^{n}-fm+1x_{m+1}^{n}-fmx_{m}^{n}m+n-f_{2}x_{2}^{n}-f_{1}x_{1}^{n}-f\mathrm{o}x_{0}^{n}]\{\begin{array}{l}a_{0}a_{1}a_{2}\vdots a_{m}b_{1}\vdots b_{n}\end{array}\}$

.

$=\{\begin{array}{l}f\mathrm{o}f_{1}f_{2}\vdots fmfm+1\vdots fm+n\end{array}\}$

2.1 素朴な有理関数近似の問題点

前節で述べたような有理関数を用いて関数近似を行うと、元の関数 $f(x)$ が連続であ
るのに対して得られた有理関数が不必要な極を持ち、不連続になってしまう場合があ
る。 これは、不必要な極に対応する有理関数の分子 $p_{m}(x)$ の零点が分母 $q_{n}(x)$ の零点に
非常に近い値をとっていることが原因となっている $[2]_{\text{。}}$ 例えば、 関数 $\log(x+2.)$ を補
間区間を [-1, 1] の間で分子分母の次数が 4次 $(\mathrm{m}=\mathrm{n}=4)$ の有理関数で近似することを
考える。有効桁数 7桁で連立一次方程式を解くと、次のような有理関数が得られる。

禾

(a)元の関数 $\log(x+2.)$ (b) 有理関数 $r_{4.4}(x)$

図 1: 有効桁数 4桁で得られた係数による有理関数近似
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$r_{4\ovalbox{\tt\small REJECT}}(x)$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

06931471 $+0$ $01180017x-1\mathrm{J}68640x^{2}-05353216x’-004802865x^{4}$

1-0 $7043236x-09975914x^{2}-02398265x^{3}-001131871x^{4}$

$=$ $. \frac{-0.04802865(x+8.201649)(x+2.616697)(x+0.9999999)(x-0.6724661)}{-0.01131871(x+15.91957)(x+3.727162)(x+2.214231)(x-0.6724660)}$
.

この有理関数では、補間区間内に存在する分母の零点 06724660 と非常に近いところ
に分子の零点 06724661 が存在している。このような有理関数を用いて関数近似を行う
と、 この近似的に近い値の零点の付近に不必要な極が現れる (図 y。

3 ハイブリッド有理関数近似
有理関数近似を行った際に現れる不必要な極を除去し、高精度な近似を得る方法の

一つにハイブリッド有理関数近似がある [1, 2, 3]。ハイブリッド有理関数近似は、有理
関数の分子分母に存在する近似的に近い値の零点を、近似 GCD を用いて共通因子と
して取り除くことで、分子分母が近似的な共通因子を持たないような有理関数を構成
する方法である。ハイブリッド有理関数近似のアルゴリズムを図 2 に示す。図 2 のア
ルゴリズムの中で用いられる近似GCD を求めるには図 3や図 4のアルゴリズムを利用
する。

[アルゴリズム] :
1. $\mathrm{A}ppGCD(p_{m}(x), q_{n}(x))=g(x)$

$2.. \tilde{r}(x)=\frac{\mathrm{p}_{m}(t)/g(x)}{q_{\hslash}(x)/g(x)}$

図 2.: ハイブリッド有理関数近似のアルゴリズム

図 3 のアルゴリズムは、 Euclidの互除法を浮動小数点係数に対応できるように拡張
したアルゴリズムとなっている。図 4のアルゴリズムは、入力の多項式の根が既に分
かっているものとしてその根の値を比較し、ある一定の精度 $\delta$ によって近いと判断さ
れたものについてはその根の値 $(y_{ik}, z_{jk})$ の中点を取り、 この値を近似 GCD $\tilde{d}_{\delta}(x)$ の根
となるようにして近似GCDを構成するようなアルゴリズムになっている。ハイブリッ
ド有理関数近似では、分子分母の多項式の近似的な共通因子だけを取り除くことが必
要であるため、入力の多項式の根の値を直接比較して近似 GCDを求める図 4 のアルゴ
リズムの方が適している。
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[入力
[出力

多項式 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$), $\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)$

近似 GCD $\mathrm{A}p\mathrm{e}CD(P_{1}(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}(x))\ovalbox{\tt\small REJECT} g(x)$

[アルゴリズム] :
1. $Farrow P_{1}(x),$ $Garrow P_{2}(x)$

2. $F=QG+ \max(1, ||Q||)R$ を満たす $Q,$ $R$ を求める。

( $||Q||$ : 多項式 $\mathrm{Q}$ の係数の絶対値の最大値)
3. if all coefficients of $R\leq\epsilon$

then $\mathrm{A}ppGCD(P_{1}(x), P_{2}(x))=R$

else $Farrow G,$ $Garrow R$ go to step2.

図 3: 近似 GCD のアルゴリズム

[入力] : 多項式 $P_{1}(x)=u\mathrm{x}\Pi_{i=1}^{m}(x-y_{i}),$ $P_{2}(x)=v\cross\Pi_{j=1}^{n}$ (x-zj), 精度 $\delta$

[出力] : 近似 GCD $\delta-gcd$ : $\tilde{d}_{\delta}(x)$

[アルゴリズ\Delta ] :
$\tilde{d}_{\delta}(x)=\Pi_{k=1}^{r}(x-x_{k})$ , $x_{k}=. \frac{y_{k}+zk}{2}(k=1,2, \cdots, r)$

$yik,$ $zjk$ はそれぞれ多項式 $P_{1}(x),$ $P_{2}(x)$ の根で、 $|yik-zjk|\leq 2\delta$ を満たすもの。

図 4: Pan の近似 GCD のアルゴリズム

3.1 ハイブリツド有理関数近似の例

2.1 節の例で使用した有理関数 $r_{4.4}(x)$ を用いてハイブリツド有理関数近似を行った例
を示す。 図 3 のアルゴリズ\Deltaで近似 GCDの値を求めると、

$\mathrm{A}ppGCD(p_{4}(x), q_{4}(x))=g(x)\simeq-0.008251166x+0.005548411$

となる。 この近似 GCD の値で元の関数を割ると、以下のような $\tilde{r}(x)$ が得られる。

$\tilde{r}(x)$ $=$ $\frac{p_{4}(x)/g(x)}{q_{4}(x)/g(x)}$

$\simeq$ $\frac{5.820832x^{3}+68.79246x^{2}+187.8921x+124.9160}{1.371771x^{3}+29.98820x^{2}+141.0683x+180.2204}.$

.

$=$ $\frac{5.820832(x+8.201647)(x+2.616740)(x+0.9999340)}{1.371771(x+15.91957)(x+3.727228)(x+2.214140)}$

.

この $\tilde{r}$ を用いて関数近似を行うと、不必要な極のない高精度な近似を得ることがで
きる (図 5)。
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(a) (b)

図 5: ハイブリッド有理関数近似

図 5 の (a) は、補間区間 [-1, 1] 全体を近似したもので、 (b) は図 1 と同じ範囲を拡大
したものである。 この図がら、元の関数に対して不必要な極のない高精度な近似が得
られることが確認できる。

4 有理関数近似の例

4.1 不必要な極のふるまい

ここでは、有効桁数は補間多項式の次数を変化させたときの不必要な極のふるまい
について再検討を行う。 $\log(x+2)$ を補間区間 [-1,1] で有理関数近似を行った場合の
不必要な極の位置を表 1 に示す。表で $r(5,5)$ と書がれてぃるものは、分子分母の次数
が 5次の有理関数、 $r(10,10)$ ならば分子分母が 10次の有理関数で近似することを意味
する。 この結果から、極の位置に関しては規則性がないが、有効桁数が少ない場合や
補間を行う多項式の次数が大きい場合に不必要な極が出やすくなってぃることがゎが
る。表 1 では補間点を等間隔にとった場合の不必要な極の位置を示してぃるが、補間
点の取り方を変えた場合でも、不必要な極は位置が異なるものの、同じょうな特徴が
見られる。
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表 1: 不必要な極の位置 ($\log(x+2)$ ,補間区直 [1, 1])
$\ovalbox{\tt\small REJECT} \text{有効}\mathrm{r}\mathrm{I}r(5,5)r(10,10)r(15,15)r(20,2.0)r(25,25)$

$10$桁 -0.080667 -0.66028 -0.54814 -0.17765 07482110 ffi -0.080667 -0.66028
-0.87680

-0.54814 -0.17765
0.59266

0.74821

20 $\mathrm{n}_{\hat{\mathrm{I}}}$

– 0.35248 -0.37456
0.54999
0.72.561

-0.098106
0.92383

0.24963

30 $\mathrm{r}_{\mathrm{I}}$ – – -0.5662.5 $.-$ 0.29373
40 $W\mathrm{I}$ – – – 0.81169 –

50 $\mathrm{r}\mathrm{J}$
– – – -0.78729 0.96187

60 $\mathrm{n}\overline{\mathrm{I}}$

– – – – -0.75259

4.2 行列の条件数

前節の結果から、同じ次数の有理関数で関数近似を行った場合でも、有効桁数によっ
て不必要な極の位置が変化していることがわかる。 また、有効桁数を上げていくと不
必要な極は現れなくなる。そこで、Gauss消去法を適用する係数行列の条件数を求め、
行列の性質と不必要な極の関係についての検証を行った。表 1 で使用したものと同じ関
数 $\log(x+2)$ で、 同じ補間区間 [-1,1] とした場合の行列の条件数を、図 6 に示す。条
件数は cond $A=||A||||A^{-1}||$ によって求めている。

図 6: $\log(x+2)$ を有理関数近似する場合の係数行列の条件数

図 6 からわかるように、有理関数補間に使用される行列は非常に悪条件となってぃ
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る。 また、行列の条件数は有効桁数の少ない場合には有効桁ごとに条件数の値が全く
異なっているが、有効桁数を多くするにしたがって一定の値に収束してくることがわ
かる。条件数の変化からも明らかだが、分子分母に 5次のような低次の多項式を持っよ
うな有理関数補間においても、有効桁数が少ない場合には各係数の値は不安定となり、
当然得られる有理関数も不安定になる。一方、 このような場合にも有効桁数を 20桁以
上にすると、各係数の値も得られる有理関数の値も安定してくることがわかる。 この

ような安定な有理関数補間が得られるのは、 図 6 から $r(10,10)$ 有理関数では有効桁数
40桁. $r(15,15)$ 有理関数では 60桁等となることがわかる。ここで、条件数は、残差が
何倍拡大されて相対誤差に反映するかの倍率となっていることに注目する。分子分母
が 5次の有理関数では、条件数が $10^{11}$程度で安定していることから. 10進数にして 10
桁で計算を行うと、得られた解の精度はほとんど 1 桁もないといえる。図 1 で、 有効
桁 10桁では不必要な極が生じ、 20桁以上では不必要な極が現れないのは、計算に使用
する有効桁数が条件数 $10^{11}$ に対して十分な精度を保つことができる大きさになってぃ
るためであると考えられる。
ここで、少ない有効桁数では得られる解の値が不安定であっても、結果として得ら

れた有理関数で近似を行うと図 1 に示されるように不必要な極を生じるが、それ以外
の部分は正しく関数近似を行うことができる。 したがって、ハイブリッド有理関数近
似を利用して不必要な極を除去すれば、高精度な近似が得られる。ハイブリッド有理
関数近似により不必要な極を除去した場合の元の関数との誤差を表 2 に示す。誤差は、
補間区間 [-1,1] を 100分割した点 $x_{k},$ $(k=1,2, \cdots, 100)$ を用いて、次のような方法で求
めた。

$E= \max(|\log(x_{k}+2)-\tilde{r}(x_{k})|),$ $(k=, 1, \cdots, 100)$

4.3 残差

前節では、有効桁数が少ないときには得られる解が不安定であるが、不必要な極を
除けば正しい有理関数近似が得られることを前節で示した。そこで、有効桁数が少な
い場合に得られる解の正当性を検証するために、残差の値を求めた。
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表 3 の結果から、解の値が不安定となっている有効桁数の少ない部分でも、不必要
な極を除けば残差の値を見ると十分な精度で正しく解けていると判断することができ
る。なお、解が不安定となる原因としては、人力時の浮動小数近似による丸め誤差の
影響によって、Gauss消去法の計算過程で行われるピボット選択の選択場所が異なって
いることなどが考えられる。

44 対称関数の有理関数近似

補間区間内で対称となるような関数の近似を行う場合、補間を行う有理関数の分子
分母の次数によっては、係数行列の行列式が厳密には 0 になるような場合がある。 こ

のような行列に対して厳密計算を行うと、Gauss消去法の計算過程でランク落ちが生
じるため、解を一意に求めることはできない。 ところが、浮動小数近似した値を利用
すると、浮動小数近似による誤差からランク落ちを生じず、解が一意に求まってしま
う場合がある。 このような関数の例としては、Rungeの例として知られる $1/(25x^{2}+1)$

のような関数や $\cos(x)$ などの関数が挙げられる。厳密には行列式の値が 0 となリラン
ク落ちを生じるこのような関数では、浮動小数近似することで行列式の値がわずかに 0
から離れた値となるので、条件数の値は有効桁数を上げるほど急激に悪化することに
なる。
このような浮動小数近似された値を利用して Gauss消去法を行うと、本来はランク

落ちを引き起こすはずの成分に誤差が含まれることで、非常に小さな値をとなり、連立
一次方程式の解が一意に求まる。こうして求まった有理関数は、 どれも不必要な極を生
じる部分以外は正しく元の関数の近似できるものになっている。このような不必要な
極を持つ関数は、ハイブリッド有理関数近似を用いて分子分母の共通因子を除去すれ
ば、不必要な極のない高精度な有理関数を構成することができるので、本来は厳密計
算では求めることができないような有理関数を、浮動小数近似することによって求め
ることができるようになる。この過程を、Rungeの例として知られる関数 $1/(25x^{2}+1)$

を例として以下に解析する。
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4.4.1 Rungeの例の場合

Rungeの例は、元の関数が有理関数の形をしているため、得られる関数が元の有理関
数と一致することが理想的である。 ここで、分子 $m$次、分母 $n$ 次の有理関数を $r_{m.n}(x)$

と表すとすると、 $r_{1.2}(x),$ $r_{2.2}(x)$ による近似は、実際に元の関数と完全に一致する。次
に、元の有理関数よりも明らかに次数の大きな有理関数 $r_{3.3}(x)$ や $r_{4_{:}4}(x)$ などを用いて
近似を行うことを考える。

1. 厳密計算を行った場合
厳密計算で $r_{3.3}(x)$ による近似を求めようとすると、Gauss消去法の計算過程で次
のようなランク落ちが生じる。

$[$

.

$0000001$ $-1000002$ $-1000001$ $- \frac{10}{27}-100002$
$- \frac{-\frac{\frac{1}{4221201}\frac{\epsilon_{1}}{13}25}{5150}}{24089,00}-$ $- \frac{\frac{-\frac{1}{26}\frac{01}{262}50}{127532050}}{201,\frac{168100}{19890}}--$ $\frac{\frac{-\frac{\mathrm{o}_{1}}{13}\frac{1}{205}}{425150}}{24089,00}$

$- \frac{\frac{\frac{\frac{1}{25260}}{2662}50}{5125012753}}{21,\frac{25001680}{19890}}--]$

ここで、未定係数 $a$ を利用すれば、厳密計算で得られる $r_{3.3}(x)$ は次のようになる。

$r_{3,3}(x)= \frac{25+ax}{(1+25x^{2})(25+ax)}$

.

未定係数の含まれている項 $(25+ax)$ は分子分母の共通因子となっており、簡約
化すれば Runge の例の元の関数に一致することは明らがである。

次に、ランク落ちを生じている最後の行の対角成分と対応する右辺の値を記号 $a,b$

と置き換え、以下のような行列を構成する。

$[0000001$ $-1000002$ $-1000001$ $- \cdot\frac{10}{27}-100002$
$- \frac{-\frac{\frac{}{2}0125\frac{161}{13}}{42511250}}{24089,00}-$ $- \frac{\frac{-\frac{1}{26}\frac{01}{262}50}{127532050}}{21,\frac{1680100}{19890}}--$ $\frac{\frac{-\frac{1\mathrm{c}_{1}}{13}\frac{}{205}}{425150}}{24089,a0}$

$- \frac{\frac{\frac{\frac{1}{25260}}{2662}50}{5125012753}}{21,\frac{25001680}{1989b}}--]$

これに対して後退代入を行い、有理関数の係数を求めると次のような有理関数が
得られる。

$r_{3,3}(x)$ $=$
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記号 $a,$
$b$ が含まれる項は、分子分母の共通因子となっており、簡約化すれば元の

Rungeの例の関数と一致することが分かる。

2. 数値計算を行った場合
数値計算によって $r_{3_{:}3}(x)$ を求めようとすると、浮動小数近似による誤差から、本
来はランク落ちを起こすはずの成分に微小な値が残り、一意に解を求めることが
できる。有効桁 5桁で計算した場合は、次のようになる。

$[1.0000000\backslash -1.02.000000$ $-1.01.000000$ $-0.370_{0}-1.02.04000$ $-0.051899-0.076924-0.0294020.038462000$ $-0.00945.65-0.050274-0.019602-0.0384620.03846200$ $-0.880\mathrm{e}- 5-0.0769240.00117560.00207700.179\mathrm{e}- 60.0384620$ $-0.23.6,43-0.490040.539\triangleright 40.038462-1.25690.961540]$

ランク落ちを起こすはずの最後の行に、有効桁 5桁に対して微小な値 $-0.88008\triangleright_{J}6_{\text{、}}$

$0.53991$ e-4 が含まれている。これによって、有理関数の係数は一意に求まり、次
のようになる。

$1.0000-2.4541x+0.5$ e-4 $x^{2}+0.9$ e-4 $x^{3}$

$r_{3,3}(x)$ $\simeq$

$1-2.4550x+25.001x^{2}-61.348x^{3}$

$=$ 0.1467 e-5 $\frac{(x-0.40749)(x+165.61)(x-164.65)}{(x-0.40749)(x^{2}-0.3798\mathrm{e}- 4x+0.040004)}$

$r_{3.3}(x)$ の分子分母には、 $(x$ -0.40749$)$ という近似的な共通因子が存在しているこ
とがわかる。 これが、不必要な極を生じる原因となる近似的な共通因子である。
近似 GCD を用いてこれを除去すれば、

$\tilde{r}(x)\simeq\frac{-2.4541}{-61.348x^{2}-2.4550}=\frac{1.0}{24.998x^{2}+1.0004}$

となり、元の Rungeの例の関数 $1/(25x^{2}+1)$ に対して高精度な近似になっている
ことが分かる。

次に、厳密計算の場合と同様にランク落ちを引きおこすはずの成分に $a,$
$b$ という

記号を代人することを考える。 ここでは、 -0.88008 $\triangleright,$ $6,0.53991$ $\triangleright,$ $4$ をそれぞれ
$a,$

$b$ で置き換えることになる。

$[1.0000000$ $-1.02.000000$ $-1.01.000000$ $-0.370_{0}-1.02.04000$ $-0.076924-0.029402-0.0518990.038462000^{\cdot}$ $-0.0094565-0.050274-0.019602-0.0384620.03846200$ $-0.0769240.00117560.00207700.179\mathrm{e}- 60.038462a0$ $-0.2.3.643-0.490040.038462-1.25690.961540b]$
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これに対して後退代入を行うと、以下のような有理関数が得られる。

$. \frac{a+0.107\triangleright,3ax+0.04bx+0.5\mathrm{e}- 4ax^{2}+0.137\mathrm{e}- 6bx^{2}-0.1\mathrm{e}- 3ax^{3}-0.3\mathrm{e}- 5bx^{3}}{a+0.0002ax+0.040bx+25.001ax^{2}+0.35772\mathrm{e}- 5bx^{2}+bx^{3}}$

このままでは分子分母に共通因子は存在しない。ここで、有効桁 5 桁であること
を考慮して微小な係数を無視すると、

$\tilde{r}_{3,3}(x)\simeq\frac{a+0.04bx}{a+0.04bx+25ax^{2}+bx^{3}}=\frac{(25.0a+1.0bx)}{(1.0+25.0x^{2})(25.0a+1.0bx)}$

となり、厳密計算を行った場合と同じ結果が得られる。また、 ここで適当な値、
例えば $a=0.\mathrm{O}1,$ $b=50$ を代入すると、

$1$ . $+200.02x+0.73795\triangleright,$ $3x^{2}-0.015100x^{3}$
$r_{3,3}(x)$ $\simeq$

$1+200.10x+25.019x^{2}+5000.0x^{3}$

$=$ $-0.302\triangleright$. $5 \frac{(x+0.0049995\mathrm{e}- 2)(x+115.07)(x-115.12)}{(x+0.0049975)(x^{2}+0.62948\mathrm{e}- 6x+0.040020)}$

このままでは不必要な極を生じるが、近似 GCD を取り除くと、

$\tilde{r}(x)\simeq.\frac{1.0}{24.998x^{2}+1.0004}$

となり元の関数に近い有理関数が得られることが分かる。

同じことが、 $r_{4,4}(x),$ $r_{5,5}(x),$ $\cdots$ にも見られる。 $r_{4,4}(x)$ では共通因子は 2次の多項式と
なり、 $r_{5,5}(x)$ では共通因子は 3次の多項式となる。そして、ハイブリッド有理関数近似
を行うことで分子分母が 2次の元の有理関数に一致するような有理関数に変換される。

4.4.2 $\log(x+2.)$ の場合

このような入力の誤差や Gauss消去法の計算過程で生じる誤差は、補間区間内で対
称関数でない $\log$のような関数を近似した場合にも影響してくると考えられる。しかし
このような関数では、有理関数の分子分母の次数が何次であっても、厳密計算を行っ
た場合にランク落ちが生じない。 しかし、 同じ有理関数による近似でも、有効桁数に
よって Gauss消去法の計算過程には変化がみられる。例として、 $\log(x+2)$ を補間区間
[-1, 1] において $r_{3,3}(x)$ で近似することを考える。

1. 有効桁数が小さい場合
有効桁 3桁で計算を行ったとする。条件数の部分でも述べたように、条件数は残
差が何倍拡大されて相対誤差に反映するかの倍率となっている。 したがって、得
られた近似解にある程度の精度を持たせるためには、条件数に対して十分な大き
さの有効桁を用意して計算を行う必要がある。 ここで、有効桁 3桁というのは、
$r_{3.3}(x)$ での有理関数近似の問題の条件数が $10^{7}$ であることを考えれば、明らかに
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精度が不足しているといえる。 このように、条件数に対して不十分な精度で計算
を行うと、次のような結果が得られる。

有効桁 3桁で Gauss消去法を適用した場合、三角化された行列は次のようになる。

$\{$

02.00 02..00 -1.10 -1.10 -1.10
00 -1.00 0.00100 0.550 0.549 0.549
000 -0.371 -00421 0176$1.0000$ $-1.0000$ $1.00000$ $-1.0000$ $00420000$

0

$01707200$ $0.006330.3210.2830$ $-0.0002.98-0.001580.002790.006390.1441.100]$

00.0259 -0.0729
00.00362 -0.0109

最後の行をみると、有効桁 3桁に対して微小な値を持つ成分 -0.000298が存在す
る。 ここで、後退代人によって得られる有理関数は、次のようになる。

$r_{3.3}(x)$ $\simeq$ $. \frac{0.693+2.25x+1.57x^{2}+0.0133x^{3}}{1+2.53x+0.629x^{2}-0.0471x^{3}}$

$=$ 0.282
$.$

$\frac{(x+117.)(x+1.00)(x+0.447)}{(x+2.86)(x-16.7)(x+0.446)}$

最後の項 $(x+0.447)$ と $(x+0.446)$ が近似的な共通因子になっており、 これによっ

て得られた有理関数 $r_{3_{:}3}(x)$ は不必要な極を生じる。そこで、近似GCD を用いて
この共通因子を除去する必要がある。 ここで、先ほど示した三角化された行列の
最後の行の微小な値となっている成分 -0.000298 を記号 $a$ で置き換えて同様に後
退代人を行うと次のような関数が得られる。

$r_{3.3}(x) \simeq\frac{0.695+(2.17-279.a)x+(1.61+128.a)x^{2}+(0.135+407.a)x^{3}}{1+(2.42-400.a)x+(0.771+475.a)x^{2}+158.ax^{3}}$

このままでは、近似的な共通因子は存在しない。 ところが、 この $a$ に適当な値、

例えば $a=10$ を代人すると、次のような共通因子を生じる。

$r_{3.3}(x)$ $\simeq$ $\frac{0.695-2790.x+1280.x^{2}+4070.x^{3}}{1-4000.x+4750.x^{2}+1580.x^{3}}$

$=$ 2.58 $\frac{(x+1.00)(x-0.000249)(x-0.685)}{(x+3.69)(x-0.000250)(x-0.685)}$

このままでは不必要な極を生じるが、ハイブリツド有理関数近似を行うと分子分
母が 1 次の有理関数になり、元の関数を近似することができる。

2. 有効桁数を大きくした場合
次に、条件数の大きさに対して十分な精度の有効桁を用意して上記のような計算
を行う。 $r_{3.3}(x)$ の場合の条件数は $10^{7}$ なので、有効桁 15桁で計算を行うことにす
る。すると、Gauss消去法で三角化された行列において、先ほど微小な値となつ
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ていた成分は、 -0.166227168749054 $\mathrm{x}10^{-5}$ という有効桁 15桁に対して十分な大
きさを持った値となる。 このとき、後退代入によって得られる有理関数は、分子
分母に近似的な共通因子を持たない。ここで、 この成分を $a$ という記号に置き換
えて同様の実験を行うと、 $a$ にどのような値を代入しても、分子分母には近似的
な共通因子が現れない。

これらのことから分かるように、近似的な共通因子には、

・本来はランク落ちを生じるような場合

・条件数の大きさに対して計算精度が足りない場合

に現れることが分かる。そして、Rungeの例のような場合には、近似的な共通因子は、
元の関数に近づくために余分な多項式の次数を落す役割を果たしてぃるようにみえる。

5 安定化理論を用いた有理関数補間

5.1 安定化理論

安定化理論 [4] は、不安定なアルゴリズムを安定なアルゴリズムに変換する手法とし
て提案されているものである。代数的アルゴリズムは厳密計算での実行を前提として
いるため、入力に浮動小数近似した値を利用することで、真の解とは全く異なる値を
導出してしまう場合がある。 このようなアルゴリズムが不安定なアルゴリズムと呼ば
れるもので、代表的なものとしては 0判定の条件分岐を持っようなアルゴリズムがあ
げられる。
不安定なアルゴリズムの例を図 7 に示す。図 7のアルゴリズムに対して $X=1/3$ を

[入力]: $X$

[出力] :Zero または NonZero

[アルゴリズム] :
$\mathrm{Y}=3X-1$

if $\mathrm{Y}=0$ then return Zero
else return NonZero

図 7: 不安定なアルゴリズム

入力すれば、正し $\langle$ Zero が返されるが、 $X=0.3333\ldots$ のような近似した値を入 $7\mathrm{J}$す
ると NonZero が返される。 これは、近似の精度をいくら上げても正しい出力 Zero を
得ることができない。このように不安定なアルゴリズムでは、浮動小数近似した値を
用いることによって条件分岐で誤った方向に進み、真の解に近づくことができなくなっ
てしまうようなアルゴリズムである。
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安定化理論は、 このような不安定なアルゴリズムを人力に浮動小数近似した値を用
いても真の解に近づくことができるような安定なアルゴリズムに変換する手法である。
安定化の方法は次のようなものである。

1. アルゴリズムの構造は変えない。

2. データの係数を「区間係数」に置き換える。

3. ゼロ判定の条件文で、 [区間係数のゼロ書き換え」を行う。
(区間数が 0 を含むであれば、 その区間を 0 に書き換える)

一般の精度保証付き数値計算に使用される区間演算では、区間数のゼロ書き換えは行
われないが、安定化理論では敢えて区間数のゼロ書き換えを行うことで、条件分岐文
で正しい方向に進むことができるようになっている。安定化理論では、真の解に近付く
まで有効桁数を上げながら再計算を行う必要がある。有効桁数が小さい場合には、書
き換える必要がない区間数までゼロ書き換えしてしまうことで正しい解が得られない
場合があるが、有効桁数を上げて繰り返し計算を行うことで、必ず真の解に近づくこ
とが理論的に証明されている $[4]_{\text{。}}$

有理関数近似では、Gauss消去法のアルゴリズムを安定化することを考える。 Gauss
消去法では、明示的なゼロ判定の条件分岐は存在しないが、ランク落ちの判定をする
ためのゼロ判定が存在しており、安定化が有効なアルゴリズムであると考えられる。

5.2 結果

表 4: 安定化理論を用いた有理関数近似 ($\log(x+2)$ ,補間区間 [-1,1])
$\mathrm{O}\ldots$ 不必要な極のない有理関数が得られる
$\cross\ldots$ 計算過程でランク落ちが生じる

19 ffi $\mathrm{O}$ $\cross$ $\cross$ $\cross$

2.8 ffi $\mathrm{O}$ $\cross$ $\cross$ $\cross$

38 ffi $\mathrm{O}$ $*\mathrm{i}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\cross$ $\cross$

48 ffi $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\cross$ $\cross$

57 ffi $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $*\mathrm{j}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\cross$

67 ffi $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\cross$

77 ni $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $*\mathrm{j}\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

86 $r_{\mathrm{I}}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $*i\mathrm{E}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

96 ffi $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$ $\mathrm{O}$
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安定化理論を用いた有理関数近似を行った場合の不必要な極のふるまいを表 4、表 5
に示す。安定化した Gauss消去法を利用して有理関数近似を行った場合、有効桁数が
小さいときにはゼロ書き換えの必要がない区間数までゼロ書き換えされてしまい、計
算過程でランク落ちが生じる。一方、有効桁数を上げていくと、解が求まるようにな
る。始めのうちは求まった解は真の解とは離れた値であり、正しく元の関数を近似す
ることができないが、さらに有効桁を上げれば真の解に収束する。結果としては、 こ

のときの有効桁が条件数が安定する有効桁数よりもを大きくなっているため、 求まっ
た解の値は安定しており、関数近似を行うと不必要な極を生じないような有理関数が
得られる。 また、表 5 のように厳密には行列式の値が 0 になる場合には、安定化手法
を用いると必ずランク落ちが生じ、解が一意に求まらない。 これらの結果から、安定
化手法を利用すれば、厳密計算の性質に合った結果を得ることができるといえる。

6 まとめ

素朴な有理関数近似を行うことを考えた場合、得られた有理関数には不必要な極が
生じることがある。そこで、不必要な極の出現に関する問題について詳しく検討し、具
休的に計算を通じて以下のようなことが明らかになった。

1. 有理関数近似で現れる不必要な極は、 この極に対応する分子の零点を近似GCD
によって取り除くと高精度な有理関数近似を得ることができる。

2. しかし、不必要な極と対応する零点の位置は有効桁数によって変化する。

3. 有理関数の係数を決定するための係数行列は、極めて悪条件である。

4. 悪条件行列を Gauss消去法で解いているが、上のような不必要な極を生じる部分
以外では極めて良好な近似ができる。
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このような状況を検討し、問題を 3種に分類することができた。

1. 補間区間内で対称な有理関数から得られるデータ列を厳密計算で近似する場合
Runge の例 $1/(2.5x^{2}+1)$ を $r_{m.n}(x)(m>1, n>2.)$ の有理関数で近似する問題に
ついて検討したところ、係数行列には全ての要素が 0 となる行が生じる。すなわ
ち、 ランク落ちを起こす。 このようなランク落ちした行列の対角要素に記号を代
人して、有理関数の係数を決定すると、得られる有理関数はこの記号を含むよう
な分子分母の共通因子が生じ、 これを簡約化すれば正しく元の有理関数になる。

2. 上の問題を浮動小数計算で近似する場合
厳密な計算では全ての要素が 0 になる行が存在するが、浮動小数計算では誤差が
混人するため、微小な値を持つ要素が現れるためランク落ちせず、係数を一意に
決定することができる。有理関数の分子分母の係数は、 この微小な値の関数にな
るが、 これが不必要な極と零点の出現に大きく関与する。この微小な値は浮動小
数計算の誤差であり、その値は一定ではないが、いずれの場合でもこの値は近似
GCD で取り除き得る不必要な極と零点に対応しており、結果の近似には影響を
及ぼさない。

3. 一般の関数から得られるデータを浮動小数計算で近似する場合
本論では、 $\log(x+2)$ について検討を行った。結果として、 2. と非常に近いふる
まいをしていることがわかった。不必要な極と零点の出現、またこれらの結果へ
の関与については 2. と同様である。 しかし、 ここで大きな問題は、 これら微小
な値が単なる浮動小数計算における近似ではなく、有意な値となっている点であ
る。 したがって、有効桁を大きく増加させる場合、 2. の微小な値は 0 に近づくか、
一定の値として意味を持ち続けることになる。非常に高い精度で計算を行うと、
2. の場合は 0 に近付くが、 この場合は微小な値が意味を持ち始め、不必要な極を
持たない有理関数をとなる。

以上のような問題に対して、安定化理論を用いて計算を行った。 この場合には、解が
得られるまで有効桁を増加させながら再計算を行うことになる。 ここで、解が求まり、
それが元の関数の近似になっている場合には、必ず不必要な極は生じない近似になっ
ている。そのため、解を得るためには大きな有効桁が必要となるが、不必要な極のな
い高精度な近似であることを信頼することができる。 また、厳密には行列式が 0 なら
ば、解が一意に定まらないことから、厳密計算の性質にあった結果を得ることができ
る手法であるといえる。
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