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1 はじめに

$A\in \mathrm{C}^{m\mathrm{x}m},$ $b\in \mathrm{C}^{m}$ が与えられているとき、線形方程式系

$Aoe=b$ (1)

の解 $oe\in \mathrm{C}^{m}$ を求めたい。線形方程式系 (1) の解法として、 $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解などの直接法が良
く知られている。 .しカル直接法では、 この線形方程式系 (1) のサイズ $m$ に対し、 一般に

$O(m^{3})\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{s}$ の計算量と係数行列 $A$ の記憶が必要となる。 このため、 大規模な線形方程式
系を解くことは困難である。たとえ係数行列 $A$ が疎行列であっても、 $\mathrm{L}\mathrm{U}$ 分解などの直接
法では、計算途中で ffll-in が起こりその疎性が崩れる事が多 $\mathrm{A}\backslash \text{。}$ 一方、 クリロフ部分空間

法では係数行列を直接に操作することは無く、ベクトルに対する線形変換にのみ利用する
ため、係数行列の疎性の維持が容易である。 また、 ク)$\mathfrak{l}$ ロフ部分空間法の収束が速ければ

高速に近似解を得る可能性がある。 このため、本論文ではクリロフ部分空間法により線形
方程式系 (1) を解くことを試みる。 2 章では、 4つのクリロフ部分空間法と前処理の一般
的な枠組みについて述べる。 3 章では、幾つかの前処理行列について説明を行う。 4 章で
は半正定値計画問題を例に取り、係数行列が密である特殊な線形方程式系に対して、クリ
ロフ部分空間法が有効であることを示す。

2 クリロフ部分空間法とその前処理

クリロフ部分空間 $\mathcal{K}_{n}(A;b)$ を、

$\mathcal{K}_{n}(A;b)=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}$ { $b$, Ab, $A^{2}b,$ $\cdots,A^{n-1}b$}

で定義する。 ク)$1$ ロフ部分空間法は非定常な反復解法であり、 $n$反復目の反復点 $x_{n}$ がク

リロフ部分空間 $\mathcal{K}_{n}(A;b)$ の中をなんらかの意味で探索する方法である。 (本論文では、記
述を簡略化するため、 クリロフ部分空間法の初期点をとして $oeo=0$ を仮定する。 ) こ

れまで、多くのクリロフ部分空間法が提案されてきたが、歴史的には係数行列が正定値
行列である線形方程式系に対する解法として、 Hestenes と Stiefel が共役勾配法 (Con-
jugate Gradient meth何: $\mathrm{C}\mathrm{G}$) を発表したことに始まる [6]。 その後、同じく係数行列
が正定値な線形方程式系に対する解法である共役残差法 (Conjugate Residual method:
$\mathrm{C}\mathrm{R})$ や、 一般の線形方程式系に対する解法である双共役勾配法 (Biconjugate Gradient
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method: $\mathrm{B}\mathrm{i}- \mathrm{C}\mathrm{G})_{\text{、}}$ $2$乗共役勾配法 (Conjugate Gradient Squared method: CGS)、安定
化双共役勾配法 (Biconjugate Gradient Stabilized method: Bi-CGSTAB)、疑似最小残
差法 $($Quasi-Minimal Residual method: $\mathrm{Q}\mathrm{M}\mathrm{R})_{\text{、}}$ 一般化共役残差法 (Generalized Conju-
gate Residual method: GCR)、 リスタート版一般化共役残差法 (Restarted Generalized
Conjugate Redisual method: GCR(m) $)$

‘ 一般化最小残差法 (Generalized Minimal Resid-
ual method: GMRES)、 リスタート版一般化最小残差法 (Restarted Generalized Minimal
Residual method: GMRES(m) $)$ などのクリロフ部分空間法が提案されている [2, 3, 5]。
ク)$|$ ロフ部分空間法の収束性は係数行列 $A$ の固有値の分布に依存し、特に係数行列 $A$

の固有値が密集している場合には高速に収束することが知られている。 このため、線形方
程式系 (1) を解く変わりに、正則行列 $M_{1},$ $M_{2}\in \mathrm{C}^{m\mathrm{x}in}$ に対し、 同値な線形方程式系

$(M_{1}AM_{2})(M_{2}^{-1}x)=(M_{1}b)$ (2)

を考え、 この線形方程式系をクリロフ部分空間法で解くことが有効である。 このとき、
$M_{1}AM_{2}$ の固有値が密集していれば、新しいクリロフ部分空間法は高速に収束すること
が期待できる。 この技術を前処理と呼び、線形方程式系 (2) をクリロフ部分空間法で解く
ことを前処理付きクリロフ部分空間法という。元の線形方程式系 (1) の係数行列 $A$ が正定
値である場合、その正定値性を壊さない前処理が求められる。そのような場合、線形方程
式系 (2) の代りに、 正則行列 $M\in \mathrm{C}^{m\mathrm{x}m}$ に対し、

$(MAM^{*})(M^{-*}x)=(Mb)$ (3)

という線形方程式系を考え、 これに共役勾配法や典役残差法を適用することが大変有効で
ある。

本章では以 T、典型的な 4つのクリロフ部分空間法を例に取り、そららに対し前処理を
適用することにより、前処理付きのクリロフ部分空間法の概要を説明する。

21 共役勾配法

本節では、ク)$1$ ロフ部分空間法の中で最も基本的かつ有名な方法である共役勾配法につ
いて述べる。共役勾配法は、係数行列が正定値行列である線形方程式系を解くクリロフ部
分空間法である。前節で述べたように、 クリロフ部分空同法は $n$反復目の反復点 $\mathrm{a}\mathrm{e}_{n}$ がク

リロフ部分空間 $\mathcal{K}_{n}(A;b)$ を探索する反復解法であるが、特に共役勾配法では反復点 $oe_{n}$ が

$\min$ $||b-Aoe||_{A^{-1}}$ (4)
x\epsilon K、(Ajb)

の解となっていることが知られている。 この性質は、理論的には共役勾配法が高々 $m$ 回で

の反復で線形方程式系の厳密解を得ることを保証する。 しかし、 一般にク )$\mathrm{I}$ ロフ部分空間
法の計算は誤差が生じやすいことが知られており、共役勾配法において $m$回の反復での終
了は期待できない場合も多い。 アルゴリズム 1 で線形方程式系 (1) を解く共役勾配法を示
している。 アルゴリズム中の $\alpha,$

$\beta$ には、理論的には同じ値を導く幾っかの計算方法が存在
することを付記しておく。係数行列 $A$ はベクトルの線形変換 $Ap_{n}$ にのみ使われてぃる。
ここで $\#(A)$ を行列 $A$ の非ゼロ要素の数とすると、 共役勾配法の 1 反復当りの計算量は、
2 $\#(A)+\mathcal{O}(m)$ flops となる。
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$7J\triangleright 3^{\backslash })\mathrm{I}\wedge^{\backslash ^{\backslash }}\mathrm{A}1$ : $.7J\triangleright 3^{\backslash }|JZ\grave{\grave{\Delta}}2$ :
共役勾配法 前処理付き共役勾配法

$x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$ $oeo=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$

for $n=0,1,$ $\cdots$ for $n=0,1,$ $\cdots$

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n},p_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$ or $\frac{(r_{n},r_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$ $\alpha_{n}=\frac{(r_{n},p_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$

$oe_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ $oe_{n+1}=oe_{n}+\alpha_{n}p_{n}$

$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$

$\beta_{n}=-\frac{(r_{n+1},Ap_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$ or $\frac{(r_{n+1},r_{n+1})}{(r_{n},r_{n})}$
$\overline{r_{n+1}}=Kr_{n+1}$

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$
$\beta_{n}=-\frac{(\overline{r_{n+1}},Ap_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$

end $p_{n+1}=\overline{r_{n+1}}+\beta_{n}p_{n}$

end

線形方程式系 (3) に対し共役勾配法を適用することを前処理付き共役勾配法という。 こ

の前処理付き共役勾配法を、 さらに数学的に同値なアルゴリズムに変形したもの.をアル
ゴリズム 2 で示した (変形については [5] などを参照)。 なお、 アルゴリズム 2 中の $K$ は

$K=M^{*}M$ で定義される行列である。ただし、 この行列 $K$ を実際にメモリ上に保持す
る必要はなく、 $r_{n+1}$ に対する線形変換 $Kr_{n+1}$ が計算できればよい ($K$ の正定値性は必要
である)。 前処理付き共役勾配法を用いた場合、 1 反復の計算量は通常の共役勾配法に比
べ、線形変換 $Kr_{n+1}$ を行う分だけ増える。 このため、前処理付き共役勾配法の 1 反復当
たりの計算量を増やさないためには、線形変換 $Kr_{n+1}$ を少ない計算時間とメモリ量で行
う必要がある。 また、 前節で述べたように行列 $MAM^{*}$ の固有値がより密集してぃるほ
うが、 前処理付き共役勾配法は高速に収束するため、 $K$ が $A^{-1}$ の近似行列であることが
望まし $\mathrm{A}\backslash \text{。}$ これらの性質をふまえた上で、具体的な前処理法については次章で述べる。

2.2 共役残差法

共役残差法は、係数行列が正定値行列である線形方程式系を解くク)$\mathrm{I}$ ロフ部分空間法で
ある。 この方法の $n$ 回目の反復点 $oe_{n}$ は、

$\min$ $||b-Aoe||$
$x\epsilon\kappa_{n}(A;b)$

の解となっていることが知られている。共役勾配法の場合と同様に、 この性質は理論的に
は共役残差法の $m$ 回での収束性を保証するものの、 実際には誤差の影響を受けるため理
論通りにはならない。 アルゴリズム 3 に共役残差法を示した。
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アルゴリズム 3:
共役残差法

アルゴリズム 4:
前処理付き共役残差法

アルゴリズム 5:
前処理付き共役残差法 (実用版)

$oeo=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$$x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r0=b$ $x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r0=b$
for $n=0,1,$ $\cdots$for $n=0,1,$ $\cdots$ for $n=0,1,$ $\cdots$

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n},Ap_{n})}{(Ap_{n},Ap_{n})}$
$\alpha_{n}=\frac{(\overline{r_{n}},Ap_{n})}{(Ap_{n},\overline{Ap}_{n})}$

$\alpha_{n}=\frac{(\overline{z_{n}},q_{n})}{(q_{n},\overline{q_{n}})}$

$x_{n\dagger 1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ $x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ $x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$

$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}q_{n}$

$\beta_{n}=-\frac{(Ar_{n+1},Ap_{n})}{(Ap_{n},Ap_{n})}$

$\overline{r_{n+1}}=Kr_{n+1}$ $\overline{r_{n+1}}=\overline{r_{n}}-\alpha_{n}\overline{q_{n}}$

$\beta_{n}=-\underline{(A\overline{r_{n+1}},\overline{Ap}_{n})}$ $z_{n+1}=A\overline{r_{n+1}}$

end
$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$ $(Ap_{n},\overline{Ap}_{n})$

$\beta_{n}=-\frac{(z_{n+1},\overline{q_{n}})}{(q_{n},\overline{q_{n}})}$

$p_{n+1}=\overline{r_{n+1}}+\beta_{n}p_{n}$

$\overline{Ap}_{n+1}=KAp_{n+1}$ $p_{n+1}=\overline{r_{n+1}}+\beta_{n}p_{n}$

end $q_{n\dagger 1}=z_{n+1}+\beta_{n}q_{n}$

$\overline{q_{n+1}}=Kq_{n+1}$

end

線形方程式系 (3) に対し共役残差法を適用することを前処理付き共役残差法という。 こ

の方法をアルゴリズム 4 で示した。 なお、 アルゴリズム 4 中の $K$ は $K=M^{*}M$ で定義

する。 アルゴリズム 4 より、 共役残差法の各反復では、係数行列 $A$ の線形変換を 2 回と、
前処理行列 $K$ の線形変換を 2 回行うことになる。 このため、 アルゴリズム 4 の計算は前
処理付き共役勾配法の計算の 2倍かかることになる。 しかし、 [12] で述べたように、

$\overline{r_{n+1}}$ $=$ $Kr_{n+1}$

$=$ $K(r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n})$

$=$ $\overline{r_{n}}-\alpha_{n}KAp_{n}$

という関係を利用することにより、 $\overline{r_{n+1}}$ は $\overline{r_{n}}$ と $KAp_{n}$ から更新することができる。また、

$Ap_{n+1}$ $=$ $A(\overline{r_{n+1}}+\beta_{n}p_{n})$

$=$ $A\overline{r_{n+1}}+\beta_{n}Ap_{n}$

という関係を利用することにより、 $Ap_{n+1}$ は $A\overline{r_{n+1}}$ と $p_{n}$ から更新することが可能であ
る。 この更新法で計算することにより、前処理付き共役残差法の 1反復当たりの計算量は、
共役勾配法の 1 反復当たりの計算量と同程度にすることができる。 この方法を実用版の前
処理付き共役残差法としてアルゴリズム 5 に示した。 共役勾配法に対する前処理の場合と
同様に、 行列 $K$ は正定値行列であることが必要であるが、アルゴリズムの実行において
実際にメモリ上に保持する必要はなく、線形変換 $Kq_{n+1}$ が行えれば良い。 このとき、 な

るべく少ない計算量とメモリ量で計算できることが必要である。 さらに、共役残差法の収

束性を高めるためには、 $K$ が $A^{-1}$ の近似行列であることが望ましい。
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2.3 双共役勾配法

本節では、双共役勾配法について述べる。共役勾配法が係数行列が正定値である線形方
程式系に対する解法であったのに対し、この方法は正定値性を仮定しない一般の係数行列
に持つ線形方程式系に対する解法である。次に述べるアルゴリズムから想像出来るように、
これは共役勾配法を拡張した方法である。 また、 この双共役勾配法から派生した方法とし
て 2 乗共役勾配法、安定化共役勾配法、疑似最小残差法などがあるが、詳細につぃては [2]
などを参照されたい。アルゴリズム 6 で、線形方程式系 (1) を解く双共役勾配法を示した。

アルゴリズム 6: アルゴリズム 7:
双共役勾配法 前処理付き双共役勾配法

$oeo=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$ $x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$

$p_{\acute{0}}=b,$ $r_{\acute{0}}=b$ $p_{\acute{0}}=b,$ $r_{\acute{0}}=b$

for $n=0,1,$ $\cdots$ for $n=0,1,$ $\cdots$

$\alpha_{n}=,\frac{(r_{n}’,r_{n})}{(p_{n},Ap_{n})}$ $\alpha_{n}=\frac{(r_{n}’,\overline{r_{n}})}{(p_{n},Ap_{n})}$

$oe_{n+1}=oe_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ $x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$

$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$

$r_{n+1}’=r_{n}’-\overline{\alpha}_{n}A^{*}p_{n}’$ $r_{n+1}’=r_{n}’-\overline{\alpha}_{n}A^{*}p_{n}’$

$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1}’,r_{n+1})}{(r_{n}’,r_{n})}$
$\overline{r_{n+1}}=Kr_{n+1}$

$r_{n+1}’=K^{*}r_{n\underline{+1}}’-$

$p_{n+1}=r_{n+1}+\beta_{n}p_{n}$

$p_{n+1}’=r_{n+1}’+\overline{\beta}_{n}d_{n}$
$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1}’,r_{n+1})}{(r_{n},\overline{r_{n}})}$,

end $p_{n+1}=\overline{r}_{\underline{n+}1}+\beta_{n}p_{n}$

’$p_{n+1}=r_{n+1}+\overline{\beta}_{n}p_{n}’$

end

前処理を施した線形方程式系 (2) に対する双共役勾配法と数学的に同値なアルゴリズム
がアルゴリズム 7 である。 ここで、 アルゴリズム 7 中の $K$ は、 $K=M2M_{1}$ で定義され
た行列である。アルゴリズム 7 では、 $K$ のみが定まれば、前処理付き双共役勾配法のアル
ゴリズムは前処理行列 $M_{1},$ $M_{2}$ には依存しない。 また、 これまでと同様に、行列 $K$ は
実際にメモリ上に保持する必要はなく、あるベクトル $v$ に対する線形変換 $Kv$ が行えれ
ば、 アルゴリズム 7 を実行することができる。 このとき、計算効率の観点がら、なるべく
少ない計算量とメモリ量で計算できることが必要である。 さらに、前処理付き双共役勾配
法の収束性を高めるためには、 $K$ が $A^{-1}$ の近似行列であることが望ましい。

2.4 一般化共役残差法

本節では、一般化共役残差法について説明する。一般化共役残差法は共役残差法を拡張
した方法であり、正定値とは限らない一般の行列を係数行列に持っ線形方程式系を解く。
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アルゴリズムの形状は異なるものの、 この一般化共役残差法と一般化最小残差法は等しい
反復点 $x_{n}$ を生成することが知られている。 また、一般化共役残差法や一般化最小残差法
から派生した方法として、途中でリスタートを行うリスタート版一般化共役残差法やリス
タート版一般化最小残差法があるが、それらの詳細については [2] などを参照された V $\backslash \text{。}-$

般化共役残差法を、 アルゴリズム 8 で示した。

アルゴリズム 8: アルゴリズム 9:
一般共役残差法 前処理付き一般共役残差法

$x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r_{0}=b$ $x_{0}=0,$ $p_{0}=b,$ $r0=b$
for $n=0,1,$ $\cdots$ for $n=0,1,$ $\cdots$

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n},Ap_{n})}{(Ap_{n},Ap_{n})}$ $\alpha_{n}=\frac{(r_{n},M_{1}^{*}M_{1}Ap_{n})}{(Ap_{n},M_{1}^{*}M_{1}Ap_{n})}$

$x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$ $oe_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}p_{n}$

$r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ $r_{n+1}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$

$\beta_{kn}=-\frac{(Ar_{n+1},Ap_{k})}{(Ap_{k},Ap_{k})}$
$\overline{r_{n+1}}=Kr_{n+1}$

$p_{n+1}=r_{n+1}+ \sum_{k=1}^{n}\beta_{kn}p_{k}$

$\beta_{kn}=-\frac{(A\overline{r_{n+1}},M_{1}^{*}M_{1}Ap_{k})}{(Ap_{k},M_{1}^{*}M_{1}Ap_{k}),n}$

.

end $p_{n+1}= \overline{r_{n+1}}+\sum_{k=1}\beta_{kn}p_{k}$

end

これまでと同様に、前処理を施した線形方程式系 (2) に対し一般共役残差法を適用す
るものと数学的に同値となる解法をアルゴリズム 9 で示す。 アルゴリズム 9 中の $K$ は

$K=M_{2}M_{1}$ で定義される行列である。 アルゴリズム 7 の前処理付き双共役勾配法の場
合と違い、線形変換 $Kv$ の他に線形変換 $M_{1}^{*}M_{1}v$ の計算が必要であることに注意する。
つまり、前処理付き一般化共役残差法では、 $K$ だけでなく $M_{1},$ $M_{2}$ に依存して、アルゴ
リズムは変化する。

3 様々な前処理行列

本章では、幾つかの前処理について述べる。前章で述べたように、前処理行列 $K=$
$M_{2}M_{1}$ に求められている性質として、 なるべく少ない計算量とメモリ量で線形変換 $Kv$

が計算できることと、 $K$ が $A^{-1}$ の近似行列であることが挙げられる。 このことを踏まえ
た上で、以下の節では対角スケーリン久 不完全コレスキー分解、多項式前処理につぃて
説明する。一般的に、 良い前処理とは係数行列の性質や使用できるメモリの量などに強く
依存するため、決定的な前処理法は存在しない。
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3.1 対角スケーリング

一番簡単な前処理として、対角スケーリングがある。 これは、行列 $A$ の対角要素を抜
き出した行列を $D$ とすると、前処理行列 $K$ として $D^{-1}$ とすることに相当する。 $D$ が $A$

の近似行列であるとみなせば、 $K$ は $A^{-1}$ の近似行列といえる。一般的にこの前処理行列
$K$ は $A^{-1}$ のそれほど良い近似ではないため、収束性に関して大きな効果が期待できない。
しかし、線形変換 $Kv$ 1こは $m$ flops しかかからず、 計算量が少ないため良く利用される。
さらに、 $A$ が正定値なら $K$ も正定値となる性質があるため、 共役勾配法や共役残差法の
前処理として利用できる。

3.2 不完全コレスキー分解

係数行列 $A$ が正定値である場合によく使われる前処理法として不完全コレスキー分解
がある。 これは、係数行列 $A$ のゼロの部分が分解した下三角行列 $L$ でもゼロとなるよう
に、 近似的にコレスキー分解を行う方法である。 不完全コレスキー分解は以下のようにし
て計算できる。

for $k=1,2,$ $\cdots,$ $n$

$L_{kk}=\sqrt{L_{kk}}$

for $i=k+1,$ $k+2,$ $\cdots,$ $n$ $A_{:k}\neq 0$ の場合
$L_{:k}=L_{1k}./L_{kk}$

end
for $j=k+1,$ $k+2,$ $\cdots,n$

for $i=j,j+1,$ $\cdots,$ $n$ $A_{1j}.\neq 0$ の場合
$L_{1j}.=L_{-j}-L_{1k}.L_{jk}$

end
end

end

この不完全コレスキー分解 $A\approx LL^{*}$ を利用し、前処理行列として $K=L^{-*}L^{-1}$ と定
める。 このとき、 $K\approx A^{-1}$ となるため、 $K$ は $A^{-1}$ の近似行列とみなせる。 下三角行列
$L$ の構成法により、 $A$ と $L$ は同程度に疎である。 しかし、 $L^{-*}L^{-1}(=K)$ は疎であるとは
限らない。 このため実用上は、疎な三角行列 $L$ を保持した上で、線形変換 $Kv$ を線形方
程式系 $LL^{*}z=v$ を解くことにより求める。 この線形方程式系の解は、 $L$ が三角行列であ
るため $L$ の疎性を直接利用して計算できる。 この場合、 $A$ と $L$ の疎性が等しいことを考
慮すると、線形変換 $Av$ と同じくらいの計算量で前処理が可能である。.また、 $L$ が生成で
きれば $K$ は正定値行列となるため、共役勾配法や共役残差法の前処理として利用できる。
しかし、 $A$ が正定値でも不完全コレスキー分解ができるとは限らない。その場合、 $A+\epsilon I$

を不完全コレスキー分解する方法などが提案されている。また、係数行列が正定値では無
い場合、不完全コレスキー分解の変わりに不完全 $\mathrm{L}\mathrm{U}$分解が使われることが多い [3]。
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33 多項式近似

多項式近似とは、前処理行列 $K$ は $A$ の多項式で近似する方法である。一般に、 $M$ を

正則行列としたとき、 $G=I-M^{-1}A$ と定義すると、 $\rho(G)<1$ ならば、

$A^{-1}=M^{-1}+GM^{-1}+G^{2}M^{-1}+G^{3}M^{-1}+\cdots$

が成り立つことが知られている [5]。 これは無限級数展開であるが、 これを $t$ まで展開した
ものを前処理行列として利用することを考える。 そのような行列を $K_{t}$ とすると、 っまり

$K_{t}=M^{-1}+GM^{-1}+G^{2}M^{-1}+\cdots+G^{t-1}M^{-1}$

と書くことができる。 クリロフ部分空間法では、 あるベクトル $v$ に対する線形変換 $K_{t}v$

ができればよく、 $K_{t}$ は陽に行列を生成する必要はない。 ここで、

$K_{t}v$ $=$ $(GK_{t-1}+M^{-1})v$

$=$ $M^{-1}(r-AK_{t-1}v)+K_{t-1}v$

という関係が成り立つため、

$z_{0}=v$ , $z_{k}=M^{-1}(r-Az_{k-1})+z_{k-1}$ (5)

という漸化式を添字が $t$ まで行うことにより、線形変換 $K_{t}v$ を求めることができる。っま
り、 (5) は定常反復法と見なすことが可能である。 この計算を効率良く行うためには、行
列 $M^{-1}$ とベクトルの積を少ない計算量で行う必要がある。 ここで、 $A$ の対角部分を抜き
出した行列を D、狭義下三角部分を抜き出した行列を L、狭義上三角部分を抜き出した
行列を $U$ とする。 すると、 $M$ として $D$ を取るとこれはヤコビ法となる。 また、 $D+L$
あるいは $D+U$ を取ると、 これはガウス・ザイデル法となる。 さらに、 $\frac{1}{\omega}D+L$ ある

いは $\underline{1}D+U$ を取ると、 これは逐次過剰緩和法 (SOR 法) となる。 このような特別な場
合に $[]\mathrm{h}_{\text{、}}\omega$ より効率よく線形変換 $K_{t}v$ を計算することができる。 さらに [1] では、一般化共
役残差法に対する可変的前処理という枠組みを提案している。 その中では、前処理として
SOR法を用いた数値実験が行われている。SOR法などを前処理として利用した場合、 た
とえ係数行列 $A$ が正定値の場合でも、前処理行列 $K$ の正定値性は失われる。 この問題を
解決するため、対称逐次過剰緩和法 (SSOR 法) などの方法が提案されてぃる [5].

4 係数行列が密の場合

クリロフ部分空間法は係数行列の疎性を崩さない方法であるため、特に係数行列が疎で
ある線形方程式系に対し利用されることが多い。一方、係数行列が特別な構造を持ってぃ
る場合、 その構造を利用することにより係数行列が密である線形方程式系に対し効率良く
働く可能性がある。本章では、半正定値計画問題を主双対内点法で解く場合、その途中で
現れる線形方程式系に対しクリロフ部分空間法が有効であることを述べる。
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4.1 半正定値計画問題とは

まず、 $S^{n}$ を $n\cross n$ の実対称行列の集合と定義する。 また、 $S_{+}^{n}$ を $n\cross n$ の半正定値対

称行列の集合と定義する。任意の $X,$ $Z\in\Re^{n\mathrm{x}n}$ に対して、 $X\bullet$ $Z$ は $X$ と $Z$ の内積、

すなわち、 $i\mathrm{R}X^{T}Z$ ( $X^{T}Z$ のトレース) を表す。

$p_{:}\in S^{n}(i=0,1, \ldots, m),$ $f_{1}$. $\in\Re(i=1,2, \ldots, m)$ とする。 このとき、半正定値計画

(Semidefinite Programming: SDP) の主問題と双対問題は以下のように与えられる。

主問題 :

最小化件 $F_{1}.\bullet X=f_{1}F_{0}\bullet XX\in S_{+}^{n}.\cdot(i=1,2, \ldots,m),$

$\}$ (6)
制約条件

双対問題 :

最大化 $\sum_{-=1,m}^{m}f_{1}.y$:

制約条件 $. \sum_{1=1}F_{1}.y:+Z=F_{0}$ ,

$Z\in S_{+}^{n}$ .

(7)

この問題は線形計画問題の対称行列の空間への拡張として捉えることができ、線形計画
問題の主双対内点法を拡張した内点法で理論的に多項式時間内で解くことが可能である
[7, 10, 11]。 この主双対内点法では、探索方向の計算過程である種の Newton 法を使用し
ており、 このとき、 サイズが m(主問題の線形制約の数) の線形方程式系

$A\Phi=b$ (8)

を解く必要が生ずる。 ここで、 線形方程式系 (8) の係数行列 $A$ の各要素は、

$A_{1j}.=F$: $\bullet$ $XFjZ^{-1}$ $(i,j=1,2, \ldots, m)$ ,

と定義される。 この係数行列 $A$ に関し、重要な 2つの性質が知られている $[8]_{\text{。}}$ 一つは、

係数行列 $A$ が正定値行列になっていることであり、もう一つは、一般に行列 $X,$ $Z$ が密で

あるため $p_{:}(i=1,2, \ldots, m)$ が疎行列であっても、係数行列 $A$ は密行列となることであ

る。 このため、主問題の線形制約の数 $m$ が非常に多い SDP 問題を解く場合、非常に大き
な次元の係数行列が密な線形方程式系を解く必要が生ずる。このため、直接法では計算量
やメモリ使用量の制約からこの大規模線形方程式系の解の計算が困難となる。そこで、 主
双対内点法の各反復で解く線形方程式系 (8) に共役勾配法を適用することを試みる。
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42 係数行列とベクトルの計算

共役勾配法では、係数行列 $A$ はベクトル $p$ に対する線形変換にのみ利用する。 この線
形変換 $Ap$ となるベクトルを $q$ とすると、任意の $i$ に対して、

$q_{i}$ $=$ $\sum_{j=1}^{m}A_{1j}.p_{j}$ $=$ $\sum_{j=1}^{m}F:\bullet XF_{j}Z^{-1}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$=$ $\sum_{j=1}^{m}\mathrm{R}(p_{:}XF_{j}Z^{-1})p_{j}$

$=$ 丑
$(p_{:}X \sum_{j=1,m}^{m}F_{j}p_{j}Z^{-1})|$

$=$
$F_{i} \bullet X\sum_{j=1}F_{j}p_{j}Z^{-1}$

が成り立つ。 よって、 以下のような手順で線形変換 $Ap$ の計算を行うことができる。

$H_{1}= \sum_{j=1}^{m}$ pjFj, $H_{2}=XH_{1}Z^{-1},$ $q_{i}=F_{i}\bullet$ $H_{2}(i--1,2, \ldots, m)$ (9)

この計算方法では、計算量としてほぼ大きさ $n\cross n$ の行列同士のかけ算 2 回分となる。
$m=\mathcal{O}(n^{2})$ であることを考慮すると、 この計算は O(m1.5声。ps と見積もることができる。
係数行列 $A$ は $m^{2}$ 個の (ゼロでない) 要素を持つのに対し、係数行列 $A$ の構造を利用する
ことにより線形変換を $\mathcal{O}(m^{1.5})\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{s}$ で計算することが可能となった。 また、 $m\cross m$ の密
行列 $A$ を保持せず線形変換 $Ap$ を計算している。

43 多項式近似を利用した前処理

次に、 共役勾配法に対する前処理について考察する。線形方程式 (8) の係数行列 $A$ は

密であるため、前処理として不完全コレスキー分解を利用することはできない。前節では
$A$ の構造を利用することにより線形変換 $Ap$ を効率よく計算する方法を説明したが、前処
理においても $A$ の構造を利用したい。 このため、 33節で説明した多項式近似を利用する
ことが適切であると思われる。前処理としてヤコビ法を利用する場合、前節で述べた計算
法を直接利用することにより、高速に前処理を行うことができる。 しかし、前処理として

SOR法や SSOR 法を利用する場合、前節と同様の方法では計算できない。 このため以下
の工夫を行う。

SOR 法の $k$ 反復目の反復点 $x$ の $i$ 番目の要素を $x_{\dot{\iota}}^{(k)}$ とする。 このとき、.

$x_{i}^{(k+1)}$ $=$ $\sum_{j=1}^{i-1}A_{\dot{\iota}j}x_{j}^{(k+1)}+\sum_{j=i+1}^{m}A_{ij}x_{j}^{(k)}$

$=$ $. \sum_{j=1}^{1-1}(F_{i}Z^{-1}\bullet XFj)x_{j}^{(k+1)}+\sum_{j=\dot{l}+1}^{m}(F:Z^{-1}\bullet XF_{j})x_{j}^{(k)}$

$=$ $F_{i}Z^{-1}\bullet$ $(X( \sum_{j=1}^{\dot{\iota}-1}x^{(k+1)}F)jj+X(\sum_{j=\cdot+1}^{m}.x_{j}^{(k)}F_{j}))$

61



が成り立つ。 ここで、 $H_{:}=X( \sum_{j=1}^{\dot{\iota}-1}x_{j}^{(k+1)}F_{j})+X(\sum_{j=1+1}^{m}.x_{j}^{(k)}F_{j})$ と定義すると、 この $H_{i}$

は $H_{i}=H:-1+x_{\dot{\iota}-1}^{(k+1)}XF:-1-x_{\dot{l}}^{(k)}XF_{i}$ という m(bRで書き表せる。 この事実から、以

下のような手順により SOR法を実行することができる。

$oe=0,$ $H.=O$

for $k=0,1,$ $\ldots$

for $i=1,2,$ $\ldots,$ $m$

$H=H+x_{\dot{\iota}-1}^{(k+1)}XF:-1-x^{\underline{(}k)}XF$:
(もし $i=1$ のとき $H=H+x_{m}^{(k)}XF_{m}-x_{1}^{(k)}XF_{1}$ )

$J=F:Z^{-1}$

$x_{1}^{(k+1)}.=\omega(b:-J\bullet H)/A_{||}.$. $+(1-\omega)x_{1}^{(k)}$.
end

end

このアルゴリズムの詳細については [9] を参照された $\mathrm{A}[searrow]$ 結果として、 SOR法の 1 反復
を $O(n^{3})$ で計算することができる。 これは、 $Ap$の計算にかかる計算量と同等であり、 実
用的な前処理となる。
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