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要旨

近年, 整数計画問題に対してトーリックイデアルの離散性を利用し, Gr\"obner 基底や標準対などの
計算代数的手法を応用する研究が行われている. これらのアプローチは既存の整数計画問題の解法に比
べて計算時間の改善を与えるものではないが, 整数計画問題の代数的な構造を与えるものとして重要で
ある. 本稿では, 係数行列が単模の場合, 特に主・双対最小費用流問題に対してこれらの手法を適用し,
これまでに知られていなかった新たな構造を示す. まず, 単模な行列に対する Gr\"obner 基底や標準対に
ついて考え, 双対実行可能基底の数の最大値を多面体の体積を用いて与える. 次に, 最小費用流問題に
対して Gr\"obner 基底をグラフの言葉で与え, 主 (双対) 問題の双対 (主) 実行可能基底の数を解析する.
特に, 主問題の双対実行可能基底の数の最小値と最大値がそれぞれ 1, $(d-1)$ 次 Catalan 数 $\frac{1}{d}(_{d-1}^{2(d-1)})$

になるのに対し, 双対問題の主実行可能基底の T限が $\Omega(2^{\lfloor d/6\rfloor})$ と指数オーダになることを示す. これ

らの解析には, Gr\"obner 基底と標準対の関係, およひトーリックィデアルに関する組み合わせ論の結果
を用いる. 特に, 前者は最小費用流におけるサーキットの集合と双対実行可能基底の関係に対応し, こ

れまで知られていなかった新たな関係を与えている.

1 概要

近年, Gr\"obner 基底 (Gr\"obner bases) [2] および標準対分解 (standard pair decompositions) [8] を

用いた整数計画問題の計算代数的アプローチが研究されている. これらは既存の整数計画問題の解法に比べ
て計算時間を改善したり, 既存の解法では解けなかった難しい問題を解くというものではないが, 計算困難
な問題に対して計算代数的な手法を適用し, 整数計画問題の構造の代数的解析を与えるという点で重要であ
る [2, 8, 9, 18, 21, 23, 24]. 多項式環上のイデアルに対しては, 被約 Gr\"obner 基底と標準対は, 被約
Gr\"obner 基底の主項で生或される主項イデアルに含 $.\text{ま}$ れる単項式の集合の補集合 (標準単項式の集合) のあ
る種の分解が標準対分解である, という意味で双対の関係にある. この種の双対性が組合せ最適化における
新たな双対性を与えると思われ, さらに双対定理の成り立つ整数計画問題のクラスに対してこれらの手法を
適用することにより, 一般の整数計画問題からは得られない計算量クラスを得られると期待される.
係数行列 $A$ が単模 (unimodular) である問題は, 不等式系 $yA\leq c$ が完全双対整数性 (totally dual in-

tegral, TDI) を持つ性質の良い問題のクラスである. このとき, 各標準対は双対実行可能基底に対応し, 標
準対を用いた整数計画問題のアプローチは各双対実行可能基底に対する被約費用 (reduced cost) を計算して
いるのと等価になる (定理 34). ゆえに, 標準対の数 (つまり双対実行可能基底の数) がこのアプローチの
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計算量を与える. さらに, このときの標準対の数の最大値はある行列から定まる多面体の正規化体積 (nor-
malized volume) で与えられる (定理 33).
係数行列が単模である問題の中でも, 最小費用流問題は多項式時間で解くことのできる問題のクラスであ
ることが知られている. 最小費用流問題に対応する Gr\"obner 基底を用いたアプローチは閉路消去アルゴリ
ズムの変形となっている. 計算時間が多項式時間になる閉路消去法アルゴリズム [6, 13, 14] では, 任意の
実行可能フローに対して, 残余ネットワーク内の費用が負のサイクルの集合 (指数個あることがある) の中
から多項式個選び, それらに沿ってフローを流し変えていくことにより最適フローを求めている. 同様に,
Gr\"obner 基底を用いたアルゴリズムでは Gr\"obner 基底に対応するサイクルの集合の中から費用が負のサ
イクルを選び, フローを流し変える. 従って, 被約 Gr\"obner 基底の要素数がこのアルゴリズムの複雑度を
与えていると考えられる. 一方, 最小費用流問題に対する標準対を用いたアプローチでは, まず標準対の集
合を求め, 非負整数解が求まるまで繰り返し各標準対に対して定まる線型連立方程式を解いてぃく. ネット
ワーク最適化問題に対して, 被約 Gr\"obner 基底と標準対の閘の双対性はサーキットと双対実行可能な補木
(双対問題に対してはカットセットと主実行可能な木) の関係に対応する. これらの関係はよく分がってぃな
いため, このような計算代数的双対性はネットワーク最適化問題に対する新たな解析手法を与えてぃる.
そこで, 本稿では単模な行列に対して Gr\"obner 基底や標準対分解を適用することを考える. 本稿の構或

は次の通りである. まず 2 節では, 被約 Gr\"obner 基底および標準対を定義し, 整数計画問題, 正則三角形
分割および双対多面体との関係を述べる. 3 節では係数行列が単模である場合を考え, 算術的次数 (標準対
の個数, つまり双対実行可能基底の個数) の最大値が係数行列を斉次化して得られる多面体の正規化体積に
等しくなることを示す (定理 33). 4 節では, $d$ 点無閉路トーナメントグラフ上の主最小費用流問題の
Gr\"obner 基底および標準対を解析する. いくっかの被約 Gr\"obner 基底をグラフのサーキットで特徴づけ
(定理 46, 48), 双対実行可能基底の最小値および最大値がそれぞれ 1, $(d-1)$ 次 Catalan 数 $\frac{1}{d}(_{d-1}^{2(d-1)})$

となることを示す (定理 4.12, 4.15). この最大値は 3 節の結果, およびべき単行列上の超幾何系と関連す
る多面体の研究 [5] の結果を用いる. 5 節では, 双対最小費用流問題を考え, ある Gr\"obner 基底がカット
セットで特徴づけられることを示す. (定理 53). さらに, 主実行可能基底の個数の下限が $\Omega(2^{\lfloor d/6\rfloor})$ と指
数オーダになることを示す (定理 57).
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表 1: 主・双対最小費用流問題に対する計算代数的解析
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2 $\vdash-|$) $’\cdot/2\mathrm{f}\overline{\tau}^{-}7$ ) $\triangleright\ \mathrm{G}\mathrm{r}\ddot{\mathrm{o}}\mathrm{b}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{E}\mathrm{E}$

行列 $A\in \mathbb{Z}^{d\mathrm{x}n}$ , 費用ベクトル $c\in \mathbb{R}^{n}$ , 右辺ベクトル $b\in \mathbb{Z}^{d}$ に対して, $IPA,c(b)$ を整数計画問題

$IPA,C(b):=minimize$ $\{c\cdot x|Ax=b, x\in \mathrm{N}^{n}\}$ ( $\mathrm{N}$ は非負整数全体の集合とする)

とし, 整数計画問題の族 $IPA,C:=\{IPA,c(b)|b\in\{Au |u\in \mathrm{N}^{n}\}\}$ を考える. IPA,。の各問題が唯一つ
の最適解を持つとき, 費用ベクトル $c$ はジエネリック (generic) であると言う.

IPA,。の構造を計算代数的に解析するのに, }$\backslash -$ リツクイデアルがよく使われている. 多項式環 $k[x]:=$

$k[x_{1}, \ldots, x_{n}]$ ( $k$ は体, $n$ は $IPA,C(b)$ の変数の数) において, 指数ベクトノレ $a=(a_{1}, \ldots, a_{n})\in \mathrm{N}^{n}$ (こ

対して, $x^{a}:=x_{1}^{a_{1}}x_{2^{2}}^{a}\cdots x_{n}^{a_{n}}$ と表す. このとき, $A$ のトーリツクイデア $/\triangleright$ (toric ideal) $I_{A}$ を $I_{A}:=$

$\langle oe^{u}-x^{v}| Au=Av, u, v\in \mathrm{N}^{n}\rangle$ で定める.

21Gr\"obner 基底と Conti-iRaverso のアルゴリズム

$k[x]$ の単項式上の全順序 $\succ$ が項順序 (term order) であるとは, 1 が唯一つの最小元であり, $x^{u}\succ$

$oe^{v}\Rightarrow x^{u+w}\succ oe^{v+w}(^{\forall}w\in \mathrm{N}^{n})$ が成り立つことを言う. さらに, 項順序 $\succ$ を一つ固定したとき, $c$ に

対する重み順序 \succ 。を, $c\cdot v$ または 「$c\cdot u=c\cdot v$ かつ $x^{u}\succ x^{v}$」 のときに $oe^{u}\succ_{C}x^{v}$ であると定め

る. $c\geq 0$ ならば, \succ 。は項順序になる.
$f\in I_{A}$ の項で \succ 。に関して最大な項を $f$ の主項 (initial term) とい $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , $in_{\succ c}(f)$ で表す. これを用い

て, トーリツクイデア $’\mathrm{s}I_{A}$ の主項イデアノレ (initial ideal) $in_{\succ c}(I_{A})$ を $in_{\succ c}(I_{A}):=\langle in_{\succ c}(f)|f\in I_{A}\rangle$

で定義する.

定義 21 有限集合 G\succ 。 $=\{g_{1}, \ldots,g_{s}\}\subseteq I_{A}$ が $|.n_{\succ c}(IA)=\langle in_{\succ c}(g_{1}), \ldots,:n_{\succ c}(g_{s})\rangle$ を満たすとき,

G,。を $I_{A}$ の \succ 。に対する Gr\"obner 基底 (Gr\"obner basis) という. さらに $Gr\tilde{o}bner$ 基底 G,。が被約
(reduced) であるとは, 任意の $i$ に対して $:n_{\succ c}(g:)$ の係数が 1 で, かつ任意の $i$ に対して $g_{i}$ のどの項も
$in_{\succ c}(g_{j})$ $(:\neq j)$ で割れないことである.

\succ 。 が項順序ならば被約 Gr\"obner 基底は唯一つ存在し, Buchberger アルゴリズムで計算することが
できる [4]. また, $I_{A}$ の任意の Gr\"obner 基底は $I_{A}$ の生或元になっている [4]. さらに, $I_{A}$ が次数付け
$\deg(x:)=\mathrm{A}$. $>0(i=1, \ldots, n)$ に対して斉次ならば, 任意の $c\in \mathbb{R}^{n}\backslash \{0\}$ について \succ 。は項順序にな
り, 被約 Gr\"obner 基底 G,。が存在することが知られている [17].
任意の $u\in \mathbb{Z}^{n}$ は $u=u^{+}-u^{-}$ ( $u^{+},$ $u^{-}\in \mathrm{N}^{n}$ かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u^{+})\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u^{-})=\emptyset$) と一意に表わせる. こ

こで, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u):=\{i|u:\neq 0\}$ である ( $u$ のサポート (support) という). $I_{A}$ の Gr\"obner 基底 G\succ 。は,
$g_{\succ c}=\{x^{u_{1}^{+}}-x^{u_{1}^{-}}, \ldots, x^{u_{\mathrm{p}}^{+}}-x^{u_{\mathrm{p}}^{-}}\}(u_{1}, \ldots, u_{p}\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)\cap \mathbb{Z}^{n})$と表わせる [17].

例 22 $A=(\begin{array}{lll}1 1 0-1 0 1\end{array})$ に対し, 下のグラフ上の最小費用流問題 $IP_{A,C}(b)=minimize\{c\cdot x|Ax=$

$b,$ $x=(x_{1,2}, x_{1,3}, x_{2,3})\in \mathrm{N}^{3}\}$ を考える. このとき, $I_{A}=(x_{1,2}x_{2,3}-x_{1,3}\rangle$ である.

また, $c=(c_{1,2}, c_{1,3}, c_{2},s)=(3,1,2)$ のとき, 主項イデア $\mathrm{K}\mathrm{s}$ は $in_{C}(IA)=\langle x_{1,2}x_{2,3}\rangle$ となり, 被約 Gr\"obner

基底は $g_{\succ c}=\{x_{1,2}x_{2,3}-x_{1,3}\}$ となる.

以下では, \succ 。が項順序となるような費用ベクトル $c$ およひ項順序 $\succ$ を考える. $\{ae\in \mathrm{N}^{n}|Ax=b\}$ の

中で \succ 。に関して最小な唯一つの元を求める問題を $IPA,\succ c(b)$ とすると, この問題の解 $u$ は $IP_{A,\mathrm{C}}(b)$ の最

適解の一つになっている.. Conti-Traverso [2] は, }$\backslash -$ ’ノツクイデアルの Gr\"obner基底を用いて $IP_{A,\succ_{\mathrm{C}}}(b)$

を解くアルゴリズムを提案した. ここでは, 主要な計算ステップに着垣したバージョンの Conti-Traverso
アルゴリズムを述べる [17]. $f\in k[x]$ を被約 Gr\"obner 基底 $\mathcal{G}$ で割った余りは一意に定まり, $\mathcal{G}$ による $f$

の正規形 (normal form) と呼ばれる.
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2 3

図 1: 3 点無閉路トーナメントグラフ

アルゴリズム 23(Conti-Traverso アルゴリズム [2, 17])
1. トーリックイデアル $I_{A}$ の \succ 。に対する被約 Gr\"obner 基底 $\mathcal{G}_{\succ c}$ を計算する.

2. $IPA,C(b)$ の任意の実行可能解 $v$ に対して, G,。による $x^{v}$ の正規形 $x^{u}$ を計算する.

3. $u$ を出力する. $u$ が $IP_{A,\succ c}(b)$ の解である.

例 22(続き) $b=(4,5)$ とする. 実行可能解 (4, 0, 9) に対して, G,。による $x_{1,2}^{4}x_{2,3}^{9}$ の正規形は $x_{1,\mathit{3}}^{4}x_{2,3}^{5}$

となるから, $IP_{A,\succ c}(b)$ の解は (0, 4, 5) である.

22 標準対分解

$[n]:=\{1, \ldots, n\}$ とおく.. 単項式 $x^{a}\in k[x]$ および添字集合 $\sigma\subseteq[n]$ の対 $(x^{a}, \sigma)$ 力 $\backslash \backslash \backslash$

$in_{\succ c}(I_{A})$ の標準

対 (standard pair) であるとは, (i) $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(a)\cap\sigma=\emptyset$ , (ii) $x^{a}\cdot k[xj|j\in\sigma]:=\{x^{a}\cdot f|f\in k[xj|j\in\sigma]\}$

に属する任意の単項式は $in_{\succ c}(I_{A})$ の標準単項式 ( $in_{\succ c}(I_{A})$ に属さない単項式), (iii) (i) および (ii) を

満たす他の対 $(x^{a^{l}}, \sigma’)$ で, 「 $x^{a}$ は $x^{a^{l}}$ で害リリ切れ, かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}.(x^{a}/x^{a’})\cup\sigma\subseteq\sigma$ ’を満たす」 ような

ものは存在しない, を満たすことである. また, 同じ記号 $(x^{a}, \sigma)$ で, $x^{a}\cdot k[x_{j}|j\in\sigma]$ に属する単項

式全体の集合も表すことにする. すると上の条件 (iii) は, (i), (ii) を満たす任意の $(x^{a’}, \sigma’)$ について

$(x^{a}, \sigma)\not\subset(x^{a’}, \sigma’)$ となることを示している. $in_{\succ c}(I_{A})$ のすべての標準対の集合を $S(in_{\succ c}(I_{A}))$ で表

す. $in_{\succ c}(I_{A})$ の標準対全体は, $in_{\succ c}(I_{A})$ の標準単項式全体の一意な分解を与える. これを $in_{\succ c}(I_{A})$ の

標準 $\lambda\backslash 1$分解 (standard pair decomposition) という. $in_{\succ c}(I_{A})$ の標準対の個数 $|S(in_{\succ c}(IA))|$ lむ $n_{\succ c}$
$(I_{A})$

の算術 勺次数 (arithmetic degree) と呼ばれ, ardh-deg $(in_{\succ c}(I_{A}))$ と表す [19].

例 22(続き) (添字集合を $\{(1,2),$ $(1,3),$ $(2,3)\}$ とする) $c=(3,1,2)$ のとき, in(3,l,2)(IA) の標準対分解
は $\{(1, \{(1,2), (1,3)\}), (1, \{(1,3), (2,3)\})\}$ となり, $in_{(3,1,2)}(I_{A})$ の算術的次数は 2. 一方 $c=(1,4,2)$ の

とき標準対分解は $\{(1, \{(1,2), (2,3)\})\}$ となり, in(l,4,2)(IA) の算術的次数は 1 である.

図 2: 2 種類の標準対分解. 格子点 ($p,$ $q,$ \rightarrow は単項式 $x_{1,2}^{p}x_{1,3}^{q}x_{2,3}^{r}$ に対応.

以下, $c$ をジェネリックな費用ベクトノレとする. このとき $in_{\succ c}(I_{A})=in_{C}(I_{A}):=\langle in_{C}(f)|f\in I_{A}\rangle$

(in。(f) は $f$ の項の中で指数ベクトルと $c$ との内積が最大であるものの和) である. $A$ の列ベクトルを

$\{a_{1}, \ldots, a_{n}\}$ とし, $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ で生或される錐を cone(A) と表す. $\sigma\subseteq[n]$ に対して, 添字が $\sigma$ に含ま
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れる列ベクトル全体からなる $A$ の部分行列を $A_{\sigma}$ と表す. 費用ベクトル $c$ に対して, cone(A) の正則三
角形分害 $1$」 (regular triangulation) $\Delta_{\mathrm{C}}$ を以下のように定める:cone(A\sigma ) が $\Delta_{\mathrm{C}}$ の面となるのは $y\cdot a_{j}=$

$c_{j}(j\in\sigma)$ かつ $y\cdot aj<cj(j\not\in\sigma)$ を満たす $y\in \mathbb{R}^{d}$ が存在するときかつそのときのみである. cone(A\sigma )

が \Delta 。の面のとき, $\sigma$ も \Delta 。の面であるという. $c$ がジエネリツクであることから, $\Delta_{\mathrm{C}}$ が実際に三角形

分割 (つまり, $\Delta_{\mathrm{C}}$ の各面が単体的) であることが示せる [18].

補題 24([17, 19])

(i) $in_{C}(IA)$ が $(*, \sigma)$ なる標準対を持つとき, $\sigma$ は \Delta 。の面である.

(ii) $in_{C}(IA)$ が $(1, \sigma)$ なる標準対を持つ必要十分条件は, $\sigma$ が \Delta 。の極大面であることである.

(iii) $a_{1},$ $\ldots,$ $a_{n}$ が原点を通らない超平面上にあるとき, $\Delta_{c}$ は $\{a_{1}, \ldots, a_{n}\}$ の凸包 conv(A) の $c$ に対

する正則三角形分割に等しく, $\Delta_{C}$ の極大面 $\sigma$ に対して $(*, \sigma)$ なる $in_{C}(I_{A})$ の標準対の数は \Delta 。に
おける $\sigma$ の正規化体積に等しい.

ここで, conv(A) の頂点がある $m$ 次元格子 (lattice) $L\simeq \mathbb{Z}^{m}$ 上にあるとき, $\Delta_{C}$ の極大面 $\sigma$ の正規化体

積 (nomalized volume) を, $\sigma$ の体積を 0, $e_{1},$ $\ldots,$ $e_{m}$ の凸包の体積が 1 になるように正規化したもので
定義する ( $\{e:\}_{1\leq 1\leq m}$. は格子 $L$ の基底).

多面体 $P\subset \mathbb{R}^{n}$ の面 $F$ に対して, $P$ に対する $F$ の正規錐 (normal cone) を $\{\omega\in \mathbb{R}^{n}|\omega\cdot x’\geq$

$\omega\cdot x(^{\forall}x’\in F, x\in P)\}$ で定める. $P$ の全ての面の正規錐の集合を $P$ の正規扇 (.normal fan) という.

補題 2.5([9]) $\Delta_{C}$ は多面体 $P_{C}:=\{y\in \mathbb{R}^{d}|yA\leq c\}$ の正規扇である.

$P_{C}$ は $IPA,C(b)$ の線形緩和問題 $LP_{A,C}(b):=minimize$ $\{c\cdot x|Ax=b, x\geq 0\}$ の双対多面体となっ
ている. $A$ が行フルランクのとき, この補題は $LP_{A,C}(b)$ の双対実行可能基底と \Delta 。の極大面との間に 1
対 1 対応があることを述べている.

例 22(続き) $c=(3,1,2)$ のとき, $\Delta(3,1,2)=\{\{1,2\}, \{2,3\}, \{1\}, \{2\}, \{3\}, \emptyset\}$ である.

図 3: 双対多面体 $P(3,1,2)$ と正則三角形分割 $\Delta(3,1,2)$

に, ある非負整数 $\{k:\}:\in\sigma$ について $u=a+ \sum_{1\in\sigma}.k_{\dot{l}}e$: と表せ, $b=Au$ $=Aa+ \sum_{:\in\sigma}k_{i}a_{i}$ となってい

る. 補題 2.4 より $\{a_{i}\}_{i\in\sigma}$ は線型独立だから, $\{k:\}:\in\sigma$ は連立線型方程式 $\sum_{:\in\sigma}x:a:=b-Aa$ の唯一つ

の解である. このことより $in_{C}(I_{A})$ の標準対分解を用いて $IPA,\mathrm{C}(b)$ を解くアルゴリズムが構或できる.

アノレゴリズム 26($S(in_{c}(IA))$ を使った $IPA,C(b)$ を解くアノレゴリズム [8])

(i) $(x^{a}, \sigma)\in S(in_{c}(IA))$ に対して, 線型連立方程式 $\sum_{\dot{\iota}\in\sigma}x_{\dot{\iota}}a:=b-Aa$ の解 $\{k_{i}\}_{i\in\sigma}$ を求める.
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(ii) {k } 6。が非負整数ならば, $a+ \sum_{\ovalbox{\tt\small REJECT} 6\sigma}k_{i}e_{i}$ を最適解として出力して終了. そうでなければ, 他の標準

対について (i) から実行.

このアルゴリズムは高々 arith-deg $(in_{C}(I_{A}))$ 個の連立線型連立方程式を解く. よ,って, 算術的次数
arith-deg(inc(IA)) は $IP_{A,\mathrm{C}}$ の複雑度の指標とみなせる.

3 単模な行列に対する標準対

$A\in \mathbb{Z}^{d\cross n}$ を行フルランクな行列とする. $A$ の任意の 0 でない極大マイナーの絶対値が等しいとき, $A$

は単模 (unimodular) であるという. $A$ が単模であるとき, 任意の $c$ に対して $inc(I_{A})$ はスクエアフリー

な単項式 (指数ベクトルが 0-1 ベクトルである単項式) を極小な生或元に持ち [17], 全ての標準対は \Delta 。 の

極大面から得られる.

補題 31([9]) $\{m_{1}, \ldots, m_{s}\}$ を $in_{c}(IA)$ の極小な生或元とする. $m_{1},$ $\ldots,$ $m_{s}$ が全てスクエアフリーな

らば, $S(in_{\mathrm{C}}(IA))=$ { $(1,$ $\sigma)|\sigma$ は $\Delta_{C}$ の極大面}.

行列 $A\in \mathbb{Z}^{d\cross n}$ に対して, $A$ の斉次化行列 (homogenized matrix) $A’|\in \mathbb{Z}^{(d+1)\cross(n+1)}$ を

$A’:=(1 1 A\cdots 1 10)=(\begin{array}{llll}1 1 1 1a_{1} a_{2} a_{n} \mathrm{o}\end{array})$ (1)

で定める. $a_{i}’=(\begin{array}{ll}1 a .\end{array})(1\leq i\leq n)$ とし, $a_{n+1}’$ を $A’$ の第 $(n+1)$ 列ベクトルとすると, $a_{1}’,$
$\ldots,$

$a_{n}’,$ $a_{n+1}’$

は原点を通らない超平面 $x_{1}=1$ 上にある.

新たに, $(_{b}^{\beta})$ が $\{A’u|u\in \mathrm{N}^{n+1}\}$ を動くときの整数計画問題

$IP_{A’,(C,0)}(b, \beta):=minimize$ $\{c\cdot x|A’(\begin{array}{l}xx_{n+1}\end{array})=(_{b}^{\beta}),$ $(\begin{array}{l}xx_{n+1}\end{array})\in \mathbb{N}^{n+1}\}$

の族を $IP_{A’,(\mathrm{C},0)}$ とする. $c$ が IPA,。においてジエネリツクならば, $(c, 0)$ も $IP_{A’,(C,0)}$ 1こおいてジェネ

リックである.

命題 32([19]) $x^{a}\in k[x],$ $\sigma\subseteq[n]$ とする. $(x^{a}, \sigma)\in S(in_{C}(IA))$ である必要十分条件は

$(x^{a}, \sigma\cup\{n+1\})\in S(in(C,0)(IA’))$ .

例 22(続き) $A’=(\begin{array}{llll}1 1 1 11 1 0 0-1 0 1 0\end{array})$ となる. $I_{A’}\subset k[x_{1,2}, x_{1,3}, x_{2,3}, x_{4}]$

.
とすると, $c=(3,1,2)$ のと

き $in_{(3,1,2,0)}(I_{A’})$ の標準対分解は $\{(1, \{(1,2), (1,3), 4\}), (1, \{(1,3), (2,3), 4\})\}$ であり, in(3,1,2) $(I_{A})$ の標

準対 $(1, \{(1,2), (1,3)\}),$ $(1, \{(1,3), (2,3)\})$ に対応する. また, $c=(1,4,2)$ のとき $in(1,4,2,0)(I_{A’})$ の標準

対分解は $\{(1, \{(1,2), (1,3), (2,3)\}), (1, \{(1,2), (2,3), 4\})\}$ である. このとき標準対 $(1, \{(1,2), (2,3), 4\})$

だけが命題 32 の仮定を満たし, これは $in(1,4,2)(I_{A})$ の標準対 $(1, \{(1,2), (2,3)\})$ に対応する.

$a_{1}’,$
$\ldots,$

$a_{n+1}’$ は原点を通らない超平面上にあるから, 補題 24(iii) より conv(A’) の正規化体積は $\Delta_{(c,k)}’$

の極大面に対応する $in(c,k)(I_{A’})$ の標準対の個数と等しくなる.

定理 33([7]) $A$ が単模であるとき, $in_{c}(IA)$ の算術的次数の最大値は conv(A’) の正規化体積に等しい.
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(証明) 任意の $c$ に対して $in_{\mathrm{C}}(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ の標準対の集合は { $(1,$ $\sigma)|\sigma$ は \Delta 。の極大面} となり, 各標準対 $(1, \sigma)$

は $in_{(C,0)}(\ovalbox{\tt\small REJECT},)$ の標準対 $(1,\sigma \mathrm{U}\{n+1\})$ に対応する. 特に $\sigma \mathrm{U}\{n+1\}$ は $\Delta\ovalbox{\tt\small REJECT}_{C,0)}$ の極大な面となる. よっ

て,

arith-deg (inc(IA)) $=$ $|\{(1, \sigma)\in S(inc(I_{A}))\}|$

$=$ $|\{(1, \sigma\cup\{n+1\})\in S(in_{(C,0)}(I_{A’}))\}|$

$\leq$

$\sum_{\tau}|\{(*, \tau)\in S(in_{(C,0)}(I_{A’}))\}|$
(2)

$=$ conv $(A’)$ の正規化体積

ここで, (2) は $\Delta_{(C,0)}$ のすべての極大面 $\tau$ についての和である.

$I_{A}\subset k[oe],$
$I_{A’}\subset k[x_{1}, \ldots , x_{n}, x_{n+1}]$ とする. $x^{a}-x^{b}x_{n+1}^{k}\in I_{A’}(oe^{a}, oe^{b}\in k[x])$ となる必要十分

条件は $\sum_{1=1}^{n}.(a:-b:)=k$ かつ $x^{a}-x^{b}\in I_{A}$ となることである. $c=(1,1, \ldots, 1)$ とし, $\succ$ を $x_{n+1}$

がもっとも小さい変数であるような任意の逆辞書式順序とすると, $\succ(C,0)$ に対する $I_{A’}$ の被約 Gr\"obner 基

底 $\mathcal{G}$ の任意の元 $g$ に対して, $in_{\succ_{\mathrm{t}}c,0)}(g)$ は変数 $x_{n+1}$ を含まず, また $\{in_{\succ}((C.0)g)|g\in \mathcal{G}\}$ は $k[x]$ のあ

る項順序 $\succ’$ に関して $in_{\succ_{\acute{C}}}(I_{A})$ の極小生或元になっているから, $in_{\succ_{\mathrm{t}}c,0)}(g)$ はスクエアフリーである.

よって, 正則三角形分割 $\Delta_{\succ_{\mathrm{t}}c,0)}’$ は単模 [17] で, 各極大面は $in_{C}(IA)$ の標準対と 1 対 1 に対応する. よっ

て, $in_{C}(I_{A})$ の算術的次数は $\Delta_{\succ_{\mathrm{t}}c.0)}’$ の極大面の数に等し $\langle$ , conv(A’) の正規化体積となる. 口

LPl,。(b) のある基底 $B$ に対する基底形式

$P_{(MI),\overline{C}}(\tilde{b}):=maximize$ $\{(-\tilde{c})^{\mathrm{T}}x’|Mx’+I_{d}x’’=\tilde{b}_{B}, X’, X’’\geq 0\}$

およびその双対問題

$D_{(I-M^{\mathrm{T}}),\overline{b}}(\tilde{c}):=minimize$

$\{\tilde{b}_{B}^{\mathrm{T}}y’’|I_{n-d}y’-M^{\mathrm{T}}y’’=\tilde{c}, y’, y’’\geq 0\}$

を考える. ここで, $M\in \mathbb{Z}^{d\mathrm{x}(n-d)}$ , $\tilde{b}=(\tilde{b}_{B},\tilde{b}_{N})(\tilde{b}_{B}=(\tilde{b}_{\dot{l}}):\in B\in \mathbb{Z}^{d}, \tilde{b}_{N}=(\tilde{b}_{1}.):\not\in B=0\in \mathbb{Z}^{n-d})$ で,

$I_{d}\in \mathbb{Z}^{d\mathrm{x}d}$ およひ $I_{n-d}\in \mathbb{Z}^{(n-d)\mathrm{x}(n-d)}$ は単位行 $F^{1}\downarrow$ , $oe”$ , $x’$ は $P_{(MI),\overline{C}}(\tilde{b})$ のそれぞれ基底変数, 非基底

変数, $y’$ , $y’$’は
$D_{(I-M^{\mathrm{T}}),\overline{b}}(\tilde{c})$

のそれぞれ基底変数, 非基底変数, $\tilde{c}$ は基底 $B$ に対する被約費用ベク

トルである.

l.nc(IA)=inc-(I自) $I))$ の任意の標準対 $(1, \sigma)$ に対して, $\overline{\sigma}:=\{1, \ldots, n\}\backslash \sigma$ は双対問題 $D(I-M^{\mathrm{T}}),\tilde{b}(\tilde{c})$

の基底となる (補題 25).

$\sigma_{1}:=(\{1, \ldots,n\}\backslash B)\cap\sigma$, $\sigma_{2}:=B\cap\sigma$, $\overline{\sigma_{1}}:=(\{1, \ldots,n\}\backslash B)\cap\overline{\sigma}$, $\overline{\sigma_{2}}:=B\cap\overline{\sigma}$ .

とするとき, $D_{(I-M^{\mathrm{T}}),\overline{b}}(\tilde{c})$
の基底変数 $\overline{\sigma}$ に対する被約費用ベクトル (reduced cost vector) を以下のよう

に定める.

$\tilde{b}_{\sigma}’=\tilde{b}_{\sigma}-N_{1}^{\mathrm{T}}(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}^{\sim}}\triangleright_{\sigma}$, ここで $B_{1}=(I_{\overline{\sigma_{1}}} (-M^{\mathrm{T}})_{\overline{\sigma_{2}}}),$ $N_{1}=(I_{\sigma_{1}}(-M^{\mathrm{T}})_{\sigma_{2}})$ .

定理 3.4 標準対 $(1, \sigma)$ に対するアルゴリズム 2.6 (i) の方程式の解は, $D_{(I}-M^{\mathrm{T}}$ ),
$\overline{b}(\tilde{c})$ の基底 $\overline{\sigma}$ に対する

被約費用ベクトルである.
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(証明) 。が, 標準対 $(1, \sigma)$ に対するアルゴリズム 26(i) の方程式を満たすこと, つまり $(\mathrm{A}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{i}}L_{2})b_{\sigma}\ovalbox{\tt\small REJECT} b$

となることを示す. これは, 以下により示される.

$(M_{\sigma_{1}}I_{\sigma_{2}})\tilde{b}_{\sigma}^{l}$ $=$
$(M_{\sigma_{1}}I_{\sigma_{2}})\overline{b}_{\sigma}-(M_{\sigma_{1}}I_{\sigma_{2}})N_{1}^{\mathrm{T}}(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}}\overline{b}_{\overline{\sigma}}$

$=$
$I_{\sigma_{2}}\tilde{b}_{\sigma_{2}}-(M_{\sigma_{1}}(I_{\sigma_{1}})^{\mathrm{T}}+I_{\sigma_{2}}((-M^{\mathrm{T}})_{\sigma_{2}})^{\mathrm{T}})(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}^{\sim}}\triangleright_{\sigma}$

$=$
$I_{\sigma_{2}}\overline{b}_{\sigma_{2}}-\{(M-M_{\overline{\sigma_{1}}}(I_{\overline{\sigma_{1}}})^{\mathrm{T}})+(-M-I_{\overline{\sigma_{2}}}((-M^{\mathrm{T}})_{\overline{\sigma_{2}}})^{\mathrm{T}})\}(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}}\overline{b}_{\overline{\sigma}}$ (3)

$=$
$I_{\sigma_{2}}\overline{b}_{\sigma_{2}}+(M_{\overline{\sigma_{1}}}I_{\overline{\sigma_{2}}})(I_{\overline{\sigma_{1}}}(-M^{\mathrm{T}})_{\overline{\sigma_{2}}})^{\mathrm{T}}(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}}\overline{b}_{\overline{\sigma}}$

$=$
$I_{\sigma_{2}}\overline{b}_{\sigma_{2}}+(M_{\overline{\sigma_{1}}}I_{\overline{\sigma_{2}}})B_{1}^{\mathrm{T}}(B_{1}^{-1})^{\mathrm{T}^{\sim}}\triangleright_{\sigma}$

$=$
$I_{\sigma_{2}}\tilde{b}_{\sigma_{2}}+(M_{\overline{\sigma_{1}}}I_{\overline{\sigma_{2}}})\overline{b}_{\overline{\sigma}}$

$=$
$I_{\sigma_{2}}\overline{b}_{\sigma_{2}}+I_{\overline{\sigma_{2}}}\tilde{b}_{\overline{\sigma_{2}}}$

$=$
$\tilde{b}$ .

ここで, (3) は $M=MI=M_{\sigma_{1}}(I_{\sigma_{1}})^{\mathrm{T}}+M_{\overline{\sigma_{1}}}(I_{\overline{\sigma_{1}}})^{\mathrm{T}}$ および一M $=I(-M)=I_{\sigma_{2}}((-M^{\mathrm{T}})_{\sigma_{2}})^{\mathrm{T}}+$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}((-M^{\mathrm{T}})_{\overline{\sigma_{2}}})^{\mathrm{T}}$ から従う. 口

4 主最小費用流問題の Gr\"obner 基底と標準対

$G_{d}$ を頂点 1, 2, . .. , $d$ を持つ $d$ 点無閉路 }$\backslash -$ ナメントグラフとし, $n=(\begin{array}{l}d2\end{array})$ を $G_{d}$ の辺の数とする. こ

こで $G_{d}$ の各枝 $(i,j)(i$ く力は頂点 $i$ から頂点 $j$ に向きがついているとする. 以下のような最小費用流問

題 $P_{A,C}(b)$ を考える.

$P_{A,C}(b):=minimize$ $\{c^{\mathrm{T}}oe|Ax=b, x\geq 0\}$ ,

ここで, $A\in \mathbb{Z}^{d\mathrm{x}n}$ は $G_{d}$ の点枝接続行列である.
$G_{d}$ の頂点の列 $(v_{1},v_{2}, \ldots, v_{p})$ で, 各 $1\leq i<p$ について $(v:, v_{i+1})$ または ( $v_{i+1}$ , v�が $G_{d}$ の枝\iota こなっ

ているようなものを $G_{d}$ 内のウオーク (walk), 道 $(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{p}, v_{1})$ をサイクル (cycle), 任意の $i\neq j$ に

対して $v_{i}\neq v_{j}$ であるようなサイクノレ $(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{p}, v_{1})$ をサーキント (circuit) と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う.

定義 41 $C$ を $G_{d}$ 内のサーキットとし, $C$ に適当に向きを定める. 枝 ( $i$ ,力の向きが $C$ の向きと同じと

き $u_{ij}^{+}=1,$ $u_{ij}^{-}=0$ , そうでないとき $u_{ij}^{+}=0,$ $u_{ij}^{-}=0$ とおき, $u_{C}^{+}=(u_{\dot{\iota}j}^{+})_{1\leq:<j\leq d},$ $u_{\overline{C}}=(u_{\dot{\iota}j}^{-})_{1\leq i<j\leq d}\in$

$\mathbb{R}^{n}$ と定める. $uc:=u_{C}^{+}-u_{\overline{C}}\not\in:C$ の $\mathrm{g}\mathrm{F}_{\mathrm{L}}$, ベクトル (incidence vector) と $\mathrm{A}^{\mathrm{a}\vee}\grave{)}$ . これを用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ て, $G_{d}$ の

サイクル $C$ と $fc:=x^{u_{c-X}^{+}u_{\overline{C}}}\in I_{A}$ を同一視する.

定義 4.2 ベクトル $u\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)\backslash \{0\}$ がサーキット (circuit) であるとは, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)\backslash \{0\}$ のベクトルの中

でサポート $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u)$ の包含関係に関して極小であり, さらに $u$ の非零要素が互いに素になって $|_{\sqrt}\mathrm{a}$ることで

ある. $u\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)\backslash \{0\}$ がサーキットのとき, $x^{u}-x^{u^{-}}+$ は $I_{A}$ のサーキットであると $\mathrm{A}\mathrm{a}\mathrm{A}\mathrm{a}$ , $I_{A}$ のサー

キット全体の集合を $\mathrm{C}_{A}$ で表す.

$\mathrm{C}_{A}$ は $G_{d}$ 内のすべてのサーキットの集合に対応する. $I_{A}$ のすべての項順序に対する被約 Gr\"obner 基底

の和集合を $I_{A}$ の普遍 Gr\"obner 基底 (universal Gr\"obner basis) と $\mathrm{A}\mathrm{a}\mathrm{t}_{\sqrt}\mathrm{a}$ , $\mathcal{U}_{A}$ と表す.

命題 43([17]) $G_{d}$ の接続行列 $A$ に対して, $\mathcal{U}_{A}=\mathrm{C}_{A}$ となる. 特に, $I_{A}$ の任意の被約 Gr\"obner 基底

はスクエアフリーであり, $\mathcal{U}_{A}$ の要素の数は $d$ に関して指数オーダになる.

命題 4.4 $I_{A}$ は次数付け $\deg(x:,j)=1$ に対しては斉次ではないが, $\deg(x:,j)=j-i$ lこ対して斉次であ
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(証明) 任意の $d$ [こ対して $x_{1,2}x_{2,3}-x_{1,3}\in I_{A}$ かつ $x_{1,2}x_{2,3}\not\in I_{A}$ となるから, $I_{A}$ は次数付け $\deg(x_{i,j})=1$

に対して斉次ではない.
$v_{1},$ $v_{2},$ $\ldots,$ $v_{p},$ $v_{1}$ を $G_{d}$ 内のサーキットとし, $C^{+}:=\{k|v_{k}<v_{k+1}\}$ , $C^{-}:=\{k|v_{k}>v_{k+1}\}$

( $v_{p+1}:=v_{1}$ とする) とおくと, $C$ に対する二項式 $fc$ は $fc= \prod_{k\in c+}x_{v_{k}v_{k+1}}-\prod_{k\in C^{-}}x_{v_{k+1}v_{k}}$ である.
すると

$\deg(\prod_{k\in C^{+}}x_{v_{k}v_{k+1}})-\deg(\prod_{k\in C^{-}}x_{v_{k+1}v_{k}})$ $=$
$\sum_{k\in c+}(v_{k+1}-v_{k})-\sum_{k\in C^{-}}(v_{k}-v_{k+1})$

$=$ $\sum_{k=1}^{p}(v_{k+1}-v_{k})=0$

より $fc$ は次数付け $\deg(x:,j)=j-i$ [こ対して斉次である. 口

これより, 任意の $c\in \mathbb{R}^{n}\backslash \{_{1}0\}$ に対して $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底が存在する.

4.1 主問題の Gr\"obner 基底

ここでは, ある項順序に対する被約 Gr\"obner 基底の要素がグラフの言葉で表せることを示す. 系とし
て, 被約 Gr\"obner 基底の要素の数が多項式オーダになるような項順序が存在することが示せる. ここで示
す Gr\"obner 基底は超幾何系の解析に応用できる [11].

命題 45 $x:,j\succ xk,l\Leftrightarrow$ $i<k$ または ($i=k$ かつ $j<l$) なる変数の順序で誘導される辞書式順序を
$\succ$ とすると, $\succ$ に対する $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底は { $g_{1}.jk$ :=xり xj,k $-x_{i,k}$ $|i<j<k$} $\cup\{\mathit{9}ijkl:=$

$x:,kxj,l-x_{1}.,lxj,k|$ $:<j<k<l\}$ となる. 特に, この Gr\"obner 基底の要素の数は $(\begin{array}{l}d3\end{array})+(\begin{array}{l}d4\end{array})$ である.

$\{g_{\dot{\iota}jk}|i<j<k\}$ は $G_{d}$ の長さ 3 のサーキット全体の集合, $\{g_{1}.jkl|i<j<k<l\}$ は各 4 点 $i,$ $j,$ $k,$ $l$

に対して一意に定まる長さ 4 のサーキットの集合となっている (Figure 4).

図 4: $g_{\dot{l}}jk$ (左) および $g_{1}.jkl$ (右) に対応するサーキット

(証明) 命題 43 より, $G_{d}$ 内の任意のサーキットに対応する二項式が $\mathit{9}ijk$ および $\mathit{9}ijkl$ のいずれかである
力 $\mathrm{a}$ , 主項がある $in_{\succ}(g_{1jk}.)$ あるいは $in_{\succ}(g_{1}.jk\iota)$ で割れることを示せばよい.
長さ 3 の任意のサーキットに対応する二項式は $\{g_{\dot{\iota}jk}\}$ に含まれる.
4 点 $i<j<k<l$ で定まるサーキットは, $C_{1}:=(i,j, k, l, i),$ $C_{2}:=(i,j, l, k, i),$ $C_{3}:=(i, k,j, l, i)$ の

いずれかかその逆向きのサーキットである. $C_{1}$ およびその逆向きのサーキットに対応する二項式は
$\pm(x:,jxj,kxk,l-x:,\iota)$ であり, その主項 $x:_{\dot{\beta}j,kk,l}xx$ は $in_{\succ}(g_{1jk}.)$ で割れる. 同様に, $C_{2}$ およびその逆向き
のサーキットに対応する二項式の主項は $in_{\succ}(g_{\dot{l}}j\iota)$ で割れる. $C_{3}$ およびその逆向きのサーキットに対応す
る二項式は gij屓である.

$C$ を長さが 5 以上のサーキットとする. $v_{1}$ を $C$ の中で数字の一番小さい頂点とし, $C:=(v_{1},’ v_{2},$ $\ldots$ ,
$v_{p},$ $v_{1})$ と表す. 一般性を失うことなく, $v_{2}<v_{p}$ としてよい. $C$ に対応する二項式 $fc$ の主項 $in_{\succ}(f_{C})$
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は, $C$ 上で枝 $(v_{1}, v_{2})$ と同じ向きの枝に対応する変数全体の積となる. もし $v_{2}<v_{3}$ ならば, $x_{v_{1},v_{2}}$ および

$x_{v_{2},v_{3}}$ が $in_{\succ}(f_{C})$ に含まれ, $in_{\succ}(fc)$ は $in_{\succ}(g_{v_{1}v_{2}v_{3}})$ で害 $\mathrm{I}\mathrm{J}$れる. $v_{2}>v_{3}$ のときは, $v_{3}<v_{2}<v_{p}$ より

$v_{1}<v_{k}<v_{2}<v_{k+1}$ なる $k(3\leq k\leq p-1)$ が存在し, $x_{v_{1},v_{2}}$ および $x_{v_{k},v_{k+1}}$ が $in_{\succ}(fc)$ に含まれ,
$in_{\succ}(f_{C})$ は $in_{\succ}(g_{v_{1}v_{\mathrm{k}}v_{2}v_{k+1}})$ で害 $\mathrm{I}$」れる. 口

定理 4.6 $\succ$ を任意の項順序と $\llcorner$ , $c=(c_{1,2}, \ldots, c_{1,d}, c_{2,3}, \ldots, cd-1,d)\in \mathbb{R}^{n}$ を, 任意の $i<j<k$ に対
して $ci,j+c_{j,k}>c_{i,k}$ を満たし, さら [こ任意の $i<j<k<l$ に対して $c:,k+c_{j,l}>\mathrm{G}.,l+c_{j,k}$ を満たすベ
クトルとすると, \succ 。に対する $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底は命題 45 のときと同じになる.

(—p-正明) 命題 45 にお $lf$る項 $1^{1}1\mathrm{F}_{\backslash }$序を $\succ’$ とおくと, $c:,j+cj,k>c_{\dot{\iota},k}$ より $in_{\succ c}(g_{1jk}.)=xi,jxj,k=in_{\succ^{\mathrm{r}}}(g_{1jk}.)$ と

なり. さらに $c_{i,k}+c_{j,l}>c_{i,l}+c_{j,k}$ より $in_{\succ c}(g_{\dot{l}jkl})=x:,kx_{j,l}=in_{\succ}’(g_{\dot{\iota}jkl})$ となる. ゆえに, $in_{\succ c}(I_{A})=$

$in_{\succ}’(IA)$ となるから, \succ ゎおよび $\succ’$ に対する $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底は同じである. 口

命題 47 $x_{i,j}\succ x_{k,l}\Leftrightarrow i<k$ または ($i=k$ かつ $j>l$ ) なる変数の順序で誘導される辞書式順序を $\succ$ と

すると, $\succ$ (こ対する $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底は $\{g_{1j}.:=x:,j-xi,:+1x:+1,i+2\ldots xj-1,j|i<j-1\}$ とな

る. 特に, この Gr\"obner 基底の要素の数は $(\begin{array}{l}d2\end{array})-(d-1)$ である.

$\{g_{ij}|i<j-1\}$ は全域木 $T:=\{(i, i+1)|1\leq i<d\}$ に対する $G_{d}$ の基本サーキットすべての集合に
対応している.

(証明) $C$ を $T$ の基本サーキットでないサーキットとする. $v_{1}$ を $C$ の中で数字が一番小さい預点とし,
$C:=(v_{1}, v_{2}, \ldots, v_{p}, v_{1})$ と表す. 一般性を失うことなく, $v_{2}<v_{p}$ としてよい. このとき, $C$ に対応する
二項式 $fc$ の主項 $in_{\succ}(fc)$ は変数 $x_{v_{1},v_{\mathrm{p}}}$ を含むから, $in_{\succ}(fc)$ は $in_{\succ}(g_{v_{1}v_{\mathrm{p}}})$ で割れる. 口

定理 4.8 $\succ$ を任意の項|I|頁序とし, $c=(c_{1,2}, \ldots, c_{1,d}, c_{2,3}, \ldots, cd-1,d)\in \mathbb{R}^{n}$ を, 任意の $i<j-1$ に対し
て $c_{i,j}>c_{i,i+1}+c_{i+1,i+2}+\cdots+cj-1,j$ を満たすベクトノレとすると, $\succ_{C}$ に対する $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基
底は命題 4.7 のときと同じになる.

(証明) 命題 47 における項順序を $\succ’$ とおくと, 果,j $>$ 果,$i+1$ 十果$+1,:+2+\cdots+c_{j-1,j}$ より $in_{\succ c}(g_{\dot{\iota}j})=$

$x_{i,j}=in_{\succ}’(g_{ij})$ となる. ゆえに, $in_{\succ c}(I_{A})=in_{\succ}’(I_{A})$ となるから, $\succ_{\mathrm{C}}$ および $\succ’$ に対する $I_{A}$ の被約
Gr\"obner 基底は同じである. 口

42Gr\"obner 基底の要素数の範囲

一般に, トーリックイであるの任意の被約 Gr\"obner 基底の要素の次数は, 行列の行の数の指数オーダに
なることが知られている [16] が, 被約 Gr\"obner 基底の要素数についてはわかっていない. 無閉路トーナメ
ントグラフのトーリックイデアルに対しては, 点枝接続行列が単模になることから要素数が解析できる場合
がある.

命題 49 $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底の要素数の最小値は $(\begin{array}{l}d2\end{array})-(d-1)$ である. 命題 4.7 の基底がこの最小
値を満たす例となっている.

(証明) $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底は $I_{A}$ の生或元をなすから, 被約 Gr\"obner 基底の要素数は $I_{A}$ の基底の要素
数以上である. $I_{A}$ は $G_{d}$ のサイクル空間に対応し, その基底の要素数はサイクル空間の次元 $(\begin{array}{l}d2\end{array})-(d-1)$

である. 口
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$d$ $\#$ GB $\not\cong\not\equiv_{\backslash }\Re\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}*ffi\llcorner$ $\not\cong\not\equiv_{\backslash }\Re\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}’ \mathrm{J}\backslash ffl\llcorner$

4 10 5 3
5 211 15 6
6 48312 37 10
7 $\geq 37665$ $\geq 75$ 15

表 2: 主問題に対する被約 Gr\"obner 基底の数, 要素数の最大・最小値

被約 Gr\"obner 基底の要素数の上限を解析するために, すべての項順序に対するトーリツクイデアルの被

約 Gr\"obner 基底を列挙する TiGERS [10] というプログラムで $d\leq 7$ のときについて計算したところ,

Table 2 のようになった.

$d=7$ に対しては, 被約 Gr\"obner 基底の数および要素数の最大値は非常に大きく, 正確な値は求まらな

かった. $d\leq 5$ のときは, 命題 45 の基底が最大値をなす例となっているが, $d\geq 6$ では要素数の最大値

は命題 45 の基底の要素数より少し大きくなっている. $d=6$ のときでさえ, 被約 Gr\"obner 基底の要素数

が 37 となるような費用ベクトルの特徴づけができていない. 要素数が最大になる被約 Gr\"obner 基底の特

徴づけは困難であると思われる.

間題 410 $I_{A}$ の被約 Gr\"obner 基底の要素数は $d$ について多項式オーダになる.

4.3 主問題の標準対

本節では, $c$ はジェネリックであるとする. もし $c$ がジエネリツクでなければ, ジエネリツクな $c’$ で,

任意の $f\in I_{A}$ に対して $in_{C’}(f)$ が in。(f) に含まれるようなものを変わりに用いればよい. $P_{A,C}(b)$ の制

約式 1 つは余分だから, 最後の制約式を除いた問題 $P_{\overline{A},C}(\overline{b})$ を考える. すると, $in_{C}(IA)=in_{C}(I_{\overline{A}})$ かつ

$\overline{A}$ は行フルランクである. さらに, cone(A) の $c$ による正則三角形分割と $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{e}(\overline{A})$ の $c$ による正則三角

形分割は単体的複体として同じになる. どちらの正則三角形分割も \Delta 。で表すことにする.

任意の主項イデアル in。(IA) はスクエアフリーな単項式で生或される (命題 43) から, 標準対の集合

$S(in_{C}(IA))$ は, { $(1,$ $\sigma)|\sigma$ は \Delta 。の極大面} となる.

$E$ を $G_{d}$ の枝集合とし, $S\subseteq E$ について $x^{S}:= \prod_{(:,j)\in S}$ xりと表す.
容量なし最小費用流問題の最適フローが流れる枝は林 (forest) をなす [1]. これと cone(A) の次元が

$d-1$ となることから, 次の命題は命題 24, 命題 43, 補題 31 を用いて示される.

命題 4.11 $(x^{a}, \sigma)$ が $in_{C}(IA)$ の標準対である必要十分条件は, $x^{a}=1$ かつ $\sigma$ が $x^{\sigma}\not\in in_{C}(I_{A})$ を満た

す $G_{d}$ の全域木となることである.

3 節の結果から, $(1, *)$ なる形の inc(IA) の標準対の集合と $P_{\overline{A},C}(\overline{b})$ の双対実行可能基底の集合には 1
対 1 の関係がある. ゆえに, 最小費用流問題 PA,ゎ(b) に対するアルゴリズム 26 は, 双対実行可能基底の列

挙の変形となっている.
前節で示した Gr\"obner 基底は算術的次数 (つまり双対実行多面体の頂点数) の上下限を与える. $c$ がジエ

ネリックであることから, $in_{C}(IA)$ の算術的次数は 1 以上である.

定理 412 $c$ がジェネリックな費用ベクトルであるときの, inc(IA) の算術的次数の最小値は 1 である.

(証明) 定理 48 の費用ベクトル $c$ に対して, $in_{C}(IA)=\langle x:\dot{o}|j-i>1\rangle$ となる. このとき, $x^{a}\not\in$

$in_{C}(I_{A})$ である必要十分条件は, 任意の $j-i>1$ を満たす $i,j$ に対して $a:,j=0$ となることである. この
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ような単項式全体の集合は, 単項式集合 $(1, \{(1,2), (2,3), \ldots, (d-1, d)\})$ に等しい. よって, この対のみ

力 $Sn_{C}(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ の標準対になる. 口

定理 415 $c$ がジエネリツクな費用ベクトルであるときの, inc(IA) の算術的次数め最大値は $(d-1)$ 次

Catalan 数 $C_{d-1}:= \frac{1}{d}(_{d-1}^{2(d-1)})$ である.

この定理を示すために, Gelfand ら [5] による, ある超幾何関数に関する結果を用いる.

補題 416([5]) $d$ 点無閉路 }$\backslash -$ ナメントグラフの点枝接続行列 $A$ の斉次化行列を $A’$ とし, $\cdot A’$ の列ベク

トル $a_{1}’,$
$\ldots,$

$a_{n+1}’$ の凸包を conv(A’) とする. このとき, $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{v}(A’.)$ の正規化体積は $(d-1)$ 次 Catalan

数 $C_{d-1}$ に等しい.

(定理 415の証明) $A$ は単模だから, 定理 33 より arith-deg $(inc(I_{A}))\leq$ (conv(A’)の正規化体積) $=$

$C_{d-1}$ である.

命題 4.11 および定理 46 より, 定理 46 の $c$ について $(1, \sigma)$ 力 $\grave{\grave{\mathrm{a}}}$ inc(IA) の正規対である必要十分条件

は $\sigma$ が次を満たす全域木となることである:

(a) $(i,j)$ と $(j, k)$ の両方が $\sigma$ に含まれるような $1\leq i<j<k\leq d$ は存在しない.

(b) $(i, k)$ と $(j, l)$ の両方が $\sigma$ に含まれるような $1\leq i<j<k<l\leq d$ は存在しない.

このような全域木の数は $(d-1)$ 次 Catalan 数になることが知られている (例えば [15] を参照). 口

ここで, Catalan 数は $\frac{4^{n}}{\sqrt{\pi}n^{S/2}}(1+O(\frac{1}{n}))$ となる (例えば [3] を参照).

5 双対最小費用流問題の Gr\"obner 基底と標準対

本章では双対最小費用流問題の Gr\"obner 基底および標準対を解析する.

$G_{d}=(V, E)$ とする. $D\subseteq E$ が $G_{d}$ のカットセット (cutset) であるとは, $V$ の分割 $(V_{1}, V_{2})$ (つまり
$V_{1}\cap V_{2}=\emptyset,$ $V_{1}\cup V_{2}=V)$ が存在して $D=$ { $(i,j)\in E|i\in V_{1}$ かつ $j\in V_{2}$ , または $i\in V_{2}$ かつ $j\in V_{1}$ }
と表せることである. このとき, $D$ を $(V^{+}, V^{-})$ に対するカットセットとも言う.

定義 51 $D$ を $V=(V^{+}, V^{-})$ に対する $G_{d}$ のカットセットとするとき, ベクトル $uD\in \mathbb{R}^{n}$ を

$(u_{D})_{\dot{l}j}:=\{$

1($i\in V^{+}$ and $j\in V^{-}$ )
-1 ($i\in V^{-}$ and $j\in V^{+}$ )
0(otherwise)

で定める. このベクトノレ $u_{D}$ を $D$ の接続ベクトノレ (incidence vector) という. これを用いて, $G_{d}$ のカッ

トセット $D$ と $f_{D}:=x^{u_{D}^{+}}-x^{u_{D}^{-}}\in I_{(I}-M^{\mathrm{T}}$ ) を同一視する.

3 節と同様に, 基底 $\{(1,2), (2,3), \ldots, (d-1, d)\}$ に対応した $P_{A,C}(b)$ と等価な問題

$P_{(MI),\tilde{C}}(\overline{b}):=maximize$ $\{(-\tilde{c})^{\mathrm{T}}x’|Mx’+Ix’’=\overline{b}_{B}, x’, x’’\geq 0\}$ ,

およびその双対問題

$D(\tilde{c}):=minimize(I-M^{\mathrm{T}}),\tilde{b}$
$\{\tilde{b}_{B}^{\mathrm{T}}y’’|Iy’-M^{\mathrm{T}}y’’=\overline{c}, y’, y’’\geq 0\}$ ,
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を考える. ここで, ( $M\ovalbox{\tt\small REJECT}$ および $(I-M^{\mathrm{T}})$ は全域木 $\ovalbox{\tt\small REJECT}(1,2),$ $(2,3),$
$\ldots,$

$(d-1\zeta d)\}$ に対するそれぞれ基
本カットセット行列および基本サーキット行列, $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は基底 $\{(1,2), (2,3), \ldots, (d-1, d)\}$ に対する被約費用
ベクトノレ, $b\ovalbox{\tt\small REJECT}(b_{B}, b_{N})\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (bり)l i $<j\ovalbox{\tt\small REJECT} d,$

$bB\ovalbox{\tt\small REJECT}(b_{i,\mathrm{i}+1})_{\mathrm{i}\ovalbox{\tt\small REJECT} i<d}$, $b_{N}\ovalbox{\tt\small REJECT}(b_{i,j})_{i<j-1}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ であり
$\sim$

また

$x=(x’, x”),$ $x’=(x_{1,3}\ldots, x_{1,d}, x_{2,4}, \ldots, x_{d-2,d}),$ $x”=(x_{1,2}, x_{2,3}, \ldots, x_{d-1,d})$

$y=(y”,y’),$ $y’=(y_{1,3}\ldots, y1,d, y2,4, \ldots, y_{d-2,d}),$ $y^{n}=(y_{1,2}, y_{2,3}, \ldots, y_{d-1,d})$

である. $P_{(MI),\overline{C}}(\tilde{b})$ は $d-1$ 個の制約式を持ち (つまり $(MI)\in \mathbb{Z}^{(d-1)\mathrm{x}n}$ ), $D(\overline{c})(I-M^{\mathrm{T}}),\tilde{b}$
は $n-d+1$

個の制約式を持つ (つまり $(I-M^{\mathrm{T}})\in \mathbb{Z}^{(n-d+1)\mathrm{x}n}$).
基本サーキット行列 $(I-M^{\mathrm{T}})$ のランクが $n-d+1$ であること, および基本カットセット行列 $(MI)$

の各行ベクトルが $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((I-M^{\mathrm{T}}))$ に含まれることから, 基本カットセット行列 $(MI)$ の行ベクトル全体
は $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(I-M^{\mathrm{T}})$ の基底をなす.
基本サーキット行列 $(I-M^{\mathrm{T}})$ に対して, サーキットの集合 $\mathrm{C}\mathrm{T}(I-M)$ は $G_{d}$ のカットセット全体の集
合に対応する. 基本サーキット行列 $(I-M^{\mathrm{T}})$ は完全単模, つまり任意の小行列式が 0 か $\pm 1$ である (例
えば [20] を参照) から, 命題 43 より $\mathrm{C}I-M\tau()=\mathcal{U}(I-M^{\mathrm{T}})$ となる.

命題 52 線型連立方程式 $(MI)x=\tilde{b}_{B}$ が非負の解を持つような費用ベクトル $\tilde{b}$ に対して, $I_{(I}-M^{\mathrm{T}}$ ) は
$\tilde{b}$ に対する被約 Gr\"obner 基底を持つ.

(証明) $a\geq 0$ を線型連立方程式 $(MI)x=\tilde{b}_{B}$ の解とする (非負であることに注意). $(MI)$ の $i$ 行

目, つまり枝 $(i, i+1)$ に対する基本カットセットの接続ベクトルを $r$: とする. $(V^{+}, V\backslash V^{+})(V^{+}\subseteq$

$\{1, \ldots, d-1\})$ に対するカットセット $D$ に対して, $u_{D}= \sum:\in v+,$ $:+1 \not\in V^{+:}r-\sum_{:\not\in\gamma+,:+1\in V}+r$ : とな
ることより,

$a\cdot u_{D}$ $=$
$|. \cdot\in v+,\sum_{1+1\not\in\gamma+}.a\cdot’:-\sum_{1:\not\in V,+1\in V^{+}}.a\cdot r+$:

.
$=$

,
$\sum_{\dot{*}\in V+1+1\not\in V+}.\tilde{b}_{1,}.:+1-,$$\sum_{\dot{*},:\not\in\gamma+1\in V+}\tilde{b}_{1}+\cdot,:+1$

$=$ $\tilde{b}\cdot u_{D}$

となる. ゆえに, 任意のカットセット $D$ について $in_{a}(f_{D})=:n_{\tilde{b}}(f_{D})$ が成り立ち, $in_{a}(I_{(I}-M^{\mathrm{T}}))=$

$in_{\overline{b}}(I\mathrm{T})(I-M)$ である. よって, $a\geq 0$ より $I\mathrm{T}(I-M)$ は $\tilde{b}$ に対する被約 Gr\"obner 基底を持つ. 口

例 2.2 (続き) $c=\langle 3,1,2$), $b=(4,5)$ のとき, 全域木 $\{(1,2), (2,3)\}$ に対応する主問題・双対問題はそ
れぞれ以下のようになる.

$\max$ $4x_{1,3}$ $\min$ $4y1,2+9y_{2,3}$

$s.t$. ( $11|_{0}1$ $01$ ) $(\begin{array}{l}x_{1_{\prime}3}x_{1,2}x_{2,3}\end{array})=(\begin{array}{l}49\end{array})$ $s$ .t. $(1|-1$ $-1)(\begin{array}{l}y1,3y_{1_{\prime}2}y_{2,3}\end{array})=-4$

$x_{1,2},$ $x_{1,3},$ $x_{2,3}\geq 0$ $y_{1,2},$ $y_{1,3},$ $y_{2,3}\geq 0$

このとき, $I(1,-1,-1)=\langle x_{1,2}-x_{2,3}, x_{1,2}x_{1,3}-1, x_{1,3}x_{2,3}-1\rangle$ であり, $\tilde{b}=(4,0,9)$ に対する被約
Gr\"obner 基底は $\{x_{2,3}-x_{1,2}, x_{1,2}x_{1,3}-1\}$ である.
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51 双対問題の Gr\"obner 基底

主問題に対するときと同様に, ある項順序に対する被約 Gr\"obner 基底の要素がグラフの言葉で表せるこ
とを示す.

定理 53 $\overline{b}$ を命題 52 の条件を満たし, さらに $1\leq\forall i<\forall j\leq d$ につい $\text{て}.\tilde{b}_{\dot{2}},:+1>\tilde{b}j,j+1$ かっ $j>i+1$
なる任意の $i,$ $j$ について $\tilde{b}_{i,j}=0$ を満たす費用ベクトルとする. このとき, $I_{(I}-M\mathrm{T}$ } の

$\tilde{b}$ に対 $\dot{\text{す}}$ る被約

Gr\"obner 基底は $\{g_{i}:=\prod_{j<\dot{\iota}j,i}x-\prod_{k>:}x_{i,k}|i=2,3,$
$\ldots,$

$d\}$ である. 特に, この Gr\"obner 基 $\dot{k}-$の要素
数は $d-1$ である.

各 $g_{i}$ は $(V\backslash \{i\}, \{.i\})$ に対するカットセットの接続ベクトルに対応している.
$t$ .

(証明) $(V^{+}, V^{-})$ (一般性を失うことな $\langle$ $1\in V^{+}$ としてよい) に対するカットセット $D$ につぃて, $P^{+}:=$

$\{i\in V^{+}|i\neq d, i+1\in V^{-}\}.$’
$P^{-}$

.
$:=\{i\in. V^{-}|i\neq d, i+1\in V^{+}\}$ とする. $P^{+}=\{i_{1}, \ldots, i_{p}\}$

$(i_{1}<i_{2}<\cdots<i_{p})$ , $P^{-}=\{j_{1}, \ldots,j_{q}\}(j_{1}<j_{2}<\cdots<j_{q})$ と表したとき, $p=q$ または $p=q+1$ で
あり, $\text{さ}$ らに $i_{1}<j_{1}-<i_{2}<j_{2}<\cdots<i_{k}<j_{k}<i_{k+1}<j_{k+\mathrm{I}}<\cdots$ となる. $\overline{b}\cdot u_{D}^{+}=\sum_{\mathrm{r}=1}^{p}\tilde{b}_{\dot{\iota}_{r},\dot{\iota}_{r}+1}>$

$\sum_{r=1}^{q}\overline{b}_{j_{r},j_{r}+1}=b\cdot u_{\overline{D}}$ より $in_{\tilde{b}}(f_{D})--x^{u_{D}^{+}}$ となるがら, $in_{\tilde{b}}(g:_{1}+1)t= \prod_{j\leq:_{1}}x_{j,-_{1}+1}$ より $in_{\tilde{b}}(f_{D})$ は

$in_{\overline{b}}(g_{i_{1}+1})$ で害 $1$」れる. 口

52Gr\"obner 基底の要素数の範囲

命題 5.4 $I(I-M^{\mathrm{T}})$ の被約 Gr\"obner 基底の要素数の最小値は $d-1$ である. 定理 53 の基底がこの最小値
を満たす例となっている.

(証明) $I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ の被約 Gr\"obner. &底は $I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ の生或元をなすから, 被約 Gr\"obner 基底の要素数は
$I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ の基底の要素数以上である. $I(I-M^{\mathrm{T}})$ は $G_{d}$ のコサイクル空間に対応し, その基底の要素数はコ
サイクル空間の次元 $d-1$ である. 口

被約 Gr\"obner 基底の要素数の上限を解析するために, 前述のソフトウェア TiGERS を用いて $d\leq 7$ の

時について計算したところ, Table 3 のようになった.

表 3: 双対問題に対する被約 Gr\"obner 基底の数, 要素数の最大・最小値

どのような費用ベクトルが被約 Gr\"obner 基底の要素数を最大にするのかは良く分かっておらず, そのよ
うな基底の特徴づけは困難であると思われる.

問題 5.5 $I_{(I}-\cdot M^{\mathrm{T}}$ ) の被約 Gr\"obner 基底の要素数は $d$ について多項式オーダになる. . $\cdot$
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53 双対問題の標準対

43 節同様, 本節では $\tilde{b}$ はジエネリツクであるとする. 任意の主項イデアル $in_{\acute{[}}$

リーな単項式で生或されるから, 任意の $in_{\tilde{b}}(I_{(I-M^{\mathrm{T}})})$ の標準対は $(1, *)$ と $\mathrm{A}\mathrm{a}$ う;

$D_{(I-M^{\mathrm{T}}),\tilde{\mathbb{C}}}(\tilde{b})$ の最適解はカットセットを含まないことと cone((I $-M^{\mathrm{T}}$)) の

とから, 次の命題は命題 24, 補題 3.1 を用いて示される.

$<\mathrm{p}\mathrm{p}$題 5.6 $(oe^{a}, \sigma)$ 力 $\backslash$

’

$in_{\tilde{b}}(I_{(I}-M^{\mathrm{T}}))$ の標準対である必要十分条件は, $x^{a}=1$ か

を満たす $G_{d}$ の補木となることである.

仔$1$」 2.2 (続き) $c=(3,1,2)$ , $b=(4,5)$ のとき, 主項イデアル $in_{(4,0,9)}(I_{(1|-1,-1}$

つの標準対 $(1, \{(1,2)\})$ , $(1, \{(1,3)\})$ を持つ.

定理 5.7 命題 52 の条件を満たす任意の $\tilde{b}$ に対して, 以下を満たす $S\subset\{1,$ $\ldots$

$\bullet|S|\geq\lfloor(d-\mathfrak{y}/6\rfloor$

・任意の $\sigma\subseteq S$ に対して, 以下を満たす $G_{d}$ の全域木 $T_{\sigma}$ が存在

(A) TfJ\sigma いは枝集合 $\{(i, i+1)|i\in S\backslash \sigma\}$ を含み, かつ { $(j,j+1)|j\in\sigma$ :
(B)(1, T�は $in_{\tilde{b}}(I_{(I-M^{\mathrm{T}})})$ の標準対. ここで, $\overline{T_{\sigma}}:=E\backslash T_{\sigma}$ は $T_{\sigma}$ の

特に, (A) から $\sigma\neq\tau$ なる任意の $\sigma,\tau\subseteq S$ に対して $T_{\sigma}\neq T_{\tau}$ となるから, $in_{\dot{[}}$

$\Omega(2^{\lfloor d/6\rfloor})$ 個の標準対を持つ.

(証明) 添字集合 $\{1, \ldots, d-1\}$ を以下の部分集合たちに分割する:

$M_{0}:=\{i\in\{1, \ldots,d-1\}|X:,:+1\in:n_{\tilde{b}}(I_{(I-M^{\mathrm{T}})})\}$

$M_{1}:=\{i\in\{1, \ldots,d-1\}|i\not\in M_{0}, i\equiv 0(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)\}$

$M_{2}:=\{i\in\{1, \ldots,d-1\}|i\not\in M_{0}, i\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)\}$

$M_{3}:=\{i\in\{1, \ldots,d-1\}|i\not\in M_{0}, i\equiv 2(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3)\}$

このとき $M_{0}$ について次の補題が成り立つ.

補題 5.8 $|M_{0}|\leq\lceil(d-1)/\cdot 2\rceil$ である.

(Lemma 5.8の証明) $(V^{+}, V^{-})$ に対応するカットセット $D$ で, $f_{D}$ が次数 10

を考える. 一般性を失うことなく, $i\in V^{+}$ としてよい. つまり, $V^{+}$ から $V^{-}$

みである. $j-:>1$ と仮定する. 任意の $k(i<k<j)$ について $k\in V^{+}$ な

$V^{-}$ へ向かい, $k\in V^{-}$ ならば枝 $($ :, $k)$ が $V^{+}$ から $V^{-}$ へ向かうことになり $I$

$j=i+1$ となる. さらに, 任意の $k<i$ について $k\in V^{-}$ かつ任意の $k>i+1$

から, $V^{+}=\{i, i+2, i+3, \ldots, d\}$ , $V^{-}=\{1, \ldots, i-1, i+1\}$ である.

ある $f\in I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ に\lambda 札て $in_{\tilde{b}}(f)=x:,|.+1$ であるとき, もし $x:-1,:\in ir_{l}$

$(\{i-1, i+1, \ldots,d\}, \{1, \ldots, i-2, i\})$ の間のカットセットに付随する二項式に

$f’:=x:,:+1-( \prod_{k\leq\dot{l}-2}x_{k,:})(_{k\geq\dot{*}+2}\prod X:+1,k)(\begin{array}{ll}\Pi x_{k,l}k\leq\cdot..-1l\geq\cdot+2’ \end{array})(_{k\leq 1-2} \prod.x_{k},|.-1)(_{k:}$
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に簡約され, $f’$ の主項は xi譲’1 となる. $f’$ はすべての項が $x:,:+1$ を含むから, $in_{\tilde{b}}(f’/x_{\dot{*},:+1})=1$

となり, $\tilde{b}$ が項)$1|\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\backslash }$序を定めることに矛盾. ゆえに, $x:-1,:\not\in in_{\overline{b}}(I_{(I-M^{\mathrm{T}})})$ である. 同様に $x:+1,:+2\not\in$

$in_{\overline{b}}(I_{(I}-M^{\mathrm{T}}))$ である. したがって, $|M_{0}|\leq\lceil(d-1)/2\rceil$ となる. 口

これより, $M_{1},$ $M_{2},$ $M_{3}$ のうち少なくとも 1 つは $\lfloor(d-\mathfrak{y}/6\rfloor$ 個の要素を持つ. そのような $M_{\dot{l}}(i=$

$1,2,3)$ を $S$ とする. 任意の $\sigma:=$ { $i_{1}>$ i2 $>\cdots>i_{r}$ } $\subseteq S$ に対して, 題意を満たす全域木の列
$T_{\emptyset},$ $T\{i_{1}\}$ , $T\{i_{1},i_{2}\}’\cdots,$ $T_{\sigma}$ を帰納的に構或する.

. 初期ステップ:
$T_{\emptyset}:=\{(1,2), (2,3), \ldots, (d-1, d)\}$ とする. $T_{\emptyset}$ は明らかに全域木である. 被約 Gr\"obner 基底はカット
セットの部分集合に対応するから, 被約 Gr\"obner 基底の任意の要素の主項はある $i$ #こついて $x:,i+1$ という
変数を含む. ゆえに, $x^{\overline{T}}\emptyset\not\in in(\tilde{b}I)(I-M^{\mathrm{T}})$ である.

. 帰納ステップ:
$\sigma\backslash \{i_{f}\}$ に対して所望の全域木 $T_{\sigma\backslash \{:_{r}\}}$ が得られているとする. 枝集合

$T^{1}:=\{T_{\sigma\backslash \{i_{r}\}}\backslash \{(i_{r}, i, +1)\}\}\cup\{(i_{r}, i, +2)\}$ , $T^{2}:=\{T^{1}\backslash \{(i_{f}+1, i_{f}+2)\}\}\cup\{(i_{f}-1, i_{f}+1)\}$ .

を定める. $T^{1}$ , $T^{2}$ はどちらも条件 (A) を満たす全域木である. $T^{1}$ , $T^{2}$ のどちらか一方が条件 (B) を満
たすことを示す.

$\frac{(\mathrm{a})T^{1}t^{\grave{\mathrm{a}}}\neg*\wedge(+(\mathrm{B})\epsilon_{i(\mathrm{f}\mathrm{f}^{-}}\grave{\backslash }arrow \text{すとき}{T^{1}\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}T_{\sigma}l_{c}^{arrow}\lambda\backslash l\text{する}\overline{P}Poe\Rightarrow \text{の}\wedge\neq \text{域}arrow \text{木}\mathrm{C}^{\backslash \backslash }}}.\cdot$

ある.

(b) $T^{1}$ \emptyset ‘‘‘条件 (B) $\mathrm{Z}$:満 $.\sim$ $\text{さ}ff\mathrm{A}\mathrm{a}\text{とき}$ .
このとき, $x^{\overline{T^{1}}}\in in_{\tilde{b}}(I_{(I}-M^{\mathrm{T}}))$ である. $\mathcal{G}$ を $I_{(I}-M^{\mathrm{T}}$ ) の

$\overline{b}$ に対する被約 Gr\"obner 基底とすると, $x^{\overline{T^{1}}}$

はある二項式 $g\in \mathcal{G}$ で簡約できる. $x^{\overline{T^{1}}}$ を簡約しうる $g$ は以下のカットセットに付随する二項式のうちの
1 つである (図 5 を参照).

(i) ある $p\leq i_{f}$ に対して $V^{+}=\{p,p+1, \ldots, i_{f}, i_{f}+2, i_{f}+3, \ldots, d\}$ , $V^{-}=\{1,2, \ldots,p-1, i_{\mathrm{r}}+1\}$

としたとき, $(V^{+}, V^{-})$ に対応するカットセットに付随する二項式 $g_{(p)}^{(1)}$ で, その主項は $V^{+}$ から $V^{-}$

に向かう枝全体に対応.

(ii) ($r>1$ のとき) $(i_{q(k)}+1, i_{q(k)}+2)\in T_{\sigma\backslash \{i_{r}\}}(k=1, \ldots, t)$ を満たす $1\leq\exists q(t)<\cdots<\exists q(2)<$

$\exists q(1)<r$ およびある $1\leq\exists p\leq i_{f}$ [こ対して $V^{-}=\{1,2, \ldots,p-1, i, +1, i_{q(1)}+1, \ldots, i_{q(t)}+1\}$ ,

$V^{+}=V\backslash V^{-}$ としたとき, $(V^{+}, V^{-})$ に対応するカットセットに付随する二項式 $g_{(p,t)}^{(2)}$ で, その主

項は $V^{+}$ から $V^{-}$ に向かう枝全体に対応.

補題 59 ある $p$ について $g_{(p)}^{(1)}\in \mathcal{G}$ であり, $x^{\overline{T^{1}}}$ は $g_{(1)}^{(1)}$ で簡約できる, つまり, $g_{(1)}^{(1)}$ の主項は枝集合
$\{(k, i_{r}+1) : k\leq i_{f}\}$ に対応する変数の積である.

(補題 59の証明) $r=1$ のとき, $x^{\overline{T^{1}}}$ を簡約できる二項式は $g_{(p)}^{(1)}$ の形の二項式のみである.

$r>1$ とし, $x^{\overline{T^{1}}}$ が任意の $p$ について $g_{(p)}^{(1)}$ で簡約できないとする. このとき, $x^{\overline{T^{1}}}$ はある $g_{(p,t)}^{(2)}$ で $\mathcal{G}$

の要素になっているようなもので簡約でき, $x^{\overline{T^{1}}}$ は $g_{(1,t)}^{(2)}$ で簡約できる (もし $g_{(1,t)}^{(2)}$ で簡約できないとする

と, $g_{(p,t)}^{(2)}$ は $g_{(1,t)}^{(2)}$ で簡約でき, $g_{(p,t)}^{(2)}$ は $\mathcal{G}$ の要素になり得ない).
$x^{\overline{T^{1}}}$ が $g_{(1,1)}^{(2)}$ で簡約できるとする. $x^{\overline{T^{1}}}$ を $g_{(1,1)}^{(2)}$ で簡約して得られる単項式を $m_{1}$ とすると, $m_{1}$ は $g_{(1)}^{(1)}$

で単項式 $m_{2}$ に簡約される (仮定から, $g_{(1)}^{(1)}$ の主項は $V^{-}$ から $V^{+}$ への枝に対応する変数の積である).
$V_{D}^{-}=\{i_{q(1)}+1\}$ , $V_{D}^{+}=V\backslash V_{D}^{-}$ として, $(V_{D}^{+}, V_{D}^{-})$ に対応するカットセット $D$ に付随する二項式

$f_{D}\in I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ について, $in_{\tilde{b}}(f_{D})$ は $V_{D}^{-}$ から $V_{D}^{+}$ への枝に対応 (そうでないと, $x^{\overline{T_{\sigma\backslash \{}}}\cdot.’$} が $f_{D}$ で簡約
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図 5:(i), (ii) に対応するカットセット

表 4: $g_{(1,1)}^{(2)}$ , $g_{(1)}^{(1)}$ での簡約において増減する変数

でき, 帰納法の仮定に矛盾). すると $m_{2}$ は $f_{D}$ で簡約でき, 簡約された単項式は $x^{\overline{T^{1}}}$ となる (表 53 参
照). これは, $\tilde{b}$ が項順序を定義することに矛盾する.
同様に, $x^{\overline{T^{1}}}$ が $g_{(1,t)}^{(2)}(t>1)$ で簡約できるとき, $(V_{D}^{+}, V_{D}^{-})(V_{D}^{-}=\{i_{q(1)}+1, i_{q(2)}+1, \ldots, i_{q(t)}+1\}$ ,

$V_{D}^{+}=V\backslash V_{D}^{-})$ に対応するカットセット $D$ に付随する二項式 $f_{D}\in I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ を用いて矛盾が示せる. ゆえ

に, ある $p$ に対して $g_{(\mathrm{p})}^{(1)}\in \mathcal{G}$ となる.
$x^{\overline{T^{1}}}$ が $g_{(1)}^{(1)}$ で簡約できない (つまり, $g_{(1)}^{(1)}$ の王.項が枝集合 $\{(i_{f}+1,$ $l)$ : $l\geq i_{r}+2\}$ に対応) とき, $g_{(p)}^{(1)}$

は $g_{(1)}^{(1)}$ で簡約でき, $g_{(p)}^{(1)}$ が被約 Gr\"obner 基底 $\mathcal{G}$ の要素であることに矛盾. したがって, $x^{\overline{T^{1}}}$ は $g_{(1)}^{(1)}$ で簡
約できる. 口

$x^{\overline{T^{1}}}\in in_{\tilde{b}}(I_{(I-M^{\mathrm{T}})})$ ならば $oe^{\overline{T^{2}}}$ は $\mathcal{G}$ のどの要素でも簡約できないことを示す. もし $x^{\overline{T^{2}}}$ がある $g\in \mathcal{G}$

で簡約できるとすると, そのような $g$ は以下の二項式のうちの 1 つである (図 6 を参照).

(i) $g_{(\dot{\iota}_{r})}^{(1)}$ で, 主項は $x:_{r},:_{r}+1$ .
(ii) $i_{r}+1\in V^{+}$ , 1, 2, $\ldots,$

$i_{f},$ $i_{r}+2\in V^{-}$ なる任意の $(V^{+}, V^{-})$ に対応するカットセットに付随する二
項式で, 主項は $V^{+}$ から $V^{-}$ への枝全体に対応.

(iii) ($r>1$ のとき) $g_{(-_{r},t)}^{(2)}$ で, 主項は $V^{+}$ から $V^{-}$ への枝全体に対応.

(i) は, $g_{(\dot{l},)}^{(1)}$ の主項が $x:,,:,+1$ であることになり, $i_{r}\not\in M(0)$ であったことに矛盾. 一方, (ii) の形の

二項式は上の補題から $g_{(1)}^{(1)}$ で簡約でき, 被約 Gr\"obner 基底 $\mathcal{G}$ の要素にはなり得ない.

(iii) の形の二項式で簡約できるとする. $x^{\overline{T^{2}}}$ が $g_{(,1)}^{(2)}|.r$ で簡約できるとする. この簡約で得られる単項式
は, $(V_{D}^{+}, V_{D}^{-})(V_{D}^{+}=\{1,2, \ldots, i_{f}-1, i_{r}+1\}, V_{D}^{-}=V\backslash V_{D}^{+})$ に対応するカットセットに付随する二項
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図 6:(i), (ii), (iii) に対応するカットセット

式 $f_{D}\in I_{(I-M^{\mathrm{T}})}$ で簡約できる ( $i_{r}\not\in M(0)$ より $f_{D}$ の主項は $V_{D}^{+}$ がら $V_{D}^{-}$ への枝全体に対応する). この

結果得られる単項式を $m$ とおく.

表 5: $g_{(i_{\mathrm{r}},1)}^{(2)}$ , $f_{D}$ での簡約において増減する変数

$(V_{D}^{+}, , V_{D’}^{-})(V_{D’}^{-}=\{i_{q(1)}+1\}, V_{D}^{+}, =V\backslash V_{D’}^{-})$ に対応するカットセットに付褪する二項式 $f_{D’}$ に対し
て, $in_{\tilde{b}}(f_{D’})$ は $V_{D}^{-}$, から $V_{D}^{+}$, への枝全体に対応する (そうでなければ, $x^{\overline{T_{\sigma\backslash \{\cdot\}}}}.r$ が $f_{D}$, で簡約できること

になり, 帰納法の仮定に矛盾). このとき, $m$ は $f_{D’}$ により $x^{\overline{T^{2}}}$ に簡約され (表 53 参照), $\overline{b}$ が項順序
を定義することに矛盾する.
同様に, $x^{\overline{T^{2}}}$ が $g_{(i_{r},t)}^{(2)}(t>1)$ で簡約できるとき, 上の $f_{D}$ と $(V_{D}^{+},, V_{D}^{-},)(V_{D}^{-},$ $=\{i_{q(\mathrm{I})}+1,$ $i_{q(2)}+$

$1,$
$\ldots,$ $i_{q(t)}+1\}$ , $V_{D}^{+},$ $=V\backslash V_{D}^{-},)$ に対応するカットセットに付随する二項式 $f_{D},$ $\in I(I-M^{\mathrm{T}})$ を使うこと

により, 矛盾が示せる.
よって, $x^{\overline{T^{2}}}\not\in in_{\tilde{b}}(I_{(I}-M^{\mathrm{T}}))$ となり, $T^{2}$ が所望の全域木 $T_{\sigma}$ である. 口
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