
対称 $R$空間の標準埋め込み上の錐の面積最小性

筑波大学数学系 菅野貴弘 (Takahiro Kanno)
Institute of Mathematics University of Tsukuba

1 序

$M$ を単位球面の部分多様体とする. $M$ 上の点を通る原点からの半直線の和集合を 「 $M$ 上の

錐」 といい $C_{M}$ と表す. 錐は単位球の内部 $C_{M}^{1}$ が $M$ を境界とする全ての曲面の中で面積最小

になるとき, 面積最小であるという. 曲面 $S$ の点 $p$ を始点とする接線の和集合を $S$ の点 $p$ での

接錐という. これは接空間を一般化した概念である. もし接錐がベクトル空間でなければ, $p$ は $S$

の特異点である. もし $S$ が面積最小ならば, $S$ の全ての接錐は面積最小になる. このことから,

特異点を持つ面積最小な曲面を研究をするために錐の面積最小性を研究することは重要である.
錐の面積最小性を証明する方法として, 面積非増加レトラクション�: $\mathbb{R}arrow C_{M}$ を構威する

方法がある. もしこのようなレトラクションが存在したとすると, $C_{M}^{1}$ を $C$ の truncated cone,
$S$ を $C_{M}^{1}$ と同じ境界を持つ別な曲面としたとき, $\Pi(S)$ は $C_{M}^{1}$ を覆うから,

Area(S) $\geq \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(\mathrm{I}\mathrm{I}(S))$
$\geq \mathrm{A}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{a}(C_{M}^{1})$

となり, $C_{M}$ の面積最小性が示せる.

G. R. Lawlor は [7] でこのようなレトラクションが存在するための十分条件 (曲率判定条件)
を与えた. この判定条件を適用することにより, 既約な対称対に対応する対称 $R$ 空間の標準埋

め込み上の錐の面積最小性を示した.

2Lawlor の判定条件
この節では Lawlor の判定条件について述べる. さらに詳しいことは [7] を参照.

定義 21([7]) $M$ を $S^{n-1}$ の滑らかな $k-1$ 次元部分多様体とする. $p\in M$ に対して, $S^{n-1}$ の

単位速度の測地線 $\sigma$ で, $\sigma(0)=p$ で $M$ [こ直交するものを “normal geodesic” と呼ぶ.

定義 22([7]) $p\in M,$ $\alpha>0$ [こ対して $U_{p}(\alpha)$ を長さ $\alpha$ の全ての normal geodesic の像の全体
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$W_{p}(\alpha):=C_{U_{p}(\alpha)}$ .

を $p\in M$ での幅 $\alpha$ の norm$al$ wedge と呼ぶ. 便宜上原点を除いておく. そうすることにょって
互いに交わらない normal wedge というものを考えることが出来る.

定義 23([7]) $p\in M$ に対して

$N_{p}:= \max\{\alpha|W_{p}(\alpha)\cap C_{M}=C_{p}\}$ $(C_{p}=\{t\cdot p|t\geq 0\})$

を $p$ での nomal radius と呼ぶ.

各 $p\in M$ に対して, 極座標表示した,ときに $r(0)=p$ かつ $\theta$ がある有限の値 [ら (p) 近づく
にしたがって $r(\theta)$ が無限大に発散するような平面曲線 $\gamma_{p}$ が与えられたとする. その

$\gamma_{p}$ をもち

いて

$S_{p}:=\{r(\theta)(\cos(\theta)\vec{op}+\sin(\theta))\nu|\nu\in T_{p}^{[perp]}M\}$

とお $\text{く}$ . normal wedge $W_{p}(\theta_{0}(p))$ から. $C_{p}$ へのレトラクション�
$p$
を次で定義する.

このとき, もし任意の $p,$ $q\in M,$ $p\neq q$ [こ対して $W(\theta_{0}(p))\cap W(\theta_{0}(q))=\emptyset$ が成り立つならば,
レトラクション�: $\mathbb{R}^{n}arrow C_{M}$ を

$\Pi(z)=\{$
$\Pi_{\mathrm{p}}(z)$ $z\in W_{p}\exists(\theta_{0}(p))$

0 $z\not\in\cup W_{p}(\theta_{0}(p))$

として定義することができる. Lawlor(section 1.1 in [7]) によると, このレトラクションが面積
非増加になるためには, 平面曲線 $\gamma_{p}=(r(\theta), \theta)$ が少なくとも次の微分不等式を満たしていれば
良い.

$\{$

$\frac{d\mathrm{r}}{d\theta}\leq r\sqrt{r^{2k}(\cos\theta)^{2k-2}p_{\alpha}(t)^{2}-1}$ (1)
$r(0)=1$

$r(\theta)arrow\infty$ as $\thetaarrow\exists_{\theta_{0}}<\infty$

ここて

$\{$

$\alpha=.\sup_{\nu}||A_{\nu}^{\cdot}||$

$A_{\nu}$ : pでの $S^{n-1}$における $M$ の単位法方向\mbox{\boldmath $\nu$}の型作用素
$p_{\dot{\alpha}}(t)=(1-\alpha t).e^{\alpha t},$ $t=\tan(\theta)$

定義 2.4 ([7]) $p\in M\subset S^{n-1}$ と $\dim(M.)=k-1\geq 2$ に対して, 上記のような $\theta_{0}(p)$ のうち最
小のものを $p$ における vanishing an$gle$ と呼ぶ. $V_{C}(k, \alpha)$ とも表す.
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$p$ における vanishing angle は $C_{M}$ の次元と型作用素のノルムの最大値によって構成される.
レトラクションが定義されるされる為にはどの二つの normal wedge も互いに交わらないこと
が必要である. それゆえ, vanishing angle は十分に小さくなければならない.

Lawlor la (1) $-\mathrm{e}$

$g(t)=g( \tan\theta)=\frac{1}{r(\cos\theta)^{k}}$

として不等号を等号にして得られる次の方程式を数値解析することで vanishing angle を求めた.

$\{$

$(g(t)- \frac{t}{k}g’(t))^{2}+(_{k}^{\underline{g}’[perp]}t1)^{2}=p_{\alpha}(t)^{2}$ (2)

$g(0)=1$

$garrow 0$ as $tarrow\exists_{t_{0}<\infty}$

vanishing angle は (2) の最小解 $g_{0}(t)$ を使うと $Vc(k, \alpha)=\tan^{-1}$ (go $(t_{0})$ ) と表せる.

定理 25(Theorem 135in [7]) $M$ を $S^{n-1}$ の $k-1$ 次元の滑らかな極小部分多様体とし,
$C_{M}$ を $M$ 上の錐とする.

$\alpha=\max(\sup||A_{\nu}||)$ ,
$\nu$

$\nu$ は $q$ での $C_{M}$ の単位法ベクトル全体を渡り, $q$ は $M$ 全体を渡るものとする. [7] の Table1.4.1
で $\dim(C_{M})=k$ , として vanish$ing$ angle $\theta$ を見つける. 次に $N$ を $C_{M}$ の normal mdius の最
小値とする. もし vanishing an$gle$ $\theta$ が存在して $2\theta\leq N$ が成り立つならば, $C_{M}$ は面積最小に
なる.

[7] の Table 1沌 1 は錐の次元が 3 から 12 までの vanishing angle の表である. もし錐の次元が

12 より大きくなった場合は次の命題を用いる.

命題 26(Proposition L42in [7]) $Vc(k, \alpha)$ を vanish $ing$ angle とする. ここで, $k=\dim(C_{M})$ ,
$\alpha=\sup||A_{\nu}||$ . このとき, $m>k$ に対して,

$\tan(Vc(m,$ $\frac{m}{k}\alpha))<\frac{k}{m}\tan(Vc(k, \alpha))$ .

が成り立つ.

しかし, ここではこの表を使わずにある区間での (2) の解の存在を保証する次の補題を使って
vanishing angle の評価をする.

補題 27(Lemma 341in [7]) 関数 $g_{1}(t)$ が区間 $(0, t_{0}]$ $(t_{0}< \frac{1}{\alpha})$ で次の不等式と $g_{1}(0)=1$

を満たすとする.

$(g(t)- \frac{t}{k}g’(t))^{2}+(\frac{g’(t)}{k})^{2}<p_{\alpha}(t)^{2}$
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このとき, 関数 $g_{2}(t)$ で, ある区間で次の不等式と $g_{2}(t)=1$ を満たすものが存在する.

$(g(t)- \frac{t}{k}g’(t))^{2}+(\frac{g’(t)}{k})^{2}=p_{\alpha}(t)^{2}$

この補題とその証明から, 以下の系が得られる.

系 28 関数 $g_{1}(t)$ が補題 2.7の条件を満たし, $g_{1}(t_{1})=0$ となる $t_{1}<t_{0}$ が存在したとする. こ

のとき,
$\tan(Vc(k, \alpha))<t_{0}$ .

が成り立つ.

補題 2.9
$\tan(Vc(6, \sqrt{2}))<\frac{1}{2}$ .

Proof. $g_{1}(t)=1-10t^{2}+11t^{3}$ とおくと, $g_{1}(t)$ は区間 (0, 0.45] で補題 27 の条件を満たし、
さらに $g_{1}(t_{1})=0$ を満たす $t_{1}<0.45$ が存在することが初等的な方法で示される. このことか

ら明らかに
$\tan(Vc(6, \sqrt{2}))<0.45<\frac{1}{2}$

が成り立つ. $\blacksquare$

3 対称 $R$空間

$G$ をコンパクト連結 Lie 群とし、 $I\acute{\mathrm{t}}$ を $G$ の閉部分群、 $\theta$ を $G$ の対合的自己同型写像とする。

さらに、 $(G, K)$ は $\theta$ に関して対称対になっていると仮定する。すなわち、

$G_{\theta}=\{g\in G|\theta(g)=g\}$

とおき、 $G_{\theta}^{0}$ で $G_{\theta}$ の単位連結威分を表したとき、 $G_{\theta}^{0}\subset K\subset G_{\theta}$ が成り立つと仮定する。 $G,$ $K$

の Lie 環をそれぞれ $\mathrm{g},$

$\mathrm{t}$ で表す。 $G$ の対合的自己同型写像 $\theta$ の微分は、 $\mathrm{g}$ の対合的自己同型写

像になる。それも $\theta$ で表すことにする。 このとき、 (店 f) は

$\mathrm{t}=\{X\in \mathrm{g}|\theta(X)=X\}$

を満たす。
$\mathrm{g}$ の内積 $\langle$ , $\rangle$ を $\theta$ と $G$ の随伴群の作用に関して不変になるようにとる。

$\mathfrak{p}=\{X\in \mathrm{g}|\theta(X)=-X\}$
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$\mathrm{g}=\mathrm{f}+\mathfrak{p}$

は直交直和分解になる。 この直和分解を対称対 $(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ の標準分解と呼ぶ。
$\mathfrak{p}$ 内の極大可換部分空間 $a$ をとり、 固定する。 $\mathrm{c}$ を $\mathrm{g}$ の中心とし、 $\mathrm{g}’=[\mathrm{g}, \mathrm{g}]$ とおくと

$\mathrm{g}=\mathrm{c}+\mathrm{g}’$

は直交直和分解になり、 $\mathrm{g}’$ はコンパクト半単純 Lie 環になる。

$\mathrm{f}’=\mathrm{f}$ 寡佳/, $\mathfrak{p}’=\mathfrak{p}\mathrm{n}\mathrm{g}’$ , $a’=a\mathrm{n}\mathrm{g}’$ ,

$\mathrm{c}_{\mathrm{t}}=\mathrm{c}\mathrm{n}\mathrm{t}$ , $\mathrm{c}_{\mathfrak{p}}=\mathrm{c}\cap \mathfrak{p}$

とおく。 このとき、 $(\mathrm{g}’, \mathrm{t}’)$ は’ $=\theta|\emptyset^{J}$ に関して対称対になり、

$\mathrm{g}’=\mathrm{f}’+\mathfrak{p}’$

は標準分解になる。 さらに、 $\mathrm{Q}’$ は $\mathfrak{p}’$ 内の極大可換部分空間になる。 また、

$\mathrm{f}=\mathrm{c}\not\in+\mathrm{f}’$ , $\mathfrak{p}=\mathrm{c}\mathfrak{p}+\mathfrak{p}^{J}$ , $a=\mathrm{t}\mathfrak{p}+a’$

が成り立つ。 $\mathrm{g}$ の極大可換部分環 $\mathrm{t}$ を $a$ を含むようにとり、

$\mathrm{b}=\mathrm{t}\cap \mathrm{t}$

とおくと、 直交直和分解
$\mathrm{t}=\mathrm{b}+a$

を得る。 $\alpha\in \mathrm{t}$ に対して、

$\tilde{\mathrm{g}}_{\alpha}=\{X\in \mathrm{g}^{\mathbb{C}}|[H, X]=\sqrt{-1}\langle\alpha, H\rangle X(H\in \mathrm{t})\}$

とおき、

$\tilde{R}(\mathrm{g})=\{\alpha\in \mathrm{t}-\{0\}|\tilde{\mathrm{g}}_{\alpha}\neq\{0\}\}\subset \mathrm{t}’$ ’

によって $\mathrm{g}$ の $\mathrm{K}\mathrm{s}-\text{ト}$系 $\tilde{R}$ (佳) を定める。 $\tilde{R}(\mathrm{g})$ を単に $\tilde{R}$ とも書く。 $\alpha\in a$ に対して、

$\mathrm{g}_{\alpha}=\{X\in \mathrm{g}^{\mathbb{C}}|[H, X]=\sqrt{-1}\langle\alpha, H\rangle X$ (H\in a垣

とおき、

$R(\mathrm{g}, \mathrm{t})=\{\alpha\in a-\{0\}|\mathrm{g}_{\alpha}\neq\{0\}\}\subset a’$

によって $(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ のルート系 $R(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ を定める。 $R(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ を単に $R$ とも書く。

$\tilde{R}_{0}$ (佳) $=\tilde{R}(9)\cap \mathrm{b}$
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とおき、 $\mathrm{t}$ から $a$ への直交射影を $H\mapsto*\overline{H}$ で表すと、

$R(\mathrm{g}, \mathrm{f})=\{\overline{\alpha}|\alpha\in\tilde{R}(\mathrm{g})-\tilde{R}_{0}(\mathrm{g})\}$

が成り立つ。 $a$ の基底を $\mathrm{t}$ の基底に拡張し、 これらの基底に関する辞書式順序 $>$ を $a$ と $\mathrm{t}$ に入

れると、 $H\in \mathrm{t}$ に対して
$\overline{H}>0\Rightarrow H>0$

が成り立つ。順序 $>$ に関する $\tilde{R}(\mathrm{g})$ の基本系を $\tilde{F}$ (佳) で表す。 $\tilde{F}(\mathrm{g})$ を単に $\tilde{F}$ とも書く。

$\tilde{F}_{0}(\mathrm{g})=\tilde{F}(\mathrm{g})\cap\tilde{R}_{0}(\mathrm{g})$

とおくと、 順序 $>$ に関する $R(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ の基本系 $F(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ は

$F(\mathrm{g}, \mathrm{f})=\{\overline{\alpha}|\alpha\in\tilde{F}(\mathrm{g})-\tilde{F}_{0}(\mathrm{g})\}$

で与えられる。

$\tilde{R}_{+}(\mathrm{g})$ $=$ $\{\alpha\in\tilde{R}(\mathrm{g})|\alpha>0\}$

$R_{+}(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ $=$ $\{\alpha\in R(\mathrm{g}, \mathrm{f})|\alpha>0\}$

とおくと、
$R_{+}(\mathrm{g}, \mathrm{f})=$ { $\overline{\alpha}|$ \mbox{\boldmath $\alpha$}\in R\tilde +(佳)-R\tilde$0(\mathrm{g})$ }

が成り立つ。
$\mathrm{t}_{0}=\{X\in \mathrm{t}|[X, H]=0(H\in a)\}$

とおき、 $\alpha\in R_{+}(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ に対して、

$\mathrm{t}_{\alpha}$ $=$ f\cap (g。 $+\mathrm{g}_{-\alpha}$ )

$\mathfrak{p}_{\alpha}$ $=$ p\cap (佳。 $+\mathrm{g}_{-\alpha}$ )

とおくと、 次の補題が成り立つ。

補題 311.
$\mathrm{f}=\mathrm{f}_{0}+\sum_{\alpha\in R_{+}}\mathrm{f}_{\alpha}$

,
$\mathfrak{p}=a+\mathfrak{p}_{\alpha}\alpha\in R+$

’

は直交直和分解になる。
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2. 各 $\alpha\in\tilde{R}_{+}-\tilde{R}_{0}$ に対して $S_{\alpha}\in \mathrm{t}$ と $T_{\alpha}\in \mathfrak{p}$ が存在し、

$\{S_{\alpha}|\alpha\in\tilde{R}_{+},\overline{\alpha}=\lambda\}$ , $\{S_{\alpha}|\alpha\in\tilde{R}_{+},\overline{\alpha}=\lambda\}$

はそれぞれ $\mathrm{t}_{\lambda},$
$\mathfrak{p}_{\lambda}$ の正規直交基底になり、 $H\in a$ に対して

$[H, S_{\alpha}]=\langle\alpha, H\rangle T_{\alpha}$ , $[H, T_{\alpha}]=-\langle\alpha, H\rangle$S。

が戒り立つ。

$D=\cup\{H\in a|\langle\alpha, H\rangle=0\}$

$\alpha\in R$

によって $a$ の部分集合 $D$ を定める。 $a-D$ の各連結成分を Weyl 領域と呼ぶ。

$C$ $=$ $\{H\in a|\langle\alpha, H\rangle>0(\alpha\in F(\mathrm{g}, \mathrm{t}))\}$

$C’$ $=$ $c\mathrm{n}a’$

とおくと、 これらの閉包は次で与えられる。

$\overline{C}$

$=$ $\{H\in a|\langle\alpha, H\rangle\geq 0(\alpha\in F(\mathrm{g}, \mathrm{f}))\}$

$\overline{C}’$

$=$
$\overline{c}\mathrm{n}a’$

各 $\beta\in F$ に対して次の条件を溝たす $H\rho\in a’$ をとる。

$\langle\alpha, H_{\beta}\rangle=\{$

1 $(\alpha=\beta)$

0 $(\alpha\neq\beta)$ .

このとき、

$\overline{C}=\mathrm{C}\mathfrak{p}\cross\{\sum_{\alpha\in F}t_{\alpha}H_{\alpha}|t_{\alpha}\geq 0\}$

が成り立ち、
$H\in\overline{C}$ に対して

$I\mathrm{f}_{H}$ $=$ { $k\in K|$ Ad(k) $H=H$ }

とおく.

$I\zeta_{H}$ は Il’の閉部分群になり,

$f$ : $I\mathrm{f}/K_{H}arrow \mathrm{A}\mathrm{d}(K)H$ ; $kI\acute{\mathrm{e}}_{H}\mapsto \mathrm{A}\mathrm{d}(k)H$ (\dagger )

57



は微分同型写像になる. $G$ の左不変 Riemann 計量は $I\acute{\mathrm{i}}$ に両側不変計量を誘導し, $K/I\acute{\mathrm{i}}_{H}$ に正規

等質 Riemann 計量を誘導する. この計量, またはその定数倍に関して $f$ : $K/K_{H}arrow \mathrm{A}\mathrm{d}(I\acute{i})H$

が等長的になるための必要十分条件は, $\lambda\in R_{+}(H)$ に対して $\langle\lambda, H\rangle$ が一定値をとることである.

これはさらに, $H$ が最高ルートの係数が 1 になる元の双対元に比例することと同値であり, この
とき $\mathrm{A}\mathrm{d}(K)H$ は対称空間になり, これを対称 $R$ 空間と呼ぶ. このような $H$ に対して, $A_{0}= \frac{H}{|H|}$

とおく. 特に, $A_{0}$ は $I\{’$ の作用に関して孤立点となり 1, $\mathrm{A}\mathrm{d}(K)A_{0}$ は $\mathfrak{p}$ 内の単位球面の極小部分
多様体になる ( $[?]$ を参照). これは, $\mathrm{A}\mathrm{d}(K)A_{0}$ 上の錐が $\mathfrak{p}$ 内の極小部分多様体になることと同

値である.

定義 32 有限群、

$W(G, K)=N_{K}(a)/Z_{K}(a)\subset O(a)$

を $(G, K)$ の Weyl群と呼ぶ。 ここで、 $N_{K}(a),$ $Z_{K}(a)$ はそれぞれ $I\acute{\mathrm{t}}$ における $a$ の正規化と中

心化とする。

定理 331. 各 $H\in a$ に対して、 軌道 $W(G, K)\cdot H$ は $\overline{C}$ と唯一点で交わる。

2. $W(G, I\acute{\mathrm{i}})$ は Weyl 領域全体に単純推移的に作用する。

命題 3.4 部分空間 $s\subset a$ と $k\in K$ が、

Ad $(k)S\subset a$

を満たすとき、 或る $s\in W(G, K)$ が存在し、

$s\cdot H=\mathrm{A}\mathrm{d}(k)H$ , $H\in S$

が成立する。

4 対称 $R$空間の normal radius と型作用素のノルム
この章では対称 $R$ 空間の normal radius と型作用素のノルムを計算する. 等質性から基

点 $A_{0}$ で考えれば良い.

命題 41 $M=\mathrm{A}\mathrm{d}(I\mathrm{t}\acute{)}A_{0}$ の normal radius は

$\acute{s}A_{0}\neq A_{0}\min_{\in W(G,R’)}\cos^{-1}\langle A_{0}, sA_{0}\rangle$

,

で与えられる.
1つまり, $\mathrm{A}\mathrm{d}(K)\mathrm{A}_{0}$ と同型な軌道を与える長さ 1 の $\overline{C}$ の点は $A\mathit{0}$ に限る.
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$<$ 証明 $>$

$\mathfrak{p}$ の任意の単位ベクトル $\nu$ に対して Ad(k)\mbox{\boldmath $\nu$} $\epsilon \mathfrak{a}$ となる $kC$ KA。が存在する. よって $\nu C\mathrm{G}$

$A_{0}$

と仮定して良い. $A_{0}$ を始点とする normal geodesic $\sigma$ は

$\sigma(t)=(\cos t)A_{0}+(\sin t)\nu$.

と表される. normal geodesic $\sigma(t)$ が $M$ と点

$\sigma(t_{0})=(\cos t_{0})A_{0}+(\sin t_{0})\nu$ .

で交わったとする. このとき命題 3.4 より, $\sigma(t_{0})=\mathrm{A}\mathrm{d}(\mathrm{k})\mathrm{A}_{0}$ となる $k\in K$ が存在する.

$\mathrm{A}\mathrm{d}(k)A_{0}\in a$ より, Ad $(k)A_{0}=sA_{0}$ となる $s\in W(G, K)$ が存在する. よって

$\cos t_{0}=\frac{\langle A_{0},sA_{0}\rangle}{||A_{0}||||sA_{0}||}=\langle A_{0}, sA_{0}\rangle$.

が成り立つ. これから直ちに命題の主張が威り立つ. $\blacksquare$

型作用素のノルムを計算するために, $A_{0}$ での錐の単位法ベクトル $\nu$ を $A0$ の近傍の単位法ベ

クトル場に以下のように拡張する.

$\nu(c\mathrm{A}\mathrm{d}(\exp X)A_{0}):=\mathrm{A}\mathrm{d}(\exp X)\nu$,

ここで X\in tヤ $(A_{0}),$
$c\in \mathbb{R}^{+}$ .

補題 42 $f$ を (\dagger )(p.7) で定義された標準埋め込みとすると $A_{\nu}A_{0}=0$ であって, $X\in \mathrm{f}_{+}(A_{0})$

に対して,
$A_{\nu}(f_{*}X)=-[X, \nu]$ .

が成り立つ.

く証明 $>$

$A_{\nu}(A_{0})=0$ は明らか. �を $\mathfrak{p}$ の Levi-Civita 接続とする. このとき

$\nabla_{f\cdot X}\nu$ $=$ $\frac{d}{dt}\nu(f(\exp tXI\{_{A_{0}}’))|_{t=0}$

$=$ $- \frac{d}{dt}\nu(f$ (Ad(exp $tX)A_{0}$ ) $|_{t=0}$

$=$ $- \frac{d}{dt}$ Ad(exp $tX$ ) $\nu|_{t=0}$

$=$ $-[X, \nu]$ .
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$-C^{\backslash }\mathrm{b}\vee\supset T\vee,$ $-x$ ,

$[\mathrm{f}_{+}(A_{0}), \mathfrak{p}_{A_{0}}]$ $=$ $[_{\lambda\in R} \sum_{+(A_{0})}\mathrm{t}_{\lambda},$ $a+ \sum_{\mu\in R_{0}(A_{0})}\mathfrak{p}_{\mu}]$

$\subset$

$\lambda\in R(A_{0})\sum_{+}\mathfrak{p}_{\lambda}+\sum_{+}\lambda\in R(A_{0})[\mathrm{t}_{\lambda}, \mathfrak{p}_{\mu}]$

$\mu\in R_{0}(A_{0})$

$\subset$ \lambda \epsilon R\Sigma +(A。) $\mathfrak{p}_{\lambda}+\sum_{+\lambda\in R(A_{0})}(\mathfrak{p}_{\lambda+\mu}+\mathfrak{p}_{\lambda-\mu})$
.

$\mu\in R_{0}(A_{0})$

である. $\lambda\in R_{+}(A_{0}),$ $\mu\in R_{0}(A_{0})$ に対して,

$\langle\lambda\pm\mu, A_{0}\rangle=\langle\lambda, A_{0}\rangle>0$.

であるから $\lambda\pm\mu\in R_{+}(A_{0})$ .
それゆえ

$[\mathrm{t}_{+}(A_{0}), \mathfrak{p}_{A_{0}}]\subset \mathfrak{p}_{+}(A_{0})=T_{A_{0}}M$ .

よって $\mathfrak{p}_{+}(A_{0})$ への直交射影を “
$\mathrm{T}$

” で表すと

$A_{\nu}(f_{*}X)$ $=$ $-(\nabla_{f.X}\nu)^{\mathrm{T}}$

$=$ $-\nabla_{f\cdot X}\nu$

$=$ $-[X, \nu]$ .

となる. $\blacksquare$..
次の補題の結果より, 型作用素のノルムの最大値は $a$ で $A0$ に直交する単位ベクトルのみで考

えても良いことがわかる.

補題 4.3 $\nu$ を $M=\mathrm{A}\mathrm{d}(K)A_{0}$ の単位法ベクトル場とし, $k\in K_{A_{0}}$ とする. このとき

$||A_{\nu}(f_{*}X)||=||A_{\mathrm{A}\mathrm{d}(k)\nu}(\mathrm{A}\mathrm{d}(k)f_{*}X)||$ .

が成り立つ.

$<$ 証明 $>$

Lemma 4.2 A $\text{り}$ ,

Ad(k)Aッf*X $=$ $-\mathrm{A}\mathrm{d}(k)[X, \nu]$

$=$ -[Ad$(k)X$ , Ad $(k)\nu$]

$=$ $A_{\mathrm{A}\mathrm{d}(k)\nu}(f_{*}(\mathrm{A}\mathrm{d}(k)X))$ .
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命題 4.4 $m_{\lambda}$ を $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ の重複度とする. 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle$ は一定な

のでそれを A と表す. このとき, $A_{0}$ の $a$ での単位法ベクトル $\nu$ に対して,

$||A_{\nu}||^{2}= \frac{1}{\Lambda^{2}}$ $\sum$ $m_{\lambda}\langle\lambda, \nu\rangle^{2}$ .
$\lambda\in R+(A_{0})$

が成り立つ.

く証明 $>$

補題 3.1 と補題 42 により, $||A_{\nu}||^{2}$ を直接計算できる.

$||A_{\nu}||^{2}$ $=$

$\overline{\alpha}\in R+(A_{0})\alpha\in\overline{R}\sum_{+}||A_{\nu}(T_{\alpha})||^{2}$

$=$

$\overline{\alpha}\in R+(A_{0})\alpha\in\tilde{R}\sum_{+}\frac{1}{\langle\alpha,A_{0}\rangle^{2}}$

IIA,(f*S。)||2

$=$ $\sum$ $\frac{1}{\langle\alpha,A_{0}\rangle^{2}}||[S_{\alpha}, \nu]||^{2}$

\mbox{\boldmath $\alpha$}\epsilon R十
$\overline{\alpha}\in R+(A_{0})$

$=$ $\sum$ $\frac{1}{\langle\alpha,A_{0}\rangle^{2}}\langle[\nu, S_{\alpha}], [\nu, S_{\alpha}]\rangle$

\mbox{\boldmath $\alpha$}\epsilon R十
$\overline{\alpha}\in R+(A_{\mathrm{O}})$

$=$ $\sum$ $\frac{1}{\langle\alpha,A_{0}\rangle^{2}}\langle S_{\alpha}, [\nu, [\nu, S_{\alpha}]]\rangle$

\mbox{\boldmath $\alpha$}\epsilon R十
$\overline{\alpha}\in R+(A_{0})$

$=$ $\sum$ $\frac{1}{\langle\alpha,A_{0}\rangle^{2}}\langle\alpha, \nu\rangle^{2}||S_{\alpha}||^{2}$

\mbox{\boldmath $\alpha$}\epsilon R十
$\overline{\alpha}\in R+(A_{0})$

$=$ $\sum$ $m_{\lambda} \frac{\langle\lambda,\nu\rangle^{2}}{\langle\lambda,A_{0}\rangle^{2}}$

$\lambda\in R+(A_{0})$

$=$ $\frac{1}{\Lambda^{2}}$ $\sum$ $m_{\lambda}\langle\lambda, \nu\rangle^{2}$ .
$\lambda\in R+(A_{0})$

$\blacksquare$

次に各タイプの対称対について具体的に normal radius と型作用素のノルムを計算する.
$[1]A$ 型の対称対の場合.

61



$\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon_{l}$ を極大可換部分空間 $a$ の正規直交基底で, すべてのルートが

$\epsilon_{i}-\epsilon_{j}$ , $(1\leq i,j\leq l)$ .

となるようなものとする. 適当な順序によって

$F$ (佳, f) $=$ $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{l-1}, \alpha\iota\}$ ,

$\alpha_{i}$ $=$ $\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1}(1\leq i\leq l)$ ,
$\tilde{\alpha}$ $=$ $\alpha_{1}+\alpha_{2}+\cdots+\alpha_{l}$ .

となる.

最高ルート $\tilde{\alpha}$ について, どの $\alpha j$ の係数も 1 だから, 基点 $A_{0}$ として全ての $\alpha_{i}$ の双対元を正規
化したものを選べる. そこで, $A_{j}$ を

$\alpha j$ に対応する基点とすると,

$A_{j}= \sqrt{\frac{l+1}{j(l+1-j)}}(\epsilon_{1}+\cdots\epsilon_{j}-\frac{j}{l+1}\sum_{=j1}^{l+1}\epsilon_{j})$

と表される. Weyl 群は全ての座標軸の置換によって構戒されるので
単位元とは異なる $s\in W(G, K)$ に対して,

$\langle A_{\mathrm{j}}, sA_{j}\rangle$ $=$ $\frac{l+1}{j(l+1-j)}\langle\epsilon_{1}+\cdots\epsilon_{j}-\frac{j}{l+1}\sum_{i=1}^{l+1}\epsilon_{i}, \epsilon_{s(1)}+\cdots\epsilon_{s(j)}-\frac{j}{l+1}\sum_{i=1}^{l+1}\epsilon_{s(:)}\rangle$

$=$ $\frac{l+1}{j(l+1-j)}(\langle\epsilon_{1}+\cdots\epsilon_{j}, \epsilon_{s(1)}+\cdots\epsilon_{s(j)}\rangle$

$- \langle\epsilon_{1}+\cdots\epsilon_{j)}\frac{j}{l+1}\sum_{j=1}^{l+1}\epsilon_{s(j)}\rangle-\langle\epsilon_{s(1)}+\cdots\epsilon_{s(j)}, \frac{j}{l+1}\sum_{\dot{l}=1}^{l+1}\mathcal{E}:\rangle$

$+( \frac{j}{l+1})^{2}||_{j}\sum_{=1}^{l+1}\epsilon_{i}||^{2})$

$=$ $\frac{l+1}{j(l+1-j)}(\#\{i|1\leq i\leq j, 1\leq s(i)\leq j\}-\frac{j^{2}}{l+1})$

となる. よって $\langle Aj, sAj\rangle$ の最大値は

1– $\frac{l+1}{j(l+1-j)}$ .

となる. よって命題 4.1 より, normal radius は

$\cos^{-1}(1-\frac{l+1}{j(l+1-j)})$
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型作用素のノルムを計算する.

$R_{+}(A_{j})=\{\epsilon_{p}-\epsilon_{q}|1\leq p\leq j, j+1\leq q\leq l+1\}$ ,

であるから, 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{j})$ に対して, $\langle\lambda, A_{j}\rangle^{2}=$ 一即– となる. 補題 43 より, 単位法ベク

トノレ $\nu$ は $a$ の元で考えればよい. よって $\nu=\nu_{1}+\nu_{2}$ , ここで $\nu_{1}=\sum_{p=1}^{j}\nu_{1}^{p}\epsilon_{p},$ $\nu_{2}=\sum_{p=j+1}^{l+1}\nu_{2}^{p}\epsilon_{p}$

, $\sum_{p=1}^{j}\nu_{1}^{p}=\sum_{p=j+1}^{l+1}\nu_{2}^{p}=0,$ $\sum_{p=1}^{j}(P_{1})^{2}+\sum_{p=j+1}^{l+1}(\nu_{2}^{p})^{2}=1$ とおくことができる.

長さの等しいルートの重複度は互いに等しいので, $R_{+}(A_{j})$ のすべてのルートの重複度を $m$

としておくことができる. よって命題 4.4 より,

$||A_{\nu}||^{2}$ $=$ $\frac{j(l+1-j)}{l+1}(\sum_{p=1}^{j}\sum_{q=j+1}^{l+1}m(\nu_{1}^{p})^{2}+\sum_{p=1}^{j}\sum_{q=j+1}^{l+1}m(\nu_{2}^{q})^{2})$

$=$ $\frac{j(l+1-j)}{l+1}m\{(l+1-j)\sum_{p=1}^{j}(\nu_{1}^{p})^{2}+j\sum_{q=j+1}^{l+1}(\nu_{2}^{q})^{2}\}$ .

となる. よって

$\max_{\nu}||A_{\nu}||^{2}=\{$ $.R_{+1}^{1}- \frac{\iota_{m}^{l}l+}{l+1}$

.
mmax(l+l-j, $j$ ) $1<j<l$

$j=1$ or $j=l$ .

となる.

$[1]B$ 型の対称対の場合.
$\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon\iota$ を極大可換部分空間 $a$ の正規直交基底で, すべてのルートが

$\pm\epsilon_{i}\pm\epsilon_{j}(1\leq i<j\leq l)$ , $\pm\epsilon_{i}(1\leq i\leq l)$ .

となるようなものとする. 適当な順序をとることによって,

$F(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ $=$ $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{l-1}, \alpha_{l}\}$ ,

$\alpha_{i}$ $=$ $\epsilon_{j}-\epsilon_{i+1}(1\leq i<l)$ , $\alpha\iota=\epsilon\iota$ ,
$\tilde{\alpha}$ $=$ $\alpha_{1}+2\alpha_{2}+\cdots+2\alpha_{l}=\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ .

となる. 最高ルート $\tilde{\alpha}$ に対して, $\alpha_{1}$ だけがその係数が 1 であるので, 軌道の基点は

$A_{0}=\epsilon_{1}$ .

のみである.

Weyl群 $W(G, K)$ は座標軸の置換と符号の変換によって構成されるので, 任意の $s\in W(G, K)(s\neq$

$e)$ に対して, $\langle A_{0}, sA_{0}\rangle=0$ または -1 となる.
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よって命題 4.1 より, normal radius は $90^{0}$ となる.

次に型作用素のノルムの計算をする.

$R_{+}(A_{0})=\{\epsilon_{1}, \epsilon_{1}\pm\epsilon_{i}|2\leq i\leq l\}$ ,

より, 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=1$ である. $\epsilon_{1}\pm\epsilon_{j}(2\leq j\leq l)$ のすべての重複度

は等しいので, それを $m$ とおく. 補題 43 により, 単位法ベクトル $\nu$ は $a$ の元で考えればよい.
よって $\nu=\sum_{i=2}^{l}\nu_{i}\epsilon_{i},$ $|| \nu||^{2}=\sum_{i=2}^{l}\nu_{i}^{2}=1$ とおくことができる. 命題 4.4 によって,

$||A_{\nu}||^{2}$ $=$ $\sum$ $m_{\lambda}\langle\lambda, \epsilon_{2}\rangle$

$\lambda\in R+(A_{0})$

$=$ $m \sum_{i=2}^{l}(\langle\epsilon_{1}+\epsilon_{j}, \nu\rangle^{2}+\langle\epsilon_{1}-\epsilon_{j}, \nu\rangle^{2})$

$=$ $m \sum_{\dot{l}=2}^{l}(\langle\epsilon_{1}+\epsilon_{j},\sum_{j=2}^{l}\nu_{j}\epsilon_{j}\rangle^{2}+\langle\epsilon_{1}-\epsilon_{i},\sum_{j=2}^{l}\nu_{j}\epsilon_{j}\rangle^{2})$

$=$ $2m \sum_{\dot{\iota}=2}^{l}\nu_{\dot{\iota}}^{2}$

$=$ $2m$ .

であるから, $\max||A_{\nu}||^{2}=2m$ .
[3] $C$ 型の対称対の場合.

Let $\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon\iota$ を極大可換部分空間 $a$ の正規直交基底で, すべてのルートが

$\pm\epsilon_{i}\pm\epsilon_{j}(1\leq i<j\leq l)$ , $\pm 2\epsilon_{i}(1\leq i\leq l)$ .

となるようなものとする. 適当な順序を入れると,

$F(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ $=$ $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{l-1}, \alpha_{l}\}$ ,

$\alpha_{j}$ $=$ $\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1}(1\leq i<l)$ , $\alpha_{l}=2\epsilon_{l}$ ,
$\tilde{\alpha}$ $=$ $2\alpha_{1}+\cdots+2\alpha_{l-1}+\alpha\iota=\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ .

となる. 最高ルート $\tilde{\alpha}$ に対して, $\alpha_{1}$ がその係数が 1 である唯一の単純ルートであるから, 軌道

の基点}a

$A_{0}= \frac{1}{\sqrt{l}}(\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{\epsilon_{l}})$ .

と表される. Weyl 群 $W(G, K)$ は $B$ 型の場合と同じである. よって

$N= \cos(1-\frac{2}{l})$ .
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次に型作用素のノルムを計算する.

$R_{+}(A_{0})=\{2\epsilon_{i}|1\leq i\leq l\}\cup\{\epsilon_{i}+\epsilon_{j}|1\leq i<j\leq l\}$ ,

であるから, 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=7^{2}\iota$ である. $2\epsilon_{j}(1\leq i\leq l)$ の重複度を $m_{1}$ ,
$\epsilon_{j}+\epsilon_{j}(1\leq i\leq l)$ の重複度を $m_{2}$ とおくことができる. 補題 43 により, $\text{単}(|\mathrm{I}\text{法^{へ}}$.クトル $\nu$ は $a$

の元で考えればよい. よって, $\nu=\sum_{=1}^{l},\cdot\nu_{1\mathcal{E}_{1}}..,$ $|| \nu||^{2}=\sum_{i=1}^{l}\nu_{j}^{2}=1,$ $\sum_{i=1}^{l}\nu_{j}=0$ とおくことが

できる. 命題 4.4 により,
$||A_{\nu}||^{2}=lm_{1}+ \frac{l}{4}(l-2)m_{2}$

となるので, $\max||A_{\nu}||^{2}=lm_{1}+\frac{l}{4}(l-2)m_{2}$ である.

$[4]D$ 型の対 $\mathrm{f}\mathrm{f}\backslash \nu$対の場合.
$\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon\iota$ を極大可換部分空間 $a$ の正規直交基底で,

$\pm\epsilon_{j}\pm\epsilon_{j}(1\leq i<j\leq l)$ ,

となるものとする. 適当な順序をいれると

$F(\mathrm{g}, \mathrm{t})$ $=$ $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{l-1}, \alpha_{l}\}$ ,

$\alpha$: $=$ $\epsilon_{i}-\epsilon_{i+1}(1\leq i<l)$ , $\alpha_{l}=\epsilon_{l-1}+\epsilon_{l}$ ,
$\tilde{\alpha}$ $=$ $\alpha_{1}+2\alpha_{2}+\cdots+2\alpha_{l-2}+\alpha_{l-1}+\alpha_{l}=\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$ .

となる. 最高ルート $\tilde{\alpha}$ に対して, 係数が 1 になる単純ルートは $\alpha_{1},$ $\alpha_{l-1},$ $\alpha\iota$ である. $\alpha_{l-1},$ $\alpha\iota$ こ対

応する起動は, それぞれ等長的であるので, 軌道の基点としては $A_{0}=\epsilon_{1}$ と $A_{0}= \frac{1}{\sqrt{l}}(\epsilon_{1}+\cdots+$

$\epsilon_{l}),$ $(resp,$ $7^{1}\iota(\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{l-1}-\epsilon_{l}))$ . の二つの場合を考えればよ 1].

1. $A_{0}=\epsilon_{1}$ の場合.

Weyl 群 $W(G, K)$ の作用はは座標軸の置換と, 任意の二つの座標の符号を変えるから,
normal radius は $90^{0}$ になる.

次に型作用素のノルムを計算する.

$R_{+}(A_{0})=\{\epsilon_{1}\pm\epsilon_{j}|2\leq j\leq l\}$ ,

であるから, 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ い対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=1$ となる.

$\mathcal{E}:+\epsilon_{j}(1\leq i<j\leq l)$ のすべての重複度は等しいので, それを $m$ とおく.
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$C$, 型の場合と同様にして,
$||A_{\nu}||^{2}=2m$

となるので $\max_{\nu}||A_{\nu}||^{2}=2m$ である.

2. $A_{0}= \frac{1}{\sqrt{l}}(\epsilon_{1}+\cdots+\epsilon_{l})$ の場合.

normal radius は $N= \cos^{-1}(1-\frac{4}{l})$ と計算される.

次に型作用素のノルムを計算する.

$R_{+}(A_{0})=\{\epsilon_{i}+\epsilon_{j}|1\leq i<j\leq l\}$

となるので, 任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=\frac{2}{\sqrt{l}}$ となる. 補題 43 により, 単位法

ベクトル $\nu$ は $a$ の元で考えればよい. よって, $\nu=\sum_{p=1}^{l}\nu_{p}\epsilon_{p},$ $||\nu||^{2}=1$ . とおくことがで
きる. 命題 4.4 により,

$||A_{\nu}||^{2}= \frac{l}{4}(l-2)m$ .

となるので $\max_{\nu}||.A_{\nu}||^{2}=\frac{l}{4}(l-2)m$ である.

$[5]E_{6}$ 型の対称対の場合.

$\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon_{8}$ を $\mathbb{R}^{8}$ の正規直交基底で, 部分空間 $\sum_{i=1}^{5}\mathbb{R}\epsilon_{i}+\mathbb{R}(\epsilon_{6}+\epsilon_{7}-\epsilon_{8})$ が極大可換部分空間

$a$ と線型同型になり, すべてルートが次のように表されるものとする.

$\pm\epsilon_{i}\pm\epsilon_{j}$ $(1\leq i<j\leq 5)$ ,

$\pm\frac{1}{2}\{\epsilon_{8}-\epsilon_{7}-\epsilon_{6}+\sum_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(:)}\epsilon_{i}\}$ , $\prod_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(i)}=1$ .

適当な順序を入れれば,

$F(\mathrm{g}, \mathrm{f})$ $=$ $\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \ldots, \alpha_{l-1}, \alpha_{l}\}$ ,

$\alpha_{1}$ $=$ $\frac{1}{2}(\epsilon_{8}-\epsilon_{7}-\epsilon_{6}+\epsilon_{1}-\epsilon_{2}-\epsilon_{3}-\epsilon_{4}-\epsilon_{5})$

$\alpha_{2}$ $=$ $\epsilon_{1}+\epsilon_{2},$ $\alpha_{3}=\epsilon_{2}-\epsilon_{1},$ $\alpha_{4}=\epsilon_{3}-\epsilon_{2},$ $\alpha_{5}=\epsilon_{4}-\epsilon_{3},$ $\alpha_{6}=\epsilon_{5}-\epsilon_{4}$

$\tilde{\alpha}$ $=$ $\alpha_{1}+2\alpha_{2}+2\alpha_{3}+3\alpha_{4}+2\alpha_{5}+\alpha_{6}$ .

となる. 最高ルート $\tilde{\alpha}$ に対して, 係数が 1 になる単純ルートは $\alpha_{1}$ と $\alpha_{6}$ . よって, 軌道の基点と

しては, それぞれの双対元を正規化したものがとれるが, それらは互いに等長的であるので基点
として

$A_{0}= \frac{H_{\alpha_{1}}}{|H_{\alpha_{1}}|}=\frac{1}{\sqrt{3}}(\epsilon_{8}-\epsilon_{7}-\epsilon_{6})$ .
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を考えればよい.

Weyl 群の $A_{0}$ への作用を具体的に計算することにより, normal radius は。$\mathrm{o}\mathrm{s}^{-1}$ $( \frac{1}{2})=60^{0}$ と

なる.

次に型作用素の計算をする.

$R_{+}(A_{0})= \{\frac{1}{2}(\epsilon_{6}+\epsilon_{7}-\epsilon_{8})+\sum_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(i)}\epsilon_{i}|\prod_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(i)}=1\}$ .

任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=c_{2}\mathrm{s}$ となる. 補題 43 により, 単位法ベクトル $\nu$ は $a$ の

元で考えればよい. よって, $\nu=\sum_{i=1}^{5}\nu_{i}\epsilon_{i},$ $\sum_{i=1}^{5}\nu_{i}^{2}=1$ とおくことができる.

命題 4.4 により,
$||A_{\nu}||^{2}= \frac{16}{3}m$ .

となる.

$[6]E_{7}$ 型の対称対の場合.
$\epsilon_{1},$

$\ldots,$
$\epsilon_{8}$ を $\mathbb{R}^{8}$ の正規直交基底で, 部分空間 $(\epsilon_{7}+\epsilon_{8})^{[perp]}$ が極大可換部分空間 $a$ と線型同型に

なり》すべてルートが次のように表されるものとする.

$\pm\epsilon_{j}\pm\epsilon_{j}$ $(1\leq i<j\leq 5)$ ,

$\pm\frac{1}{2}\{\epsilon_{8}-\epsilon_{7}-\epsilon_{6}+\sum_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(i)}\epsilon_{i}\}$ , $\prod_{j=1}^{5}(-1)^{\nu(j)}=1$ .

適当な順序を入れれば,
$F(\mathrm{g},\mathrm{S})=\{\alpha_{1}, \alpha_{2}, \alpha_{3}, \alpha_{4}, \alpha_{5}, \alpha_{6}\}$

$\{$

$\alpha_{1}$ $=$ $\frac{1}{2}(\epsilon_{8}-\epsilon_{7}-\epsilon_{6}+\epsilon_{1}-\epsilon_{2}-\epsilon_{3}-\epsilon_{4}-\epsilon_{5})$

$\alpha_{2}$ $=$ $\epsilon_{1}+\epsilon_{2}$

$\alpha_{3}$ $=$ $\epsilon_{2}-\epsilon_{1}$

$\alpha_{4}$ $=$ $\epsilon_{3}-\epsilon_{2}$

$\alpha_{5}$ $=$ $\epsilon_{4}-\epsilon_{3}$

$\alpha_{6}$ $=$ $\epsilon_{5}-\epsilon_{4}$

$\alpha_{7}$ $=$ $\epsilon_{6}-\epsilon_{5}$

$\tilde{\alpha}=2\alpha_{1}+2\alpha_{2}+3\alpha_{3}+4\alpha_{4}+3\alpha_{5}+2\alpha_{6}+\alpha_{7}$ .

となる. 最高ルート $\tilde{\alpha}$ に対して, 係数が 1 になる単純)–\vdash は $\alpha_{7}$ のみ. よって軌道の基点とし

ては,

$A_{0}= \frac{H_{\alpha_{7}}}{|H_{\alpha_{7}}|}=\frac{\sqrt{6}}{3}\{\epsilon_{6}+\frac{1}{2}(\epsilon_{8}-\epsilon_{7})\}$ .
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Weyl 群の $A_{0}$ への作用を具体的に計算することにより, normal radius は $\cos^{-1}(\mathrm{D}$ となる.

次に型作用素の計算をする.

$R_{+}(A_{0})= \{\frac{1}{2}(\epsilon_{6}+\epsilon_{7}-\epsilon_{8})+\sum_{i=1}^{5}(-1)^{\nu(i)}\epsilon_{j}|\prod_{j=1}^{5}(-1)^{\nu(j)}=1\}$ .

任意の $\lambda\in R_{+}(A_{0})$ に対して, $\langle\lambda, A_{0}\rangle=L63$ となる. 補題 43 により, 単位法ベクトル $\nu$ は $a$ の

元で考えればよい. よって, $\nu=\sum_{\dot{l}=1}^{5}\nu_{\dot{*}}\epsilon_{i},$ $\sum_{j}^{5}=1\nu_{i}^{2}=1$ とおくことができる.

命題 4.4 により,
$||A_{\nu}||^{2}=9m$

となる.

$\mathrm{I}$

5 結果

定理 5.1 既約な対称対に対応する対称 $R$ 空間の標準埋め込み上の錐は面積最小である.

対称 $R$ 空間の表
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$\overline{S’(O}(l-1)\cross O($

$\underline{SO}(2l+$

$\overline{\prime l+n-1))}$
.

$\frac{\mathrm{c}_{1)}}{2l-1)}$ $*4$
$\backslash 4,$ $\ldots$ , $\mathrm{A}/$

$\overline{SO(2)\cross SO}$

$C_{l}$ (1, $\ldots$ , 1)
$(2, \ldots, 2)$

(4, $\ldots$ , $4,$ $\backslash \mathrm{r}$.

(2, $\ldots$ , 2, 1
(4, $\ldots$ , 4, ]

(8, 8, 1)

$|$

$|$

$\})$

$\mathrm{L})$

$\mathrm{L})$

$U(l)/O|$

$Sp(l)/|$

$Sp(l$

$U(l)$

$U(2l)/\mathrm{L}$‘

$T^{1}$ . $E_{6}$

$(l)*5$

$U(l)$

$|)|$

$*6$

$,\cdot p(l)$

$\mathrm{i}/F_{4}$

$n$ . 11 $\rceil$
$\backslash$

$\underline{l}\cross$
–

$lJ$[ $\backslash 1$ , . . . , 1/

. $(2, \ldots, 2)$

/1 $1\backslash$

$\overline{S’(O}(l-1)\mathrm{x}$

SO(l)
$\underline{SO}(’A$

$\overline{\backslash \prime O}(l-1))$

$*7$

$\underline{d)l)}$

$\backslash 1,$ $\ldots$ , 1’

$(2, \ldots, 2)$

$\overline{SO}$(2) $\cross S($

$SU(2l)_{\mathit{1}}$

$\overline{3(2l-2)}$

$/U(l)$

$E_{6}$ $|$

$($

E7 $|$

$|$

(1, $\ldots$ , 1)
(2, $\ldots$ , 2)
$(1, \ldots, 1)$

$(2, \ldots, 2)$

$|$

$|$

$|$

$|$

$Sp(4)/Sp(2)’$,

$E_{6}/Spin(.$.

$SU$ (8) $/Sp$

$E_{7}/E_{6}$

$<Sp(2)$ . $\mathbb{Z}$

$10)$ . $T^{1}$

(4) . $\mathbb{Z}_{2}$

. $T^{1}$

ここで

$S’(O(l-1)\cross O(l-1))$

$=$ $\{(\begin{array}{llll}\epsilon A \epsilon B\end{array})\in SO(l)\cross SO(l)|\epsilon=\pm 1,$$A\in O(l-1)B\in O(l-1)’\}$ .

( $\mathit{1},\mathit{2}$ は $[\mathit{6}],$ $*\mathit{3},\mathit{4}$ は $[\mathit{2}f,$
$*\mathit{5}$ は $[lf,$ $*\mathit{6},7$ は $[7f$で証明されて 1]る)

$<$ 証明 $>$

前節で制限ルート系の各型と重複度毎に normal radius と型作用素のノルムを計算したので,

上記の対称 $R$ 空間の表にしたがって個々に Lawlor の判定条件を適用していけばよい.
例えば, 制限)–\vdash 系が $C$ 型で重複度が $(1, \ldots, 1)$ の場合. $M=U(l)/O(l)$ であるから,

$k= \dim C_{M}=\frac{1}{2}(l^{2}+k+2)$ である.

$||A_{\nu}||= \frac{1}{2}\sqrt{l(l+2)}$
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より, $l\geq 4$ のとき命題 24, 25 を使うと

$V_{C}( \frac{l^{2}+l+2}{2},$ $\frac{\sqrt{l(l+2)}}{2})$ $<$ $\tan^{-1}(\frac{12}{l^{2}+l+2}\tan($ $V_{C}(6,$ $\frac{12}{l^{2}+l+2}\cdot\frac{\sqrt{l(l+2)}}{2})))$

$\leq$ $\tan^{-1}(\frac{12}{l^{2}+l+2}\tan\{$ $V_{C}(6,$ $\frac{6}{11}\sqrt{6})))$

$\leq$ $\tan^{-1}(\frac{12}{l^{2}+l+2}\tan(Vc(6, \sqrt{2})))$

$<$ $\tan^{-1}(\frac{12}{l^{2}+l+2}\cdot\frac{1}{2})$

6
$<$

$l^{2}+l+2$

$<$ $\frac{\pi}{2l}$

一方, normal radius $N$ は

$N= \cos^{-1}(1-\frac{2}{l})$ ,

であるから, $l\geq 3$ のとき

$N= \cos^{-1}(1-\frac{2}{l})>\frac{\pi}{l}$

となるので, $2V_{C}(_{2’ 2}^{\iota^{2}\iota}\Leftrightarrow \mathrm{L}^{2}(\subset ll+2))<N$ が成り立つ. ゆえに定理 25 より, $U(l)/O(l)$ 上の錐は

面積最小である.

また, 制限ルート系が $E_{6}$ 型で重複度が (1,1,1,1,1,1) の場合. $M=Sp(4)/Sp(2)\cross Sp(2)\cdot \mathbb{Z}$

であるから $\dim C_{M}=17$ である.
$||A_{\nu}||^{2}= \frac{16}{3}$

より,

$Vc(17,$ $\frac{4}{\sqrt{3}})$ $<$ $\tan^{-1}(\frac{6}{17}\tan($ $V_{C}(6,$ $\frac{6}{17}\cdot\frac{4}{\sqrt{3}})))$

$=$ $\tan^{-1}(\frac{6}{17}\tan\{$ $V_{C}(6,$ $\frac{8\sqrt{3}}{17})))$

$<$ $\tan^{-1}(\frac{6}{17}.\tan(V_{C}(6,$ $\sqrt{2})))$

$<$ $\tan^{-1}(\frac{3}{17})$

$.=$. $10^{0}$

一方, normal radius $N$ は $60^{0}$ であったから, 明らかに $2Vc(17, \frac{16}{3})<N$ よって $Sp(4)/Sp(2)\cross$

$Sp(2)\cdot \mathbb{Z}$ 上の錐は面積最小になる.
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ほかの場合もだいたい同じような計算でその面積最小性を示すことが出来る.

$\blacksquare$
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