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本稿では、 最近の筆者と S. Gindikin との共同研究について解説したい。

1Duality
G。を連結複素半単純リー群、G、をその連結な real form とする。 $K$ を G、の極
大コンパクト部分群とし、 $K_{\mathbb{C}}$ をその (連結な) 複素化とする。 任意の G。の旗多
様体 $X=G_{\mathbb{C}}/P$ 上の $K_{\mathbb{C}}$-軌道と $G_{\mathbb{R}}$-軌道との間には次の自然な 1 対 1 対応がある
([M3])。

$K_{\mathbb{C}}\backslash X\ni S-S’\in G_{\mathbb{R}}\backslash X$

$\Leftrightarrow S\cap S’$ (ま空でないコンパクト集合 (1.1)

[GM1] において、 $S\in K_{\mathbb{C}}\backslash X$ に対し、 次のような G。の部分集合を定義した。

$C(S)=$ { $x\in G_{\mathbb{C}}|xS\cap S’$ は空でないコンパクト集合}

ただし、 $S’$ は (1.1) によって定まる $X$ 上の $G_{\mathbb{R}}$-軌道である。明らかに $C(S)$ は左
$G_{\mathbb{R}}$-不変かつ右 KC-不変な集合である。

$S$ が閉集合 (\Leftrightarrow コンパクト) の場合、 $S’$ は開集合であるので、

$C(S)=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS\subset S’\}$

となる。 したがって、 この場合 $C(S)$ の単位元を含む連結成分 $C(S)_{0}$ は [WW] に
よって定義された (開 $G_{\mathbb{R}}$-軌道 $S’$ に対する) cycle space である。 (注 :[WW] では
$xS\subset S’$ を満たす部分集合 $xS$ 達の集合の連結成分を考えているので、彼らの定義
した cycle space Iま $C(S)_{0}/N_{G_{\mathrm{C}}}(S)\cap C(S)_{0}$ である。)

逆に、 $X_{0}=G_{\mathbb{C}}/B$ ( $B$ は G。のボレル部分群) 上の開 $K_{\mathbb{C}}$-軌道 $S_{0}$ (ただ 1 つ)

を考えよう。 このとき $S_{0}’$ は閉 GR-軌道であるので

$C(S_{0})=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{0}\supset S_{0}’\}$

となる。 連結成分 $C(S_{0})_{0}$ は最近しばしば Iwasawa domain と呼ばれている。

例 1J $G_{\mathbb{C}}=SL(2, \mathbb{C}),$ $G_{\mathbb{R}}=SL(2, \mathbb{R}),$ $K_{\mathbb{C}}=SO(2, \mathbb{C})$ のとき、旗多様体 $X=$

$G_{\mathbb{C}}/P\cong P^{1}(\mathbb{C})=\mathbb{C}\cup\{\infty\}$ 上の G。の作用は 1 次分数変換

$(\begin{array}{ll}a bc d\end{array})z=\frac{az+b}{cz+d}$
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で与えられるが、 $X$ の KC-軌道分解は

$X=S_{1}$ 目 $S_{2}\square S_{0}$

$=\{i\}\mathrm{u}\{-i\}$ 火 {その他}

であり、 GR-軌道分解は

$X=S_{1}’\mathrm{u}S_{2}’$ 火 $S_{0}’$

$=\{z\in \mathbb{C}|{\rm Im} z>0\}\mathrm{u}\{z\in \mathbb{C}|{\rm Im} z<0\}\mathrm{u}P^{1}(\mathbb{R})$

である。 $P_{i}=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xi=i\},$ $P_{-i}=\{x\in G_{\mathbb{C}}|x(-i)=-i\}$ (まとも (こ $G_{\mathbb{C}}$ の

Borel部分群であって、 $P_{i}\cap P_{-i}=K_{\mathbb{C}}$ である。

$C(S_{1})=\{x\in G\mathrm{c}|xS_{1}\subset S_{1}’\}=G_{\mathbb{R}}P_{i}$

$C(S_{2})=\{x\in G\mathrm{c}|xS_{2}\subset S_{2}’\}=G_{\mathbb{R}}P_{-i}$

は連結であるが、 $C(S_{0})$ は

$C(S_{0})=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{0}\supset S_{0}’\}$

$=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{1}\cup xS_{2}\subset S_{1}’\cup S_{2}’\}$

$=D_{+-}\mathrm{u}D_{-+}\mathrm{u}D_{++}\mathrm{U}D_{--}$

$=\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{1}\subset S_{1}’, xS_{2}\subset S_{2}’\}\mathrm{u}\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{1}\subset S_{2}’, xS_{2}\subset S_{1}’\}$

$\mathrm{u}\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{1}\subset S_{1}’, xS_{2}\subset S_{1}’\}\mathrm{u}\{x\in G_{\mathbb{C}}|xS_{1}\subset S_{2}’, xS_{2}\subset S_{2}’\}$

と 4 つの連結成分を持ち、

$C(S_{0})0=D_{+-}=C(S_{1})\cap C(S_{2})$

であることがわかる。

[AG] において、 次の集合 $D$ (Akhiezer-Gindikin domain) が定義されている。
$\mathrm{g}_{\mathbb{R}}=\mathrm{f}\oplus \mathrm{m}$ を G、のリー環蝕のカルタン分解とし、 $\mathrm{t}$ を $\mathrm{m}$ の極大可換部分空間と
する。 $\Sigma=\Sigma(\mathfrak{g}_{\mathbb{C}}, \mathrm{t})$ を $\mathrm{t}$ に関する制限ルート系とし、

$\mathrm{t}^{+}=$ { $Y \in \mathrm{t}||\alpha(Y)|<\frac{\pi}{2}$ for all $\alpha\in\Sigma$ }

とおいて
$D=G_{\mathbb{R}}(\exp \mathrm{t}^{+})K_{\mathbb{C}}$

と定義する。
G。のすべての旗多様体上のすべての $K_{\mathbb{C}}$-軌道 $S$ に対する $C(S)$ の共通部分

$C=\cap C(S)$

を考えよう。 [GM1](Conjecture 13) において
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予想 12 $C=DZ(Z$ (ま G。の center)

と予想し、 G、が古典型のときおよびエルミート型のときにこれを証明した。連結
成分については

$C_{0}=D$ (1.2)

という予想 (こなるが、 [GM1] の Proposition 831こおいて

$C_{0}=C(S_{0})_{0}$

が示されているので、$D=C(S_{0})_{0}$ を示せばよい。Barchini ([B]) によって $C(S_{0})_{0}\subset D$

が示され、 $D\subset C(S_{0})_{0}$ も最近一般的に証明された 1ので、 (1.2) は証明されている。
(注 :Iwasawa domain $C(S_{0})_{0}$ は容易にスタイン集合である (注意 36(iii)) ことが

示せるので、 (1.2) により [AG] の予想は証明されている。)
さらに、 [GM1] Conjecture 16 において、 多くの具体例に基づいて

予想 13 $S\neq X$ が holomorphic type でないとき [こ $C(S)_{0}=D$ であろう。

と予想した。

注意 1.4(i) $S$ が holomorphic type であるというのは G、がエルミート型で $S$ が

閉軌道のときのみに適用される概念で、 次節の定義 22 のように定義される。 した

がって、 $G_{\mathbb{R}}$ がエルミート型でないときは、すべての軌道は nonholomorphic type で
あり、 $G_{\mathbb{R}}$ がエルミート型であっても、 閉軌道でない軌道はすべて nonholomorphic
type と定義する ([GM1])。

(ii) [FH] では G、がエルミート型でないときに、上記の予想 13 における $S$ が

閉軌道の場合の証明がなされているようである。 彼らの証明は小林双曲性という複
素幾何学の概念を用いるもので、筆者はまだその難解な部分を理解できていない。

(iii) L,かしながら、 [FH] がその Introduction において [GM1] を全く無視してい
ることは不可解である。 さらに、その Section 3 において両側剰余類分解 G畝 GC/
のジョルダン分解や effiptic element について論じられているが、それらはすべてす
でに [M4] で証明された事柄である。

2 エルミート型の場合

G、が単純エルミート型とする。 このとき、 $K$ のリー .
$\mathrm{t}$ は 1 次元の center を持つ

が、 その nontrivial element $Y$ を取るとき、 $iY$ によって $G_{\mathbb{C}}$ の 1 つの極大放物型部
分群

$P=K_{\mathbb{C}}\exp \mathfrak{n}$

1 [H], [FH] には [BHH] (new version) で示された $D$ 上のある関数の多重劣調和性を用いた複素解
析的証明が述べられているが、最近の筆者の研究 [M5] により複素解析は不要であることがわかった。
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が定まる。 自然な埋め込み

$\iota$ : GC/KC\mapsto GC/P $\cross$ GC[戸

が
$xK_{\mathbb{C}}-+(xP, x\overline{P})$

によって定義できる ([WZ1])。このとき、容易に

命題 2.1 ([GM1] Proposition 22) $\iota(D/K_{\mathbb{C}})=G_{\mathbb{R}}P/P\cross G_{\mathbb{R}}\overline{P}/\overline{P}$

が示せる。 [BHH] でも同じことが証明されているようであるが、 難解である。
$B$ を $P$ に含まれるボレル部分群とする。 $g-+\theta(\overline{g})$ は $G_{\mathbb{C}}$ の compact real form

$U=K\exp i\mathrm{m}$ に関する conjugation だから、 $T=B\cap\theta\overline{B}$ は $G_{\mathbb{C}}$ のカノレタン部分群
である。 $w_{0}$ を $T$ に関するワイル群の ( $B$ に関する) 最長元とすると

$w_{0}Bw_{0}^{-1}=\theta\overline{B}$

となる。

$S_{1}=P=K_{\mathbb{C}}P=K_{\mathbb{C}}B$ , $S_{2}=\overline{P}w_{0}=K_{\mathbb{C}}\overline{P}w_{0}=K_{\mathbb{C}}(w_{0}Bw_{0}^{-1})w_{0}=K_{\mathbb{C}}w_{0}B$

によって、 2 つの閉 $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類 $S_{1},$ $S_{2}$ を定義する。

S\models G、P $=G_{\mathbb{R}}B$ , $S_{2}’=G_{\mathbb{R}}\overline{P}w_{0}=G_{\mathbb{R}}w_{0}B$

であるから、命題 2.1 により、

$x\in D\Leftrightarrow xS_{1}\subset S_{1}’$ かつ $xS_{2}\subset S_{2}’$

すなわち
$D=C(S_{1})\cap C(S_{2})$

であることがわかる。

定義 22 $B$ を含む放物型部分群 $Q$ に対し、 $\pi$ : $G\mathrm{c}/Barrow G_{\mathbb{C}}/Q$ を自然な projection
とする。 $G_{\mathbb{C}}/Q$ 上の $K_{\mathbb{C}}$-軌道 $S$ が

$S=\pi(S_{1})$ または $S=\pi(S_{2})$

のとき、 $S$ は holomorphic type であると |
$\sqrt$ ‘|$\sqrt$ ‘、そうでな $|_{\sqrt}$ゝとき nonholomorphic type

であるという。 ([WZ1] の定義と同値であることが容易に示せる。)
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例 23 $G_{\mathbb{C}}=SL(3, \mathbb{C}),$ $G_{\mathbb{R}}=SU(2,1),$ $K_{\mathbb{C}}=\{g\in G_{\mathbb{C}}|gV_{\pm}=V_{\pm}\}$ とする。 ただ
し、 $V_{+}=\mathbb{C}e_{1}\oplus \mathbb{C}e_{2},$ $V_{-}=\mathbb{C}e_{3}$ ( $e_{1},$ $e_{2},$ $e_{3}$ は $\mathbb{C}^{3}$ の標準基底) である。 G。のボレ
ル部分群

$B=\{$ ($0$ $0**$

$**$ )$*\in G_{\mathbb{C}}\}$

を取り、 $B$ を含む放物型部分群 $P_{1},$ $P_{2}$ を

$P_{1}=\{g\in G_{\mathbb{C}}|gV_{+}=V_{+}\}$ , $P_{2}=\{g\in G_{\mathbb{C}}|g\mathbb{C}e_{1}=\mathbb{C}e_{1}\}$

で定義する。 $X_{0}=G_{\mathbb{C}}/B$ 上の $K_{\mathbb{C}}$-軌道は 6 個あって、それらは次の図のようになっ
ている ([MO] Fig. 5)。

図 (こおいて、 例えば $S_{1}-^{1}S_{4}$ は

$S_{1}P_{1}=S_{4}P_{1}$ かつ市 $\mathrm{m}_{\mathbb{C}}$ $S_{1}+1=\dim_{\mathbb{C}}S_{4}$

を意味する。 したがって、 $S_{1},$ $S_{2},$ $S_{3}$ が閉 $K_{\mathbb{C}}$-軌道、 $S_{0}$ が開 KC-軌道である。
[GM1] Proposition 2.4 において、 $X_{0}=G_{\mathbb{C}}/B$ 上の任意の閉 $K_{\mathbb{C}}$-軌道 $S$ に対し、

$C(S_{1})\cap C(S_{2})\subset C(S)$ が証明されているが、アイデアは非常に簡単なので、 この例
で考えてみよう。 $S=S_{3}$ のときだけが問題である。

$x\in C(S_{1})\cap C(S_{2})$ とすると、 $xS_{1}\subset S_{1}’$ であるから

$xS_{1}P_{1}\subset S_{1}’P_{1}$

となり、 図により

$S_{1}P_{1}=S_{1}\mathrm{u}S_{3}\mathrm{u}S_{4}$ , $S_{1}’P_{1}=S_{1}’\mathrm{u}S_{3}’\mathrm{u}S_{4}’$

([M1]) であるから、

$xS_{1}$ 目 $xS_{3}$ 火 $xS_{4}\subset S_{1}’$ 火 $S_{3}’$ 嫁 $S_{4}’$ $(2.1)$

である。 同様 (こして $xS_{2}\subset S_{2}’$ から

$xS_{2}\mathrm{U}xS_{3}\mathrm{U}xS_{5}\subset S_{2}’\mathrm{u}S_{3}’\mathrm{u}S_{5}’$ (2.2)
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が得られるので、 (2.1) と (2.2) の共通部分を取れば

$xS_{3}\subset S_{3}’$

が得られる。 よって
$C(S_{1})\cap C(S_{2})\subset C(S_{3})$

が示された。

注意 24[GM1] において、 [WZ1] の Theorem 38 の証明にはギャツプがあること
を指摘したが、 これは [WZ2] によって修正された。 したがって、 Gえがエルミート
型のとき、任意の旗多様体 $X$ 上のすべての nonholomorphic type の閉 $K_{\mathbb{C}}$-軌道 $S$

に対し、
$C(S)_{0}\subset D$

が成り立つ。 [GM1] Proposition 2.4 で

$D\subset C(S)_{0}$

は示されている 2ので
$D=C(S)_{0}$

である。 [WZ2] には [GM1] Proposition 2.4 が彼らの証明より less direct であると
か、 not actually stated in [GM1] だとか書いてあるが全く事実に反する。

3 $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類の Schubert cell
ボレル部分群 $B$ に関する simple root $\alpha$ に対し、G。の放物型部分群 $P_{\alpha}(\dim_{\mathbb{C}}P_{\alpha}=$

$\dim_{\mathbb{C}}B+1)$ が
$P_{\alpha}=B\mathrm{u}Bw_{\alpha}B$

によって定義できる。 [GM2] において次のことを示した。

補題 3.1 $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類 $S_{1}$ に対し、
(i) $\dim_{\mathbb{C}}S_{1}P_{\alpha}=\dim_{\mathbb{C}}S_{1}\Rightarrow S_{1}^{d}P_{\alpha}=S_{1}^{cl}$

(ii) $\dim_{\mathbb{C}}S_{1}P_{\alpha}=\dim_{\mathbb{C}}$ Sl+l\Rightarrow Slcり\sim $=S_{2}^{cl}$ ( $S_{2}$ {まある $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類)

証明は [M2] Lemma 3 のように $SL(2, \mathbb{C})$ の旗多様体 $P^{1}(\mathbb{C})$ 上の軌道分解に帰
着すればよい。

定理 32 任意の $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類 $S_{1}$ と $w\in W$ ( $W$ はワイル群) に対し、
(i) $S_{1}^{cl}(BwB)^{cl}$ $=S_{2}^{cl}$ を満たす Kc-B 両側剰余類 $S_{2}$ が存在する。
(ii) (minimal expression) 次の 3 条件を満たす $w’\in W$ が存在する。

(a) $w’<w$ (Bruhat order)
(b) $\ell(w’)=\dim_{\mathbb{C}}S_{2}-\dim_{\mathbb{C}}S_{1}$ ( $\ell(w’)$ は $w’$ の長さ)

(c) $S_{1}^{d}(Bw’B)^{cl}=S_{2}^{d}$

2 もっと一般的な [M5] の結果を用いてもよい。
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証明 $w=w_{\alpha_{1}}\cdots w_{\alpha_{l}}$ を $w$ の最短表示とするとき、

$(BwB)^{cl}=P_{\alpha_{1}}\cdots P_{\alpha_{\ell}}$

だから、 $(\mathrm{i})_{\text{、}}(\mathrm{i}\mathrm{i})$ ともに補題 3.1 からすぐに導かれる。 口

(複素) 余次元 1 の $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類の集合を $\{S_{j}|j\in J\}$ とし、 $T_{j}=S_{j}^{cl}$ と
する。 (例 23 の場合、 $J=\{4,5\}$ である。)

定義 33(i) $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類 $S$ に対し、

$J(S)=$ {$j\in J|S^{cl}(BwB)^{d}=T_{j}$ for some $w\in W$ }
と定義する。 (例 23 の場合、 $J(S_{1})=\{4\},$ $J(S_{2})=\{5\},$ $J(S_{3})=\{4,5\},$ $J(S_{4})=$

$\{4\},$ $J(S_{5})=\{5\},$ $J(S_{0})=\phi$ となる。)
(ii) 任意の $J$ の部分集合 $J’$ に対し、

$\Omega(J’)=\{x\in G\mathrm{c}|xT_{j}\cap S_{0}’=\phi$ for all $j\in J’\}_{0}$

とおく。 (注 : 次の定理 35 により、 $G_{\mathbb{C}}$ における $S_{0}$ の補集合は $\bigcup_{j\in J}T_{j}$ であるこ
とが示せるので、 $\Omega(J)=C(S_{0})_{0}$ である。)

補題 34 $S_{0}$ 以外の任意の $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側剰余類 $S$ に対し、

$\dim_{\mathbb{C}}SP_{\alpha}=\dim_{\mathbb{C}}S+1$

となる simple root $\alpha$ が存在する。

定理 35 $\ell(w)<\mathrm{c}\mathrm{o}\dim_{\mathbb{C}}S$ ならば $S^{d}(BwB)^{cl}$ [まある $T_{j}\langle j\in J$) [こ含まれる。

定理 32 と定理 35 により、 [GM1] Proposition 83 と同様の議論を用いて、 次の
ことが示せる。

系 36G。の閉 $K_{\mathbb{C}^{-}}P$ 両側剰余類 $S$ に対し、 $S$ に含まれる dense オ $K_{\mathbb{C}^{-}}B$ 両側
剰余類を $S_{1}$ とすると、

$C(S)_{0}=\Omega(J(S_{1}))$

注意 37(i) 明らか (こ $\Omega(J)\subset\Omega(J(S_{1}))$ であるから

$C(S_{0})_{0}\subset C(S)_{0}$

が従うが、 これはすでに [GM1] Proposition 83 で証明されている事柄である。
(ii) 系 36 と同様の結果が [HW] に述べられているが、彼らの複雑な定義には本

質的な部分に誤りがある (詳しくは [GM2] Remark 4)。したがって、 当然ながら証
明も間違っている 3。

(iii) 任意の $J$ の部分集合 $J’\neq\phi$ に対し、 $\Omega(J’)$ は $G_{\mathbb{C}}$ における無限個の複素
解析的超曲面族 $\{gT_{j}^{-1}|j\in J’, g\in S_{0}’\}$ の補集合の連結成分なのでスタインであ
る。 したがって、 cycle space のスタイン性に関する [W] の結果は系 36 から導かれ
る ([HW] 参照)

。

3 これについては、最近 $\text{、}$
我々の指摘どおりに修正がなされた。
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