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作用素論の中で合成作用素の研究が注目をあびている. この講演では, $C(X)$

土の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ : $f\vdasharrow u\cdot(f\circ\varphi)$ について, 2 つの量

本質ノルム と Hyers-Ulam stability の定数

が, 集合 $\varphi(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})(r>0)$ を用いて表現できることを, 報告する.

\S 1. $C(X)$ 上の荷重合成作用素

$X$ をコンパクト Hausdorff空間とし, $X$上の連続関数全体からなる Banach空間 ( $\sup$ ノ

ルム) を, $C(X)$ で表す. いま, $C(X)$ の元 $u$ をとる. また, $\varphi$ は, $X$ から $X$への写像で, 集合
$\{x\in X : u(x)\neq 0\}$土で連続なものとする. この $u$ と $\varphi$ を用いて, $C(X)$ 土の作用素 $uC_{\varphi}$ を,

$(uC_{\varphi}f)(x)=u(x)f(\varphi(x))$ $(x\in X, f\in C(X))$

と定義する. すると, $uC_{\varphi}$ は, $C(X)$ から $C(X)$ への有界線形作用素で, $\Downarrow uC_{\varphi}||=\Downarrow u||$ となる.

$uC_{\varphi}$ は, $C(X)$ 土の荷重合成作用素 (weighted composition operator) と呼ばれる. とくに,
$u$が定数関数 1 の場合, $uC_{\varphi}=C_{\varphi}$ : $f\vdash+f\mathrm{o}\varphi$ は, 合成作用素 (composition operator) と呼
ばれる. 他方, $\varphi$ が $X$の恒等写像の場合は, 上く知られた積作用素 (multiplication operator)
$uC_{\varphi}=M_{u}$ : $f-*u\cdot f$ である. これらの作用素の研究経過は, 木 [4] に詳しい.

[1] 本質 $Jl\triangleright \text{ム}$ $A$ を Banach空間とし, $T$ を $A$土の有界線形作用素とする. $A$土のコ

ンパクト作用素全体の集合を $\mathcal{K}$ で表すとき, $T$ から $\mathcal{K}$への距離

$||T||_{e}= \inf\{||T-S|| : S\in \mathcal{K}\}$

を, $T$の本質ノルム (essential norm) という. 本質ノルムは, その作用素とコンパクト作用

素との関連を調べるとき, 有効になる. われわれは, $uC_{\varphi}$の本質ノルムを求めた.

定理 1 $C(X)$ 土の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ の本質ノルムは, 次のように与えられる.

$||uC_{\varphi}||_{e}= \inf$ { $r>0$ : $\varphi$ ($\{x\in X$ : $|u(x)|\geq r\}$ ) が有限集合}.
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同値性 “
$uC_{\varphi}$ がコンパクト \Leftrightarrow ||uC\mbox{\boldmath $\varphi$}||e $=0$” と定理 1 から, 次の系が得られる.

系 1(Kamowitz [2], Singh and Summers [5]) $C(X)$上の荷重合成作用素 $uC_{\varphi}$ がコ

ンパクトになるための必要十分条件は, 次のとおりである.
$\backslash$ , 任意の $r>0$ に対して, $\varphi(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})$ が有限集合.

また, 定理 1 で $u$が定数関数 1 の場合を考えると, 次の系が得られる.

系 2 $C(X)$ 土の合成作用素 $C_{\varphi}$の本質ノルム $||C_{\varphi}||_{e}$ は, 0 が 1 のどちらかである.

系 2 は, $C_{\varphi}$がコンパクトであるかないかで, $||C_{\varphi}||_{e}$がそれそれ 0, 1 になることをいってい
る. とくに, コンパクトでないときは, $||C_{\varphi}||_{e}=1=||C_{\varphi}||=||C_{\varphi}-O||$だから, 零作用素 $O$

が, $C_{\varphi}$からもっとも近いコンパクト作用素になる.

[2] Hyers-Ulam stabilityの定数 Ulam の問題 [8] や Hyers の結果 [1] に関連した研

究が, 最近広く活発に行われている ([7] など). とくに, 論文 [3] ではこれらの研究を総括

して, Hyers-Ulam stabilty という概念を導入している. ここでの設定で述べてみよう.
$A,$ $B$ を Banach空間とし, $T$ を $A$ から $B$への写像とする. $T$が Hyers-Ulam stability

をもつとは, 次の条件をみたす定数 $K$が存在することである.
$\Downarrow Tf-g||\leq\epsilon$である任意の $g\in T(A),$ $\epsilon>0,$ $f\in A$ に対して,

$Tf_{0}=g$ かつ $\Downarrow f-f\mathrm{o}||\leq K\epsilon$ となる $f_{0}\in A$ が存在する.

このような定数 $K$の下限を, $T$の最良 HUS 定数と呼び, $K_{T}$ とかくことにする.

$T$が有界線形作用素の場合, 次の 3 つの命題 (i)\sim (\rightarrow が同値になることが容易に確かめ

られる.

(i) $T$ は Hyers-Ulam stability をもつ.

(ii) $T$は開写像である ( $G$ が $A$の開集合 \Rightarrow T(G) が $T(A)$ の開集合).

(i\"u) $T$の値域は閉集合である.

このことから, Hyers-Ulam stability が, 関数解析の重要な概念の一般化であることがわか

る. つづいて, 最良HUS定数についてみておこう. $T$の核を $N(T)$ と表し, 商空間 $A/N(T)$

を考える. $T$によって自然にみちびかれる $A/N(T)$ から $B$ への 1 対 1 の線形作用素 $\tilde{T}$ :

$\tilde{T}(f+N(T))=Tf$ $(f\in A)$

を思い起こすと, 命題 $(\ddot{\dot{\mathrm{m}}})$ は, 次の命題 $(\dot{\mathrm{N}})$ とも同値になる.

$(\dot{\mathrm{w}})\tilde{T}$ の逆作用素 $\tilde{T}^{-1}$ : $T(A)arrow A/N(T)$ が有界である.

さらに, $(\mathrm{i})\sim(\dot{\mathrm{N}})$ の同値性と同時に, 等式

$(\dagger)$
$K_{T}=||\tilde{T}^{-1}||$

が得られる. これらのことは, 関数解析の開写像定理の周辺の知識があれば, 容易に確認で
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ここでは, $T$ が $uC_{\varphi}$ の場合を考えて, 次の定理を得た.

定理 2 $uC_{\varphi}$ を, $C(X)$ 土の荷重合成作用素とする. $uC_{\varphi}$ が Hyers-Ulam stability
をもっための必要十分条件は,

$(*)$ $\varphi(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})=\varphi(\{x\in X : u(x)\neq 0\})$

をみたす正の定数 $r$ が存在することである. また, $uC_{\varphi}$ の最良 HUS 定数 Ku。,
は, $K_{uC_{\varphi}}=1/ \sup${$r>0:r$ は $(*)$ をみた-r} で与えられる.

この定理から, 容易に次の系が得られる.

系 3 $uC_{\varphi}$ を $C(X)$ 土の荷重合成作用素とする. もし $u^{-1}\in C(X)$ なら, $uC_{\varphi}$ は

Hyers-Ulam stabilty をもち, $K_{uC_{\varphi}}\leq||u^{-1}||$ が成り立つ. さらに, $\varphi$ が 1 対 1 なら
ば, $K_{uC_{\varphi}}=||u^{-1}||$ が成り立つ.

$u$が定数関数 1 の場合は, $u^{-1}\in C(X)$ だから, 系 3 より, $C(X)$ 上の合成作用素 $C_{\varphi}$ はすべ

て Hyers-Ulam stability をもつ. また, 系 3 において, 等式 $K_{uC_{\varphi}}=||u^{-1}||$ は, $\varphi$ が 1 対 1 で

ないと必ずしも成り立たない. たとえば, $X=[0,1]$ とし, $u$ と $\varphi$ を,

$u(x)=x^{2}-x+ \frac{5}{4}$ , $\varphi(x)=\{$
0($0 \leq x\leq\frac{3}{4}\text{の}$ とき)

$(x\in[0,1])$
$4x-3$ $( \frac{3}{4}<x\leq 1\text{のとき})$

と定めると, $K_{uC_{\varphi}}= \frac{16}{17},$ $||u^{-1}||=1$ となり, $K_{uC_{\varphi}}\neq||u^{-1}||$ である.

一方, 定理 2 において, $\varphi$ が恒等写像の場合を考えると, 次の系が得られる.

系 4 $M_{u}$ を $C(X)$ 土の積作用素とする. $M_{u}$ が Hyers-Ulam stability をもっための
必要十分条件は, 集合 $\{x\in X : u(x)\neq 0\}$ がコンパクトになることである. また,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の最良 HUS 定数 $K_{M_{u}}$は, $K_{M_{u}}=1/ \inf\{|u(x)| : u(x)\neq 0\}$ で与えられる.

\S 1 の内容は, [6] にまとめた. 証明等詳細は, [6] を参照されたい.

\S 2. $C_{b}(X)$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への荷重合成作用素

この節では, 定理 2 を一般化する.

完全正則空間 $X$土で有界かつ連続な関数全体からなる Banach空間 ( $\sup$ ノルム) を, $C_{b}(X)$

で表す. ここでは, $X,$ $\mathrm{Y}$ を完全正則空間とし, 2 つの空間 $C_{b}(X),$ $C_{b}(\mathrm{Y})$ を考える. いま,

$C_{b}(\mathrm{Y})$ の元 $u$ をとり, $S(u)=\{y\in \mathrm{Y}:u(y)\neq 0\}$ とおく. また, $\varphi$ は, $\mathrm{Y}$ から $X$への写像で,

$S(u)$ 上で連続なものとする. この $u$ と $\varphi$ を用いて , $C_{b}(X)$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への作用素 $uC_{\varphi}$ を,

$(uC_{\varphi}f)(y)=u(y)f(\varphi(y))$ $(y\in \mathrm{Y}, f\in C_{b}(X))$

と定義する. すると, $uC_{\varphi}$ は, $C_{b}(X)$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への有界線形作用素で , $||uC_{\varphi}||=||u||$ とな

る. $uC_{\varphi}$ は, $C_{b}(X)$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への荷重合成作用素と呼ばれる. $X=\mathrm{Y}$ でそれがコンパク

ト Hausdorff空間のときが, \S 1 の場合である.
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定理 2 は次のように一般化できる.

定理 3 $uC_{\varphi}$ を, $C_{b}(X)$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への荷重合成作用素とする. $uC_{\varphi}$ が Hyers-Ulam
stability をもっための必要十分条件は,

$(*)’$ $\overline{\varphi(\{y\in \mathrm{Y}\cdot.|u(y)|\geq r\})}\supset\varphi(\{y\in \mathrm{Y} : u(y)\neq 0\})$

をみたす正の定数 $r$が存在することである. ここで,
–

は, 閉包を表す. また,
$uC_{\varphi}$ の最良 HUS 定数 $K_{uC_{\varphi}}$は, $K_{uC_{\varphi}}=1/ \sup${$r>0:r$ は $(*)’$ をみたす} となる.

定理 3 は, 定理 2 と同じ方針で証明できるが, 念のため, 以下に証明をつけておく. 証明

では, 作用素 $uC_{\varphi}$ によってみちびかれる $C_{b}(X)/N(uC_{\varphi})$ から $C_{b}(\mathrm{Y})$ への 1 対 1 の線形作用
素 $u\tilde{C}_{\varphi}$ :

$u\tilde{C}_{\varphi}(f+N(uC_{\varphi}))=uC_{\varphi}f$ $(f\in C_{b}(X))$

に着目し, 定理 2 の直前に注意した次の同値性 $(\mathrm{i})\Leftrightarrow(\mathrm{i}\mathrm{v})$ を利用する.

(i) $uC_{\varphi}$ は Hyers-Ulam stability をもつ $\Leftrightarrow$ (iv) $u\tilde{C}_{\varphi}^{-1}$ が有界である.

はじめに, 商空間 $C_{b}(X)/N(uC_{\varphi})$ におけるノルムが,

$(\star)$ $||f+N(uC_{\varphi})||= \sup\{|f(x)| : x\in\varphi(S(u))\}$ $(f\in C_{b}(X))$

と表現できることを示しておこう.

\leftrightarrow の証明 $\alpha=\sup\{|f(x)| : x\in\varphi(S(u))\}$ とおく. 任意の $h\in N(uC_{\varphi})$ に対して, $h(x)=0$
$(x\in\varphi(S(u)))$ がいえるから,

$\alpha=\sup\{|f(x)+h(x)| : x\in\varphi(S(u))\}\leq||f+h||$

である. ゆえに, $\alpha\leq||f+N(uC_{\varphi})||$ である.

逆の不等式 $||f+N(uC_{\varphi})||\leq\alpha$ を示そう. まず, $X$ の Stone-Cech のコン $J\dot{\mathrm{a}}$クト化を $\tilde{X}$ で

表す. $\tilde{X}$ は, $X$ を稠密に含むコンパクト Hausdorff空間で, $f$ は一意的に $\tilde{X}$ 上の連続関数
$\tilde{f}$ に拡張できる. いま, 任意に $\epsilon>0$ をとり,

$F=\{x\in\tilde{X} : |\tilde{f}(x)|\leq\alpha\}$ , $G=\{x\in\tilde{X} : |\tilde{f}(x)|\geq\alpha+\epsilon\}$

とおく. すると, $F$ と $G$ は $\tilde{X}$ の閉集合で, $F\cap G=\emptyset$だから, Urysohn の補題より,
$0\leq g\leq 1$ , $g(F)=\{0\}$ , $g(G)=\{1\}$

をみたす関数 $g\in C(\tilde{X})$ が存在する. そこで, $h(x)=f(x)g(x)(x\in X)$ とおこう. 明らか

に, $h\in C_{b}(X)$ である. また, $\alpha$ の定め方より, $\varphi(S(u))\subset F$だから, $h(x)=0(x\in\varphi(S(u)))$

となり, $h\in N(uC_{\varphi})$ がわかる. 一方,

$|f(x)-h(x)|=|f(x)||1-g(x)|\leq\{$
0($x\in X\cap G$ のとき)
$\alpha+\epsilon$ $(x\in X\backslash G\emptyset \mathrm{k}\Xi)$

だから, $||f-h||\leq\alpha+\epsilon$ である. よって,
$||f+N(uC_{\varphi})||\leq||f-h||\leq\alpha+\epsilon$

となる. ここで, $\epsilon>0$ は任意だったから, 結果として, $||f+N(uC_{\varphi})||\leq\alpha$ を得る. こうし

て, $(\star)$ が示せた. $\square$

定理 3 を証明しよう.
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定理 3 の証明 [必要性] $uC_{\varphi}$ が Hyers-Ulam stability をもつとする. すると, 上で注意した同
値性 (i) $\Leftrightarrow(\dot{\mathrm{N}})$ から, $u\tilde{C}_{\varphi^{-1}}$ は有界である. そこで, $||u \overline{C}_{\varphi^{-1}}||<\frac{1}{r}$ をみたす $r>0$ をとる. こ

の $r$ が $(*)’$ をみたすことを示そう. いま, 反対に $r$ が $(*)’$ をみたさないと仮定してみる. す
ると, 元 $x0\in\varphi(S(u))\backslash \overline{\varphi(\{y\in Y\cdot.|u(y)|\geq r\})}$ がとれる. ここで, $X$ が完全正 $\mathrm{f}\mathrm{l}|$」空間であ
ることを思い出すと,

$0\leq f\mathrm{o}\leq 1$ , $f\mathrm{o}(x\mathrm{o})=1$ , $f\mathrm{o}(x)=0(x\in\overline{\varphi(\{y\in \mathrm{Y}\cdot.|u(y)|\geq r\})})$

をみたす関数 $f\mathrm{o}\in C_{b}(X)$ が存在する. このとき,

$|(uC_{\varphi}f_{0})(y)|=|u(y)||f_{0}(\varphi(y))|\leq\{$
$|u(y)|\cdot 0=0$ ( $|u(y)|\geq r$ のとき)
$r\cdot|f_{0}(\varphi(y))|\leq r$ $(|u(y)|<r\emptyset \mathrm{g}\mathrm{g})$

だから, $||uC_{\varphi}f\mathrm{o}||\leq r$ となる. よって, $(\star)$ を使うと,
$1=|f \mathrm{o}(x\mathrm{o})|\leq\sup\{|f\mathrm{o}(x)| : x\in\varphi(S(u))\}$

$=||f0+N(uC_{\varphi})||=||u\tilde{C}_{\varphi}^{-1}(uC_{\varphi}f\mathrm{o})||\leq||u\tilde{C}_{\varphi}^{-1}||||uC_{\varphi}f\mathrm{o}||$

イ $\frac{1}{r}$ . $r=1$

となり, 矛盾が生じた. ゆえに, Hよ $(*)’$ をみたすことになる. こうして, 必要性が示せた.
この証明では, $||u \tilde{C}_{\varphi}^{-1}||<\frac{1}{r}$ をみたす任意の $r>0$ が, $(*)’$ をみたすことが示せているから,
$R= \sup${ $r>0:r$ は $(*)’$ をみたす} とおくと, $\frac{1}{R}\leq||u\tilde{C}_{\varphi}^{-1}\Downarrow$ が成り立つ.

[十分性] $(*)’$ をみたす $r>0$ が存在したとする. このとき, 任意の $f\in C_{b}(X)$ に対して,
$(\star)$ A $\mathfrak{d}$ ,

|け十 $N(uC_{\varphi})||= \sup\{|f(x)| : x\in\varphi(S(u))\}$

$\leq\sup\{|f(x)| : x\in\overline{\varphi(\{y\in \mathrm{Y}\cdot.|u(y)|\geq r\})}\}$

$= \sup\{|f(x)| : x\in\varphi(\{y\in \mathrm{Y} : |u(y)|\geq r\})\}$

$= \sup\{|f(\varphi(y))| : |u(y)|\geq r\}$

$= \sup$ {\mp \pi l� Tl $(uC,f)(y)|$ : $|u(y)|\geq r\}$

$\leq\frac{1}{r}\sup\{|(uC_{\varphi}f)(y)| : |u(y)|\geq r\}$

$\leq\frac{1}{r}||uC_{\varphi}f||$

となる. よって, $u\tilde{C}_{\varphi}^{-1}$ は有界で, $||u \tilde{C}_{\varphi}^{-1}||\leq\frac{1}{r}$ となる. したがって, 同値性 (i)\Leftarrow (\mapsto から,
$uC_{\varphi}$ は Hyers-Ulam stability をもつ. こうして, 十分性も示せた. いまの証明では, $r>0$ は

$(*)’$ をみたす数なら何でもよいから, $||uC_{\varphi}^{-1}|| \leq\frac{1}{R}$が成り立つ. よって, 必要性の証明の最

後の不等式とあわせて , $||u \overline{C}_{\varphi^{-1}}||=\frac{1}{R}$ となる. ゆえに, (\dagger ) から, $K_{uC_{\varphi}}= \frac{1}{R}$ となる. $\square$

定理 3 において, $X=\mathrm{Y}$ かつそれがコンパクト Hausdorff空間の場合を考えてみよう.
$u$の連続性から, 集合 $\{x\in X : |u(x)|\geq r\}$ は閉集合それゆえコンパクト集合で, 明らか
に $\{x\in X : u(x)\neq 0\}$ に含まれるから, $\varphi$ の連続性から, $\varphi(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})$ はコン

パクト集合であり,
$\varphi$ $(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})=\varphi(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})$

となる. また,
$\varphi$ $(\{x\in X : |u(x)|\geq r\})\subset\varphi(\{x\in X : u(x)\neq 0\})$

はつねに成り立つから, $(*)’$ と $(*)$ は同値になる. こうして, 定理 3 の特別な場合として,

定理 2 がみちびけた.
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