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1. $\Gamma\mp$

$C$ を実 Banach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする。 $C$ から $C$への写像 $T$ が $C$ か

ら $C$ への nonexpansive であると [ま任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq||x-y||$

をみたすときであり、 $C$ から $C$への写像 $T$ が asymptotically nonexpansive with $\{k_{n}\}$

であると {ま任意の $x,$ $y\in C$ に対して

$||Tx-Ty||\leq k_{n}||x-y||$

かつ�$\mathrm{m}_{narrow\infty}$ $k_{n}\leq 1$ をみたすときである ([2] 参照) $\text{。}$

$F(T)$ で集合 $\{x\in C:x=Tx\}$ を
表す。

$C$ を Hilbert空間 $H$の空でない閉凸部分集合として、 $T$ を $C$から $C$への nonexpansive
mapping とし、 $x$ を $C$の元とする。Halpern [3] と Reich [6] 1ま次のような iteration scheme.
について研究した

$x_{0}\in C$, $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})Tx_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ . (1)

ただし、 $\{\alpha_{n}\}$ は $\alpha_{n}\in[0,1]$ をみたす実数列である。Wittmann [16] は、 $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ ,
$\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty,$ $\sum_{n=0}^{\infty}|\alpha_{n+1}-\alpha_{n}|<\infty$ と $F(T)\neq\emptyset$ がみたされるならば、 (1) で定
義された $\{x_{n}\}$ が $x$ から $F(T)$ への最短点に強収束することを証明した。 Shioji and
lhhashi[9] はWittmann[16] の結果を Banach空間に拡張した。

$C$ を Hilbert空間の空でない有界閉凸部分集合として、 $T$ を $C$ から $C$への asymptot-
ically nonexpansive mapping with $\{k_{n}\}$ とし、 $x$ を $C$ の元とする。 Shimizu and Taka-
hashi [7] は、平均の概念を用いることで、次のような iteration scheme を導入し、asymp-
totically nonexpansive mapping の不動点への強収束定理を証明した

$x_{0}\in C$, $x_{n}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}x_{n}$ , $n\geq l_{0}$ . (2)

ただし、 $\{\alpha_{n}\}$ は $\alpha_{n}\in[0,1]$ をみたす実数列であり、 $l_{0}$ は十分大きな整数である。 Shioji
and Takahashi [10] は Shimizu and Takahashi [7] の結果を Banach空間に拡張した。さら
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に、 Shioji and Takahashi[11] は [10] の結果を用いることで、次の強収束定理を証明した
([8] も参照): $E$ を一様凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とする。 $C$

を $E$の空でない有界閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$への asymptotically nonexpansive
mappi
$\sum_{n=0}^{\infty}\{$

ng with $\{k_{n}\}$ とする。 $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\mathrm{o}\mathrm{o}$ かっ

$(1- \alpha_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j})^{2}-1)_{+}<\infty$ をみたす実数列とする。 $x$ を $C$ の元とし、
$\{x_{n}\}$ を

$x_{0}\in C$, $x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}x_{n}$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$ (3)

で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

本論文では、 $[5, 11]$ の考えを用いて、 $C$ から $C$への写像に対して iteration scheme を
導入し、 Banach 空間における asymptotically nonexpansive mapping の不動点への強
収束定理を示す。 これは、 Shioji and Takahashi [11] の拡張にあたる定理である。 one-
parametor asymptotically nonexpansive semigroup に対する強収束定理も与える。 さら
{こ、 (general) semigroup をパラメタとする asymptotically nonexpansive mapping の族
[こ対する iteration scheme を導入し、Banach空間 [こおける asymptotically nonexpansive
semigroup の共通不動点への強収束定理も得られたので報告する。 これの応用につぃ
ても述べる。

2. 準備

本論文では以後、 $E$ は実 Banach 空間を表し、 $E^{*}$ は $E$ の共役空間とし、 $\langle y, x^{*}\rangle$ は
$x^{*}\in E^{*}$ の $y\in E$ での値を表す。 $x_{n}arrow x$ は点タリ $\{x_{n}\}$ が $x$ に強収束することを表
し、 また $\lim_{narrow\infty}x_{n}=x$ も $x_{n}$ が $x$ に強収束することを表す。 $\mathbb{R}$ と $\mathbb{R}^{+}$ はそれぞれ、すべ
ての実数からなる集合、すべての非負の実数からなる集合とする。 さらに、 $\mathrm{N}$ はすべ
ての非負の整数からなる集合を表す。 実数 $a$ に対して、 $\max\{a, 0\}$ を $(a)_{+}$ で表す。 $E$

の部分集合 $A$ に対して、 $\mathrm{c}\mathrm{o}A,$ $\overline{\mathrm{c}\mathrm{o}}A$ と $\mathrm{c}\mathrm{o}_{p}A$ はそれぞれ、 $A$ の凸包、 閉凸包、集合
$\{\sum_{i=0}^{p}a_{i}y_{i} : y_{i}\in A, a_{i}\geq 0, \sum_{i=0}^{p}a_{i}=1\}$ とする。

Banach 空間 $E$ が狭義凸であるとは $||x||=||y||=1,$ $x\neq y$ をみたす任意の $x,$ $y\in E$

について $||x+y||/2<1$ が成立するときをいう。狭義凸な Banach空間 $E$ では、任意の
$x,$ $y\in E,$ $\lambda\in(0,1)$ E対して $||x||=||y||=||(1-\lambda)x+\lambda y||$ が成立するならば、 $x=y$
となる。

$B_{r}=\{v\in E:||v||\leq r\}$ とする。 Banach 空間 $E$ が一様凸であるとは、任意の $\epsilon>0$

に対して、 $x,$ $y\in B_{1}$ かつ $||x-y||\geq\epsilon$ ならば、 $||x+y||/2\leq 1-\delta$ となる $\delta>0$ が存在
することである。一様凸な Banach空間は回帰的であり、狭義凸であることが知られて
いる。 また、 Banach 空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であるとは任意の $x,$ $y\in S_{E}$

に対して

$\lim_{tarrow 0}\frac{||x+ty||-||x||}{t}$ (4)
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が存在するときにいう。 ただし、 $S_{E}=\{v\in E:||v||=1\}$ とする。 $y\in S_{E}$ に対して、
極限 (4) が $x\in S_{E}$ に関して一様に存在するとき、 Banach 空間 $E$ のノルムが一様に
G\^ateaux微分可能であるという。

$x\in E$ に対して、

$J(x)=\{x^{*}\in E^{*} : \langle x, x^{*}\rangle=||x||^{2}=||x^{*}||^{2}\}$

を考える。 Hahn-Banach の定理より $J(x)\neq\emptyset$ がわかる。 そこで $J\subset E\cross E^{*}$ を $E$ の双

対写像とよぶことにする。 Banach空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であるならば、
$E,$ $E^{*}$ にそれぞれノルム位相、弱 $*$ 位相を入れたとき、双対写像月ま一価で連続写像に
なることや、Banach空間 $E$ のノルム \hslash 1‘‘-- に G\^ateaux微分可能であるならば、それと
同じ位相で、双対写像月ま $E$ の有界部分集合上 $-C^{\backslash }\backslash$

– 連続であることが知られている。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $K$ を $E$ の空でない部分集合とする。写像 $P$ は

$C$ から $K$ の上への写像とする。 $Px+t(x-Px)\in C$ をみたす任意の $x\in C$ と $t\geq 0$ に

対して $P(Px+t(x-Px))=Px$が成立するならば、 $P$ を sunny であるという。 また、
任意の $x\in K$ に対して $Px=x$ が成立するならば写像 $P$ は retraction であるという。
Banach 空間 $E$ のノルムが G\^ateaux微分可能であれば、 $C$ から $K$ の上への retraction
$P$ が sunny かつ nonexpansive であることの必要十分条件は

(x-Px, $J(y-Px)\rangle\leq 0$ , $x\in C$, $y\in K$.
が成立することである。 したがって、 $C$ から $K$ の上への sunny nonexpansive retraction
は高々 1 個存在する。 sunny nonexpansive retraction の存在に関する次の命題が [10] で
証明された。

Proposition 21([10]). $E$ を一様凸な Banach空間でノルム lJ– に G\^ateaux微分可
能とする。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$ への asymptotically
nonexpansive mapping で $F(T)$ が空でないとする。 このとき、 $C$ から $F(T)$ の上への

sunny nonexpansive retraction が存在する。

3. ASYMPTOTICALLY NONEXPANSIVE MAPPING!こ対する定 E

$C$ を Banach空間 $E$の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$への asymptotically
nonexpansive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ ?ま $0\leq\alpha_{n}\leq$

$1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ をみたす実数夕 $1\mathrm{J}$ とする。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}y_{n}$ ,

$y_{n}= \beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}x_{n}$ , $n\in \mathrm{N}$ .

(5)

で定義される点列とする。 特に、任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $\beta_{n}=1$ であれば点列 $\{x_{n}\}$ は

(3) で記述される点列である。 この節では、 asymptotically nonexpansive mapping with
$\{k_{n}\}$ に対して (5) で定義される点列 $\{x_{n}\}$ を考え、 この点列の強収束について考察する。
-fi‘xnl性を失うことなく、 $n\in \mathbb{N}$ に対して $k_{n}\geq 1$ としてよい。
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asymptotically nonexpansive mapping with $\{k_{n}\}$ の不動点への強収束定理 (定理 35)
を与える前に、 証明に用いられる補題を与えておく

Lemma 3.1 ([1]). $C$ を Banach空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$へ

の asymptotically nonexpansive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$

と $\{\beta_{n}\}$ Iま $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数夕 $1\mathrm{J}$とする。 ただし、 $M_{n}=( \frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j})(\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j}))$ で

ある。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ はそれぞれ (5) で定義される点列とする。 このと
き、 $\{x_{n}\}$ と $\{y_{n}\}$ は有界である。 また、任意の $j$ に対して $\{T^{j}x_{n}\}$ と $\{T^{j}y_{n}\}$ も有界で
ある。

Lemma 32 と Lemma 331ま Shioji and Takahashi[10] 1こよって示された。

Lemma 32([10]). $E$ k– 凸なBanach空間でノルム $1\text{ま}$– に G\^ateaux微分可能とす
る。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$への asymptotically nonexpan-
sive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{d_{n}\}$ (ま $0<d_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}d_{n}=0$

かつ

$\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j}-1$

$\varlimsup_{narrow\infty}$

$d_{n}$

$<1$

をみたす実数列とする。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{z_{n}\}$ を

$z_{n}=d_{n}x+(1-d_{n}) \frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}z_{n}$ , $n\geq$ 稙

で定義される点列とする。ただし、 $m_{0}$ は十分大きい整数とする。 このとき、 $\{z_{n}\}$ は
$Px$ に強収束する。ただし、 $P$ (ま $C$ から $F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction
である。

Lemma 3.3 ([10]). $C$ を一 凸な Banach空間の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$

から $C$ への asymptotically nonexpansive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとす
る。 このとき、任意の $r>0$ に対して、

$\varlimsup_{marrow\infty}\varlimsup_{narrow\infty}\sup_{y\in C\cap B_{r}}||\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}y-T^{m}(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}y)||=0$

が成立する。 ただし、 $B_{r}=\{z\in E:||z||\leq r\}$ である。

Lemma 3.4 が定理 35 の証明の中で本質的である。
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Lemma 34([1]). $E$ を一様凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とす
る。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、$T$ は $C$ から $C$への asymptotically nonexpan-
sive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq$

$\beta_{n}\leq 1$ ,

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数タリとする。 ただし、 $M_{n}=( \frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j})($

である。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を (5) で定義される点 F

$\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j}))$

$\mathrm{I}\rfloor$とする。 このとき、

$\varlimsup_{narrow\infty}(x-Px, J(x_{n}-Px)\rangle\leq 0$

が成立する。 ただし、 $P$ (ま $C$ から $F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction で
ある。

32. 強収束定理.
3.1 の補題を用いて、 asymptotically nonexpansive mapping に対する強収束定理を得る
が、 この定理は Shioji and Takahashi [11] の結果の拡張になっている。

Theorem 35([1]). $E$ を一 凸な Banach空間でノルム #J-- に G\^ateaux微分可能と
する。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$ への asymptotically non-
expansive mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq$

$1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ ,

n\rightarrow 科

$\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数タリとする。 ただし、 $M_{n}=( \frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j})(\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0^{k}j))}^{n}$

である。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}y_{n}$,

$y_{n}= \beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}T^{j}x_{n}$, $n\in \mathrm{N}$ .
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で定義される点列とする。 このとき、 {x訂は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

Remark 36. $\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$ から $\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}<\infty$ が導
かれるので、次のことがいえる ([1] 参照)。
$E,$ $C,$ $T,$ $\{k_{n}\}$ と $x$ を Theorem 35 の通りとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ (ま $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq$

$\beta_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}<\infty$

をみたす実数列とする。 ただし、 $M_{n}$ は Theorem 35 の通りである。 $\{x_{n}\}$ は (5) で定
義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ が $T$ の不動点に強収束するための必要十分条件
は $\{x_{n}\}$ が有界であることである。

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j}-1)<\infty$ から $\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$ が導かれる

ので次の結果はTheorem 35 の系として得られる ([1] 参照)。

Corollary 3.7. $E,$ $C,$ $T,$ $\{k_{n}\}$ と $x$ は Theorem 35 の通りとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ は
$0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(\frac{1}{n+1}\sum_{j=0}^{n}k_{j}-1)<\infty$

をみたす実数列とする。 $\{x_{n}\}$ を (5) で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$

に強収束する。 ただし、 $P$ は Theorem 35 通りである。 $C$ から $F(T)$ の上への sunny
nonexpansive retraction である。

$T$ が nonexpansive の場合、 $\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)=0$ がみたされるので、直接、以
下の定理を得る。

Theorem 38([1]). $E$ を一様凸な Banach空間でノルム #f-- に G\^ateaux微分可能と
する。 $C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ は $C$ から $C$への nonexpansive mapping
with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ をみたす実数列で、 $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq\beta_{n}\leq 1$ をみたす実数列とする。 $x$ を $C$

の元とし、 $\{x_{n}\}$ を (5) で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。
ただし、 $P$ は $C$ から $F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

4. ONE-PARAMETOR ASYMPTOTICALLY NONEXPANSIVE SEMIGROUP [こ対する定理

この節では、 one-parametor asymtotically nonexpansive semigroup に対する強収束
定理を与える。

Banach 空間の閉凸部分集合 $C$ から $C$ への写像の族 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ が次の
(i),(ii),(iii) をみたすとき、$S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ (ま $C$上の one-parametor asymptotically
nonexpansive semigroup with $\{k_{s} : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ であるという。

(i) $s\mapsto k_{s}$ は $\mathbb{R}^{+}$ から $\mathbb{R}^{+}$ への有界で連続な写像である;
(ii) $\varlimsup_{s\in \mathbb{R}\dagger}k_{s}\leq 1$ ;
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(iii) $T(s+t)=T(s)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in \mathbb{R}^{+}$ に対して成立する;
(iv) $||T(s)x-T(s)y||\leq k_{s}||x-y||$ が任意の $x,$ $y\in C$ と $s\in \mathbb{R}^{+}$ に対して成立する;
(v) 任意の $x\in C$ に対して、 $s\mapsto T(s)x$ は連続である;
(vi) $T(0)x=x$ が任意の $x\in C$ に対して成立する。

特に、任意の $s\in \mathbb{R}^{+}$ について $k_{s}=1$ が成立するとき、 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上

の one-parametor nonexpansive semigroup であるとよばれる。 -fl‘xn4性を失うことなく、
s\in R+(こ対して $k_{s}\geq 1$ としてよい。
定理 35 のアイディアを用いて以下の結果を得るが、 これは [12] を一 $\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{x}}^{\backslash h}$化した結果

である。

Theorem 4.1. $E$ を一様凸な Banach空間でノルム $\#\mathrm{J}$– に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上の one-parametor
asymtotically nonexpansive semigroup with $\{k_{s} : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ で口$s\in R+F(T(s))$ が空でな
いとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ [ま $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ ,

n\rightarrow 科

$\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数夕 $\mathrm{I}\mathrm{J}$ とする。 ただし、 $M_{n}=( \frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}k_{s}ds)($

ある。 $\{t_{n}\}$ は $t_{n}arrow\infty$ をみたす正数列とする。 $x$ を $C$

$\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}k_{s}ds).)$ で

の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)y_{n}ds$ ,

yn=\beta n。n+(l-\beta n) $\frac{l}{t_{n}}\int_{0}^{t_{n}}T(s)x_{n}ds$ , $n\in \mathrm{N}$ .

(6)

で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$\bigcap_{\in \mathbb{R}^{+}},F(T(s))$ の上への sunny nonexpansive retraction である $\circ$

Remark 4.2. $\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$ から $\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}<\infty$ が導
かれるので次のことがいえる ([1] 参照)。
$E,$ $C,$ $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\},$ $\{k_{s} : s\in \mathbb{R}^{+}\},$ $\{t_{n}\}$ と $x$ を Theorem 4.1 の通りとする。
$\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ (ま $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}$

をみたす実数列とする。 ただし、 $M_{n}$ は Theorem 4.1 の通りとする。 $\{x_{n}\}$ は (6) で定
義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ が $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ の共通不動点に強収束
するための必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が有界であることである。
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$S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ が $C$ 上の one-parametor nonexpansive semigroup の場合 (ま、

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)=0$

がみたされるので、 直接、 以下の定理を得る。

Theorem 43. $E$ を一様凸な Banach空間でノルム lJ– に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$上の one-parametor
nonexpansive semigroup with $\{k_{s} : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ で口,$\in \mathbb{R}+F(T(s))$ が空でな 1 とする。
$\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ かつ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ をみたす実数列で、 $\{\beta_{n}\}$ は
$0\leq\beta_{n}\leq 1$ をみたす実数列とする。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{t_{n}\}$ は Theorem 4.1 の通りとし、
$\{x_{n}\}$ を (6) で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$

(ま $C$ から $\bigcap_{s\in \mathbb{R}}+F(T(s))$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

5. AYMPTOTICALLY NONEXPANSIVE sEMIGRouP&こ対する定理

3節で得た強収束定理を (general) se面 group に対する強収束定理に拡張できた。 そ
こで、 この節では、 asymptotically nonexpansive semigroup の共通不動点への強収
束定理を与える。 これは [13] を一 化した結果である。
以後、 $S$ を (general) semigroup とする。 $C$ から $C$ への写像の族 $S=\{T(s)$ : $s\in$

$S\}$ が次の (i),(ii),(iii) をみたすとき、 $S=\{T(s) : s\in S\}$ は $C$ 上の asymptotically
nonexpansive semigroup with $\{k_{t} : t\in S\}$ であるという。

(i) $k_{s}\geq 0$ が任意の $s\in S$ [こ対して成立し, $\sup k_{s}<\infty$ ;
(ii) $\inf_{s}\sup_{t}k_{st}\leq 1$ ;
(iii) $T(st)=T(s)T(t)$ が任意の $t,$ $s\in S$ {こ対して成立する;
(iv) $||T(s)x-T(s)y||\leq k_{s}||x-y||$ が任意の $x,$ $y\in C$ と $s\in S$ [こ対して成立する。

特 [こ、 $t\in S$ {こ対して $k_{t}=1$ が成立するとき $S=\{T(s) : s\in S\}$ {ま $C$上の nonexpansive
semigroup であるとよばれる。一般性を失うことなく、 $s\in S$ (こ対して $k_{s}\geq 1$ としてよ

い。 $F(S)$ は $T(s),$ $s\in S$ の共通不動点、すなわち $F(S)=\cap F(T(s))$ を表す。
$s\in S$

以後、 $B(S)$ は $S$上の有界実数値関数全体からなる Banach空間とし、そのノルムは
supremum-norm とする。 また、 $X$ は $B(S)$ の部分空間を表す。 $\mu\in X^{*}$ に対して、 $\mu(f)$

は $\mu$ の $f\in X$ での値を表すが、 $\mu(f)$ は $\mu_{t}(f(t))$ とかくこともある。 $X$ が 1 を含むとき、
$X$ 上の線形汎関数 $\mu$ は $||\mu||=\mu(1)=1$ をみたすならば $X$ 上の mean といわれる。

$C$ を Banach 空間 $E$ の空でない閉凸部分集合とする。 $S=\{T(t) : t\in S\}$ を $C$ 上の
nonexpansive semigroup で $F(S)\neq\emptyset$ をみたすとする。 さらに任意の $x\in C$ {こ対して
$\{T(t)x:t\in S\}$ の弱閉包が弱コンパクトであることを仮定する。 $X$ を $B(S)$ の部分空
間で $1\in X$ で任意の $s\in S$ に対して $l_{s}$-invariant であり、 また任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$

に対して、 $\langle T(\cdot)x, x^{*}\rangle\in X$ とする。 このとき、 $X$ 上の任意の mean $\mu$ と任意の $x\in C$

に対して $\langle T_{\mu}x, y\rangle=\mu_{s}\langle T(s)x, y\rangle$ が任意の $y\in E^{*}$ に対して成立する $C$ の元 $T_{\mu}x$ が $\#\not\in ―$

存在する ([4, 14])。
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任意の $s\in S$ と $f\in B(S)$ (こ対して、 $l_{s}f\in B(S)$ を

$(l_{s}f)(t)=f(st)$ , $t\in S$

で定義する。 また $l_{s}^{*}$ で $l_{s}$ の共役作用素を表す。 $s\in S$ のとき、 $B(S)$ の部分空間 $X$ が
$l_{s}$-invariant であるとは、任意の $f\in X$ に対して $l_{s}f\in X$ であるときにいう。

Theorem 35, Theorem 4.1 を一般化して次の定理 (主定理) を得る。

Theorem 5.1. $E$ k– 凸な Banach空間でノルムtf– に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$の空でない閉凸部分集合とし、 $S$ は semigroup とする。また、 $S=\{T.(s) : s\in S\}$

(ま $C$上の asymptotically nonexpansive semigroup with $\{k_{t} : t\in S\}$ で $F(S)$ が空でな $\mathrm{t}$ゝ

とする。 $X$ は $B(S)$ の部分空間で $1\in X$ であり、任意の $s\in S$ について $l_{s}$-invariant で
あり、写像 $t\mapsto k_{t}$ は $X$ の元であり、任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$

も $X$ の元であるとする。 さらに、 $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上の mean の列で、任意の $s\in S$ に対して
$\lim||\mu_{n}-l_{s}^{*}\mu_{n}||=0$ をみたすものとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ (ま $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ ,

n\rightarrow �

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数列とする。ただし、 $M_{n}=((\mu_{n})_{s}(k_{s}))(\beta_{n}+(1-\beta_{n})((\mu_{n})_{s}(k_{s})))$ である。.
$x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})T_{\mu_{n}}y_{n}$

$y_{n}=\beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})T_{\mu_{n}}x_{n}$ $n\in \mathrm{N}$ .
(7)

で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(S)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

Remark 52. $\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$ から $\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}<\infty$ が導
かれるので次のことがいえる ([1] 参照)。
$E,$ $C,$ $S,$ $S=\{T(s) : s\in S\},$ $\{k_{s} : s\in S\}$ , $X,$ $\{\mu_{n}\}$ と $x$ は Theorem 5.1 の通りとす
る。 $\{\alpha_{n}\}$ は $0 \leq\alpha_{n}\leq 1\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ をみたす実数タリとし、 $\{\beta_{n}\}$ は
$0\leq\beta_{n}\leq 1$ をみたす実数列とする。

$\sum_{n=0}^{\infty}((1-\alpha_{n})M_{n}^{2}-1)_{+}$

を仮定する。 ただし、 $M_{n}$ は Theorem 5.1 の通りである。 $\{x_{n}\}$ は (7) で定義される点
列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ が $T$ の不動点に強収束するための必要十分条件は $\{x_{n}\}$ が

有界であることである。

131



$S=\{T(s) : s\in S\}$ が $C$ 上の nonexpansive se面 group の場合 (ま

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)=0$

がみたされるので、直接、 以下の定理が導かれる。

Theorem 5.3. $E$ \epsilon -- 凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $S$ を semigroup とする。 $S=\{T(s) : s\in S\}$ は
$C$ 上の nonexpansive semigroup で $F(S)$ が空でないとする。 $X$ (ま $B(S)$ の部分空間で
$1\in X$ であり、任意の $s\in S$ について $l_{s}$-in� riant であり、写像 $t\mapsto k_{t}$ は $X$ の元であ
り、任意の $x\in C$ と $x^{*}\in E^{*}$ に対して $t\mapsto\langle T(t)x, x^{*}\rangle$ も $X$ の元であるとする。 さら
に、 $\{\mu_{n}\}$ は $X$ 上のmeanの列で、任意の $s\in S$ に対して $\lim_{narrow\infty}||\mu_{n}-l_{s}^{*}\mu_{n}||=0$ をみたす

ものとする。 さら [こ、 $\{\alpha_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0$ かつ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ をみた
す実数列で、 $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq\beta_{n}\leq 1$ をみたす実数列とする。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を (7)
で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(S)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

6. 主定理の応用

定理 5.1 から、 直接、 定理 35や定理 4.1 が得られるが、そのほかに以下の結果も得
られる ([15] 参照)。

Theorem 6.1. $E$ k– 凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $T$ (ま $C$ から $C$への asymptotically nonexpansive
mapping with $\{k_{n}\}$ で $F(T)$ が空でないとする。 $\{q_{n,m} : n, m\in \mathbb{N}\}$ を $q_{n,m}\geq 0$ かつ任
意の $n\in \mathrm{N}$ (こ対して $\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}=1$ をみたし、 さら [こ $\lim_{n}\sum_{m=0}^{\infty}|q_{n,m+1}-q_{n,m}|=0$

をみたす実数列とする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ ,

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実数列とする。 ただし、 $M_{n}=( \sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}k_{m})(\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}k_{m}))$

である。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}\Gamma^{n}y_{n}$

$y_{n}= \beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})\sum_{m=0}^{\infty}q_{n,m}T^{n}x_{n}$ , $n\in \mathrm{N}$ .
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で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(T)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

Theorem 62. $E$ を一様凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$の空でない閉凸部分集合とし、$T,$ $U$ {ま $C$ から $C$への asymptotically nonexpansive
mapping with $\{k_{n}\}$ で TU $=UT$であり、 $F(T)\cap F(U)$ が空でないとする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$

(ま $\circ\leq\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1$ ,

$\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$

かつ

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$

をみたす実褥び $1$」とする。ただし、 $M_{n}=( \frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}k^{1}.k^{j},$) $( \beta_{n}+(1-\sqrt n)(_{(n+1)}^{1}\neg\sum_{j=0}^{n}.\cdot,k^{i}k^{j}))$

である。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}T^{i}U^{j}y_{n}$

$y_{n}= \beta_{n}x_{n}+(1-\sqrt n)\frac{1}{(n+1)^{2}}\sum_{i,j=0}^{n}T^{i}U^{j}x_{n}$
$n\in \mathrm{N}$ .

で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$F(T)\cap F(U)$ の上への sunny nonexpansive retraction である。

$\mathbb{R}^{+}\cross \mathbb{R}^{+}$ から $\mathbb{R}$ への関数 $Q$ が

$) \sup_{s\in \mathrm{R}+}\int_{0}^{\infty}|Q(s, t)|dt<\infty$;

$) \lim_{sarrow\infty}\int_{0}^{\infty}Q(s, t)dt=1$ ;

$) \lim[^{\infty}|Q(s, t+h)-Q(s, t)|dt=0,$ $h\in \mathbb{R}^{+}$ .$\lim/$ $|Q(s, t+h)-Q(s, t)|dt$

をみたすとき、 $Q$ を strongly regular kernel と 4ゝう。

Theorem 63. $E$ k– 凸な Banach空間でノルムは一様に G\^ateaux微分可能とする。
$C$ を $E$ の空でない閉凸部分集合とし、 $S=\{T(s) : s\in \mathbb{R}^{+}\}$ は $C$ 上の one-parametor
asymptotically nonexpansive se面 group with $\{k_{t} : t\in \mathbb{R}^{+}\}$ で口$t\in R\dagger F(T(t))$ が空でな

いとする。 $Q=\mathbb{R}^{+}\cross \mathbb{R}^{+}arrow \mathbb{R}$ を strongly regular kernel とする。 $\{\alpha_{n}\}$ と $\{\beta_{n}\}$ は $0\leq$

$\alpha_{n}\leq 1,0\leq\beta_{n}\leq 1,$ $\lim_{narrow\infty}\alpha_{n}=0,$ $\sum_{n=0}^{\infty}\alpha_{n}=\infty$ かつ

みたす実数タリとする。ただし、 $M_{n}=( \int_{0}^{\infty}Q(s_{n}, t)k_{t}dt)($

$\sum_{n=0}^{\infty}(1-\alpha_{n})(M_{n}-1)<\infty$ を

$\beta_{n}+(1-\beta_{n})(\int_{0}^{\infty}Q(s_{n}, t)k_{t}dt))$
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である。 $\{s_{n}\}$ を $s_{n}arrow\infty$ をみたす正数タリとする。 $x$ を $C$ の元とし、 $\{x_{n}\}$ を

$\{$

$x_{0}\in C$

$x_{n+1}= \alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})\int_{0}^{\infty}Q(s_{n}, t)T(t)y_{n}dt$ ,

$y_{n}= \beta_{n}x_{n}+(1-\beta_{n})\int_{0}^{\infty}Q$ ( $s_{n}$ , t)T(t)xndも $n\in \mathbb{N}$ .

で定義される点列とする。 このとき、 $\{x_{n}\}$ は $Px$ に強収束する。 ただし、 $P$ は $C$ から
$\bigcap_{s\in \mathrm{R}^{+}}F(T(s))$ の上への sunny nonexpansive retraction である。
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