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Valentini [Va183]は、証明可能性の論理 $\mathrm{L}$ にカットのないシークエント体系を与
えた。カット除去定理の証明には 3 重帰納法が用いられ、この意味で Gentzen が

$\mathrm{L}\mathrm{K}$ に対して行った 2 重帰納法による証明より複雑である。一方で、様相論理 K4
は、 レーブの公理を加えることで $\mathrm{L}$ と一\Phi する論理であり、K4 のカット除去定理
は Gentzenの用いた 2つのパラメータによる 2重帰納法で証明できる。[Sas01]は、
K4 のカットのないシークエント体系とレーブの公理のある性質を用いて、
� en廿. の体系のカット除去定理の別証明を与えた。

[Sas02m1は、最小の解釈可能性の論理 $\mathrm{L}$ にカットのないシークエント体系を与
えた。 カット除去定理の証明には、 [Sas01]の方法が用いられてぃる。すなゎち、
K4 の $\mathrm{L}$ に対する関係と同様の関係を� に対してもっ論理� 4 のカット除去定理
が Gentzen の用いた 2 重帰納法で証明され、この体系とレーブの公理の性質を用い
て、 $\mathrm{L}$ の体系に対するカット除去定理が証明された。
解釈可能性の論理 LP にも、K4 と同じ役割をする論理 $\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}$ が存在する。

[Sas02b]はこの論理にカットのないシークエント体系を与えた。証明は 2 重帰納法
で行われた。�』のシークエント体系も与えられたが、カット除去の詳細は述べら
れていない。

また、上記のレーブの公理の性質を用いたカット除去定理の証明は一部複雑な証
明方法が用いられている。 ここでは、 この複雑な部分を帰納的な証明で置き換え、
より整理した証明を与える。同時に、[Sas02b]の与えたシークエント体系 $\mathrm{I}\mathrm{I}P$ のカ

ット除去定理を証明する。

1. 証明可能性の論理と解釈可能性の論理

ここでは、証明可能性の論理と解釈可能性の論理、およびその部分論理を導入す
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命題変数を表すために、$\mathrm{p},\mathrm{q}$ などの記号を用いる。証明可能|生の論理の論理式は、

命題変数と�から 2項論理結合子 $\wedge,\mathrm{v},\supset$ と単項論理演算子口を用いて定義される。

また、$\neg \mathrm{P}$を $\mathrm{P}\supset$�の省略形として用い、論理式 $\mathrm{P}$ の部分論理式全体の集合を Sub(P)

とおく。

定義 1.L 様相論理 $\mathrm{K}$ は、すべてのトートロジーど公理

口 $\oplus\supset \mathrm{q}$) $\supset(\coprod \mathrm{p}\supset\square \emptyset$

をもち、モーダス・ポネンス、代入、およひ必然規則
$\mathrm{P}\in \mathrm{K}4$ $\Rightarrow$ $\coprod \mathrm{P}\in \mathrm{K}4$

について閉じている最小の論理式の集合である。

論理 $\mathrm{M}$ に対し、M\cup {P}を含み、モーダス・ポネンス、代入、および次の規則
$\mathrm{P}\in \mathrm{K}4$ $\Rightarrow$ $\square \mathrm{P}\in \mathrm{K}4$

について閉じている最小の論理式の集合を $\mathrm{M}+\mathrm{P}$ と表す。

定義 12.
(1) $\mathrm{K}4=\mathrm{K}+\coprod\coprod \mathrm{p}\supset\coprod \mathrm{p}$

(2) $\mathrm{L}=\mathrm{K}4+\mathrm{L}\oplus)$

ただし、L(p)=$\square$m\supset p)\supset 口 b であり、これをレーブの公理という。

解釈可能性の論理の論理式は、命題変数と�から 2 項論理結合子\wedge , $\vee$ ,D冫用い

て定義される。解釈可能性の論理においては、口 と◇$\mathrm{P}$ をそれぞれ$\neg \mathrm{P}\triangleright$�と $\neg\oplus\triangleright$

�)の省略形として用いる。混乱のない限り、証明可能性の論理の論理式も解釈可能

性の論理の論理式も単に論理式というニとにする。

定義 1.3.
(1) $\mathrm{I}\mathrm{K}4$ は、 $\mathrm{K}4$ に属する論理式および 4つの公理
口 $\oplus\supset \mathrm{q}$) $\supset \mathrm{p}\triangleright \mathrm{q}$

$(\phi\triangleright \mathrm{q})\wedge(\mathrm{q}\triangleright \mathrm{r}))\supset\oplus\triangleright \mathrm{r})$

$(\oplus\triangleright \mathrm{r})\wedge(\mathrm{q}\triangleright \mathrm{r}))\supset((\mathrm{p}\vee \mathrm{q})_{\triangleright}\mathrm{r})$

くや Dp
をもち、モーダス・ポネンス、代人、必然規則について閉じている最小の論理式の
集合である。

(2) $\mathrm{L}=\mathrm{I}\mathrm{K}4+\mathrm{L}\phi)$

(3) � 4P可$\mathrm{I}\mathrm{K}4+\mathrm{P}$ ただし、 $\mathrm{P}\#\triangleright \mathrm{q}$) $\supset\coprod(\mathrm{p}\triangleright \mathrm{q})$

�� 可$\Pi_{I}\mathrm{f}\mathrm{f}+\mathrm{L}\oplus$)
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2. シークエント体系

1 節で述べた論理のシークエント体系を導入する。論理式の有限集合を表すのに、
$\Gamma,\Delta$などのギリシア文字を用いる。 とくに、 $\Sigma$ は $\mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$ の形の論理式の集合を表す
ものとする。 また、
口 $\Gamma=\{\coprod \mathrm{P}|\mathrm{P}\in\Gamma\}$

$\neg\Gamma=\{\neg \mathrm{P}|\mathrm{P}\in\Gamma\}$

$\Gamma\triangleright\text{�}=\{\mathrm{P}\triangleright\text{�}|\mathrm{P}\in\Gamma\}$

$\Gamma_{\mathrm{P}}=\Gamma-\{\mathrm{P}\}$

とおく。
シークエントとしては $\Gammaarrow\Delta$の形のものを用いる。慣例に従って、シークエント

$\{\mathrm{P}_{1},\cdots,\mathrm{P}_{\mathrm{n}}\}\cup\Gamma_{1}\cup\cdots\cup\Gamma_{l}arrow\Delta_{1}\cup\cdots\cup\Delta_{\mathrm{k}}\cup\{\mathrm{Q}_{1},\cdots,\mathrm{Q}_{\mathrm{m}}\}$

を
$\mathrm{P}_{1},\cdots,\mathrm{P}_{\mathrm{n}},\Gamma_{1},\cdots,$ $\Gamma_{l}arrow\Delta_{1},\cdots,\Delta_{\mathrm{k}},\mathrm{Q}_{1},\cdots,\mathrm{Q}_{\mathrm{m}}$

のようにも表す。また、

Sub(\Gamma \rightarrow \Delta )=\cup P\in \Gamma \cup \Delta Sub(P)

とおき、解釈可能性の論理の論理式に対しては、さらに、
Sub*(P) ub{P} $\cup\{\mathrm{C}\triangleright \mathrm{D}|\mathrm{C},\mathrm{D}\in \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}\{\mathrm{P}\}\cup\{\text{�}\}\}\cup\{\text{�}\}$

Sub*(\Gamma \rightarrow \Delta ) $= \bigcup_{\mathrm{P}\in\Gamma\cup\Delta}\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}^{\star}(\mathrm{P})$

とおく。

さて $\text{、}\mathrm{K}4,\mathrm{L},\mathrm{I}\mathrm{K}4,\mathrm{L},\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P},\mathrm{B}$ (7)各論理に対するシークエント体系 $\mathrm{G}\mathrm{K}4_{\text{、}}\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4_{\mathrm{t}}$

G比、印$\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}_{\text{、}}$ $\mathrm{G}\mathrm{B}$ を導入する。

次の公理と推論規則からなる体系を $\mathrm{G}\mathrm{K}4$ とおく。
$\mathrm{G}\mathrm{K}4$ の公理 $\mathrm{P}arrow \mathrm{P}$ と�\rightarrow

$\mathrm{G}\mathrm{K}4$ の推論規則
($\mathrm{W}$ 左) ($\mathrm{W}$ 右)

$\Gammaarrow\Delta_{\mathrm{P}}$

$\mathrm{P},$ $\Gamma_{\mathrm{P}}arrow\Delta$ $\Gammaarrow\Delta_{\mathrm{P}},\mathrm{P}$

(カット)

$\underline{\Gammaarrow\Delta \mathrm{P}\mathrm{P}\Piarrow\Lambda}$

$\Gamma,$ $\Pi_{\mathrm{P}}arrow\Delta_{\mathrm{P}},\Lambda$
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$(\wedge E)$ $(\wedge fi)$

$\mathrm{p}\Gammaarrow\Delta$

$\mathrm{P}\wedge \mathrm{Q},$
$\Gammaarrow\Delta$ $\mathrm{P}\wedge \mathrm{Q},$

$\Gammaarrow\Delta$ $\Gammaarrow\Delta,$ $\mathrm{P}\wedge \mathrm{Q}$

( $\vee$左) ( $\vee$右)
$\Gammaarrow\Delta \mathrm{p}$

$\mathrm{P}\vee \mathrm{Q},$
$\Gammaarrow\Delta$ $\Gammaarrow\Delta,\mathrm{P}\vee \mathrm{Q}$ $\Gammaarrow\Delta,\mathrm{P}\vee \mathrm{Q}$

( $\supset$左) (D右)

$\mathrm{P}\supset \mathrm{Q},$ $\Gamma,$ $\Piarrow\Delta,\Lambda$ $\Gammaarrow\Delta,$ $\mathrm{P}\supset \mathrm{Q}$

$(\coprod_{\mathrm{K}4})$

口–$\Gamma$ $\Gammaarrow \mathrm{P}$

口 $\Gammaarrow\coprod \mathrm{P}$

$\mathrm{G}\mathrm{L},\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4,\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L},\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P},\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}$は、$\mathrm{G}\mathrm{K}4$ の $(\coprod_{\mathrm{K}4})$を次の各規則で置き換えて得ら

れる体系である。
$(\coprod_{\mathrm{L}})$

$\frac{\square \mathrm{P}\square \Gamma\Gammaarrow \mathrm{P}}{\coprod\Gammaarrow\coprod \mathrm{P}}$

$(\coprod_{1\mathrm{K}4})$

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{n}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

$(_{\triangleright 1\square })$

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{n}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

$(\triangleright_{1\mathrm{K}4}\mathrm{p})$

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{n}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

$(_{\triangleright 1\mathrm{L}\mathrm{P}})$

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{n}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$
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定理 2.1([Sas0l],[Sas02al,[Sas02bl).
(1) $\mathrm{P}\in \mathrm{K}4\Leftrightarrow$ $arrow \mathrm{P}\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$

(2) $\mathrm{P}\in \mathrm{L}\Leftrightarrow$ $arrow \mathrm{P}\in \mathrm{G}\mathrm{L}$

(3) $\mathrm{P}\in \mathrm{I}\mathrm{K}4\Leftrightarrow$ $arrow \mathrm{P}\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4$

(4) $\mathrm{P}\in \mathrm{I}\mathrm{L}$ $\Leftrightarrow$ $arrow \mathrm{P}\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}$

(5) $\mathrm{P}\in \mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}\Leftrightarrow$ $arrow \mathrm{P}\in \mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{P}$

定理 2.2([Sas0l],[Sas02al, $\mathrm{l}\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{s}02\mathrm{b}]$ ).

(1) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$ ならば、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とする $\mathrm{G}\mathrm{K}4$ のカットなしの証明図が
存在する。
(2) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4$ ならば、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とする GIK4 のカットなしの証明図
が存在する。
(3) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}$ ならば、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とする $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}$ のカットなしの証明
図が存在する。

3. レーブの公理の性質

4 節で $\mathrm{G}\mathrm{L},\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L},\mathrm{G}\mathrm{L}\mathrm{P}$ のカット除去定理を示すが、ここではそれに必要なレー
ブの公理の性質を述べる。

定義 3.1. $\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{P}$ を次のように定義する。
(1) $\coprod^{0}\mathrm{P}=\mathrm{P}$

(2) $\coprod^{\mathrm{k}+1}\mathrm{P}=\coprod(\coprod^{\mathrm{k}}\mathrm{P})$

補題 32. $\mathrm{n}=0,1,2,\cdots$に対して、次が成り立つ。

口 $\mathrm{n}_{\mathrm{L}(\mathrm{p})arrow \mathrm{L}(\mathrm{p})\in \mathrm{G}\mathrm{K}4}$

シークエントの体系 $\mathrm{G}$ に対して、公理\rightarrow Pを加えてできる体系を \leftarrow P とかく。

定理 33. $\mathrm{n}=0,1,2,\cdots$に対して、次が成り立つ。
(1) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{L}\Leftrightarrow$ $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{K}4+\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P})$

(2) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\Leftrightarrow$ $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4+\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P})$

(3) $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}\Leftrightarrow$ $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}+\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{p})$
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証明 : 補題 32 と $\mathrm{n}$ についての数学的帰納法で示される。詳細は、 [Sas02a]、

[SasOl]を参照。

4. カット除去定理

ここでは、次の定理を証明する。 ここでの証明は、 $[\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{O}1]_{\text{、}}$ [Sas02a]で与え

た証明より単純で整理された形になっている。

定理 4.1. $\Gammaarrow\Delta$ EGL(あるいは ‘GIL‘Gn P)ならば、$\Gammaarrow\Delta$ を終式とする GL(あ

るいは、 $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}_{\text{、}}$ GLP)のカットなしの証明図が存在する。

定理を証明するためにいくつかの準備を行う。

補題 42. $\mathrm{n}=1,2,\cdots$ とする。 $\Gammaarrow\Delta$ EGL(あるいは、 $\mathrm{G}\mathrm{L}_{\text{、}}$ GILP)ならば、論理式

$\mathrm{P}_{1},\cdots,\mathrm{P}_{\mathrm{k}}$ が存在して、

口 nL(Pl), $\cdot$ .., $\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{E}}),$ $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$ (あるいは、 $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4_{\text{、}}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}$ )

証明 : $\mathrm{G}\mathrm{L}$ . と GIL については $[\mathrm{S}\mathrm{a}\mathrm{s}01]_{\text{、}}$ [Sas02a]で証明されている。 ここでは、

その概略と GLP についての証明を述べる。
$\mathrm{G}\mathrm{L}$ についての証明の概略を示す。 $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{L}$ とする。定理 33 より、 $\Gammaarrow$

\Delta \in GK4+ $\square$nL(P)であり、 この証明図 Pが存在する。Pの中に現れる $arrow\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P})$

の形の公理を
$arrow\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots,arrow\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{E}})$

とおく。次に、 シークエント $\Phiarrow\Psi$に対して、 シークエント

ロ $\mathrm{n}_{\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots,\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}}),\Phiarrow\Psi}$

を対応させる関数を fとする。次の 2 条件が示されれば、 $\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots,$ $\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{h}})$ ,
$\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$ が得られる。

(1.1) pに現れる公理 $\mathrm{S}$ に対して、 $f(\mathrm{S})\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$

(1.2) Pに現れる推論規則 I に対して、次が成り立つ。
I の任意の上式 $\mathrm{S}$ に対して $\mathrm{f}(\mathrm{S})\in \mathrm{G}\mathrm{K}$ $\Rightarrow$ $f(\mathrm{T})\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$

(1.1),(1.2)は $(\mathrm{T}arrow)$などを用いて容易に示される。

GIL についての証明は $\mathrm{G}\mathrm{L}$ についての証明と同様にして示される。ここでは、
(1.2)に対応するものの中で I が $(\coprod_{\mathrm{I}\mathrm{K}4})$の場合、すなわち、

(2.1) ($\square$IK4)の各上式の左辺に $\Pi=${ $\coprod^{\mathrm{n}}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots$ , $\square$nL(Pd}を加えたシークエ

ントがどれも GIK4 で証明可能ならば、下式に�を加えたシークエントも
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GIK4 で証明可能である。
を示す。 $\Gammaarrow\text{�}\triangleright \mathrm{C}$ GIK4 で証明可能なので、 (2.oは次の推論規則 ($\square$ IK4)によっ

て示される。

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{m}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{m}},$ $\Pi,$ $\Pi,$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

ただし、 $\Pi^{\star}=\{\neg\square ^{\mathrm{n}^{-}1}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots,\neg\coprod^{\mathrm{n}^{-}1}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}})\}_{\text{、}}\Lambda=\{\mathrm{Q},\mathrm{X}_{1},\cdots,\mathrm{X}_{\mathrm{m}}\}$

GILP についての証明も $\mathrm{G}\mathrm{L}$ についての証明と同様である。GIL についての証
明と同様に、 (1.2)に対応するものの中で I が $(\coprod_{\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}})$の場合のみを次の推論規則
$(\coprod_{\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}})$によって示す。

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{m}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{m}},$ $\Pi,$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

定義 43.
(1) $\mathrm{G}\mathrm{L}$ からカットを除いて $(\coprod_{\mathrm{K}4})$を加えた体系を $\mathrm{G}\mathrm{L}^{\star}$とおく。
(2) GIL からカットを除いて ($\square$ IK4)を加えた体系を $\mathrm{G}\mathrm{L}^{\star}$とおく。
(3) GILP からカットを除いて $(\coprod_{\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}})$を加えた体系を GLP*とおく。

補題 44. シークエント $\mathrm{S}$ を終式とする GL\star (あるいは、G垣 $\star\text{、}$ GIIJ*)の証明図

は、 Sub(S) (あるいは、 Sub\star (S))の要素からなるシークエントで構成される。

証明:証明図の構成に関する帰納法で示される。

補題 45. GIL”(あるいは $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}^{\star}$)において、$\mathrm{S}$ を終式とする証明図を $P$とする。

このとき、 $\mathrm{S}$ を終式とする証明図で、次の 2 条件をみたすものが存在する。
(1) $\Gammaarrow\Delta,$ $[perp]\triangleright \mathrm{P}$ の形のシークエントは、次の形でのみ現れる。

� $arrow$

$\Gammaarrow\Delta,$ $\text{�}\triangleright \mathrm{Q}$

(2) $\mathrm{P}\triangleright\text{�},$ $\Gammaarrow\Delta,\mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$ の形のシークエントは、次の形でのみ現れる。ただし、
$\Delta\cup\{\mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}\}$に� $\triangleright \mathrm{Z}$ の形の論理式は属さないとする。
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� $arrow$

$\mathrm{P}arrow \mathrm{P}$ .

$\mathrm{P}\triangleright\text{�},$ $\Gammaarrow\Delta,\mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

証明:Pの構或に関する帰納法で容易に示される。

定義 46.
(I) GL\star の証明図 Pに対して、

$\mathrm{p}W)=${$\mathrm{p}|\coprod \mathrm{P}$ を主論理式とする推論規則が Pに現れる}

とおき、その要素の個数を卸$\mathrm{f}(P)$とおく。
(2) $\mathrm{G}\mathrm{L}^{\star}$ , GIIJ\star の証明図 Pに対して、

p氏\mbox{\boldmath $\omega$} $=\{\mathrm{P}|\mathrm{P}\neq\text{�}$ ,

下式の左辺に $\mathrm{P}\triangleright$�が属さず $\mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$ を主論理式とする

推論規則が Pに現れる}

とおき、その要素の個数を卸$\mathrm{f}(P)$とお $\langle$

。

系 47. 補題 45 に現れる各証明図 Pに対して、 PI\mbox{\boldmath $\omega$}=\emptyset である。

補題 48. $\Gammaarrow\Delta$を終式とする GL\star (あるいは ‘GIL\star ,GILP*)の証明図を Pとする。

このとき、

ロ $\mathrm{P}$, $\Gammaarrow\Delta$ (あるいは、 $\mathrm{P}\triangleright\text{�},$
$\Gammaarrow\Delta$ )

を終式とする GL\star の証明図 PIで p紗 $1$) $\subseteq \mathrm{p}ffi$) $-\{\mathrm{P}\}$をみたすものが存在する

証明 :GL\star の場合を Pの構成に関する帰納法で示す。 Pが公理のとき、 $\Gammaarrow\Delta$

は公理だから、 (W左)のみを推論規則に用いて口 $\mathrm{P}$, $\Gammaarrow\Delta$を終式とする証明図 Q

を構成できる。pf(Q)は空集合だから、pf(Q)pw)-{P}をみたす。
Pが公理でないとき、Pの終式 $\Gammaarrow\Delta$を導く推論規則 I が存在する。 I が $(\coprod_{\mathrm{L}})$

のとき、 I は次の形をしている。

口 $\Gamma_{1}arrow\coprod \mathrm{Q}$

ただし、 $\Gamma=\coprod\Gamma_{1\text{、}}$ \Delta ={ $\square$Q}である。 $\mathrm{P}=\mathrm{Q}$ のとき、 (W左)のみを推論規則に用

いて、 $\square \mathrm{P},$ $\Gammaarrow\Delta$、すなわち口 $\mathrm{P}$, $\Gammaarrow\coprod \mathrm{P}$ を終式とする証明図 Qを構成できる。
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pf(Q)は空集合だから、 $\mathrm{p}\mathrm{f}(\mathrm{Q})\subseteq \mathrm{p}\mathrm{f}(P)$ IP}をみたす。 $\mathrm{P}\neq \mathrm{Q}$ のとき、Pにおいて I
の上式を終式とする証明図を Pl とする。帰納法の仮定より、

口 $\mathrm{P},\square \mathrm{Q},\square$ $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{1}arrow \mathrm{Q}$

を終式とする GL”の証明図 $\mathrm{O}_{\mathrm{I}}$ で pf(Ql)pf(Tl)-{P}をみたすものが存在する。
$Q_{1}$から次のように口 $\mathrm{P},\square$ $\Gamma_{1}arrow\coprod \mathrm{Q}$ を終式とする証明図 Qで pf(Q)pf(7)-{P}を
みたすものが構成される。

.$\cdot$.

口 $\mathrm{P},\coprod$ $\Gamma_{1}arrow\coprod \mathrm{Q}$

I が $(\coprod_{\mathrm{K}4})$のときも同様である。I が $\mathrm{L}\mathrm{K}$ の規則のときは容易に示すことができ
る。

GIL*と GILP\star の場合は同様に示すことができるので GILP\star の場合のみを Pの

構成に関する帰納法で示す。Pが公理のときは、GL\star の場合と同様である。 Pが

公理でないとき、終式を導く推論規則 I が存在する。I が $(\triangleright_{1\mathrm{L}\mathrm{P}})$のとき、I は次の
形をしている。

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{n}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{n}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{Q}\triangleright \mathrm{R}$

ただし、下式の左辺が $\Gamma_{\text{、}}$ 右辺が $\Delta$ である。 I の各上式を終式とする証明図が P
に現れるのでそれらを一番左の上式を終式とするものから順に $P_{1},\cdots,P_{\mathrm{n}+1}$ とす
る。

$\mathrm{Q}=$�のとき、補題 45 の条件 (1)の形で $\mathrm{P}\triangleright\text{�},$
$\Gammaarrow\Delta$を終式とする証明図 Qを

容易に構成できる。pf(Q)は空集合だから、pf(Q)pf(P)-{P}をみたす。
$\mathrm{P}=\mathrm{Q}\neq$ �のとき、補題 45 の条件 (2)の形で $\mathrm{P}\triangleright\text{�},$

$\Gammaarrow\Delta$を終式とする証明図 Q

を容易に構成できる。pf(Q)は空集合だから、pf(Q)pfr)-{P}をみたす。
$\mathrm{P}\neq \mathrm{Q},\mathrm{Q}\neq\text{�}$のとき、次の (>ILP)の規則 I\star を考える。

$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}\mathrm{n}\triangleright \mathrm{Y}\mathrm{n},\mathrm{P}\triangleright[perp],$ $\Sigma^{+}arrow \mathrm{Q}\triangleright \mathrm{R}$

ただし、 $\Sigma^{+}=\Sigma\cup\{\mathrm{P}\triangleright 1\}_{\text{、}}$ A={R,Xl, $\cdot$ ..,Xn}である。I\star の上式を左から $\mathrm{S}_{1},\cdots,\mathrm{S}\mathrm{n}+2$ と

おく。 $\mathrm{S}\mathrm{n}+2$ に対して、補題 45 の条件 (1)の形で $\mathrm{S}\mathrm{n}+2$ を終式とする証明図 Q。$+2$を構

成できる。p[Qn+Jは空集合だから、p\pi On+2)pf(P)-{P}をみたす。各 Si $\not\in.=1$ ,

..., $\mathrm{n}+1$)は
$\text{、}$ Iの上式の左辺に $\mathrm{P}\triangleright$ �を加えたシークエントであるから、帰納法の仮定か

ら、Siを終式とする GILP”の証明図 $\mathrm{O}_{\mathrm{i}}$ で p[(2�p紗�-{P}pf(乃一{P}をみたす
ものが存在する。 I\star の主論理式は、 $\mathrm{Q}\triangleright \mathrm{R}$ で、 $\mathrm{P}\neq \mathrm{Q}$ だから、 I\star の下式、すなわち
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$\mathrm{P}\triangleright 1,$
$\Gammaarrow\Delta\not\in^{\mathit{1}}R_{\underline{\backslash }}\mathrm{R}k\mathrm{T}6\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}^{*-}\emptyset^{-}\mathrm{E}arrowarrow$ Bfl $\mathrm{E}^{\backslash }OT^{\backslash }.\mathrm{p}\mathrm{f}(Q)\subseteq \mathrm{p}\mathrm{f}(Q_{1})\cup\cdots\cup \mathrm{p}\mathrm{f}(Q_{\mathrm{n}+1})\cup$

pf(On+2)\cup {Q}pf(7)-{P}をみたすものが存在する。
I が $(\coprod_{\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}})$のときも同様である。I が $\mathrm{L}\mathrm{K}$ の規則のときは容易に示すことがで

きる。

補題 49. $\coprod^{\mathrm{n}}\Pi 1,$ $\mathrm{r}arrow\Delta,\neg\square ^{\mathrm{n}}$ \Pi 2,を終式とする GL\star の証明図 (あるいは、

口 $\mathrm{n}$

$\Pi_{1}$ , $\mathrm{t}arrow\Delta,\neg\square ^{\mathrm{n}}$ \Pi 2,を終式とし補題 45 の条件をみたす $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}^{\star}$, GILP\star の証明
図)を $P$とする。 このとき、 $(\Pi 1\cup\Pi 2)\cap \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(\Gammaarrow\Delta)=\emptyset$ (あるいは $(\Pi_{1}\cup\Pi_{2})$

口 Sub\star (F\rightarrow \Delta )=\emptyset )かつ $\#\mathrm{p}\mathrm{f}(P)<\mathrm{n}$ ならば、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とする GL\star (あるいは、

GIL”, GILP\star )の証明図が存在する。

証明 : $\mathrm{G}\mathrm{L}_{\text{、}^{}\star}\mathrm{G}\mathrm{L}_{\text{、}^{}\star}$ GIIJ\star のいずれの場合も Pの構成に関する帰納法で示す。

GL\star について成立することを示す。 Pが公理のときは、 $(\Pi_{1}\cup\Pi_{2})\cap \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{b}(\Gammaarrow$

$\Delta)=\emptyset$ から、 $\Pi_{1}$ も� 2 も空集合である。 よって、 $\Gammaarrow\Delta$ は公理である。Pが公

理でないときは、Pにおいて終式を導く推論規則 I が存在する。 I が $\mathrm{L}\mathrm{K}$ の推論

規則でないときのみを示す。I は次の形である。

口 $\mathrm{n}$

$\Pi_{1},\coprod\Gamma 1arrow\coprod \mathrm{P}$

ただし、 $\Phi\in\{\emptyset,\{\coprod \mathrm{P}\}\}_{\text{、}}\Gamma=\coprod\Gamma$ ls\Delta ={ $\square$ P}、 \Pi 2=\emptyset である。 I の上式を終式とす
る証明図が Pの中に現れるので、それを $P_{1}$ とする。 p氏)=pf(Pl)\cup {P}である。

補題 48 より、

口 $\mathrm{n}^{-}1(\coprod \Pi_{1}\cup\Pi_{1}),\coprod \mathrm{P},\coprod\Gamma_{1},$ $\Gamma_{1}arrow \mathrm{P}$

を終式とする GL\star の証明図 QIで pf(Ql)p仲 l)-{P}をみたすものが存在する。
p紗 1)-{P}=pf(P)-{P}だから、pf(Ol)pf(P)-{P}であり、卸 f(Ql) \leqq 卸 $\mathrm{f}\wp$) $-1$

$<\mathrm{n}-1$ である。補題 4.4 より、(口� 1 $11$, 1\rightarrow P)=\emptyset である。

よって帰納法の仮定より、
口 $\mathrm{P},\square$ $\Gamma_{1},$ $\Gamma_{1}arrow \mathrm{P}$

を終式とする GL\star の証明図が存在する。 CII)より、

口 $\Gamma_{1}arrow\coprod \mathrm{P}$

すなわち、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とする GL\star の証明図が存在する。

GIL*と GILP\star の場合は同様に示すことができるので GILP\star の場合のみを示

す。 Pが公理のときは、GL\star の場合と同様である。 Pが公理でないとき、終式を

導く推論規則 $\mathrm{I}$ が存在する。 $\mathrm{I}$ が $\mathrm{L}\mathrm{K}$ の推論規則でないときのみを示す。 I は次
の形である。
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$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{m}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{m}},\coprod^{\mathrm{n}}\Pi_{11},\coprod^{\mathrm{n}}\Pi_{12},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

ただし、

\Phi \oplus {\emptyset ,{P\perp }}、

X={Q,XI, $\cdot$ ..,X\Omega 、
$\Gamma=\{\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots, \mathrm{X}_{\mathrm{m}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{m}},\}\cup\Sigma$

、

\Delta ={PQ}、
� $1^{=\Pi_{11}\cup\Pi_{12\text{、}}}$

� $2^{=\emptyset}$

である。 I の各上式を終式とする証明図が Pの中に現れるので、それらを一番左
の上式に対するものから $P\mathrm{o}$ , $P_{1},$ $\cdots$ とする。pf(P)=p[7’� \cup {P}である。補題 48
を I の一 g左の上式に適用すると、

$\mathrm{P},\mathrm{P}\triangleright 1,\mathrm{X}\triangleright 1,\coprod^{\mathrm{n}^{-}1}(\coprod\Pi_{1}),$ $\Sigmaarrow\neg\coprod^{\mathrm{n}^{-}1}\Pi_{11},$ $\mathrm{X}$

を終式とする GIIP\star の証明図 Qo で pf(O0)pf(P0)-{P}=p氏\mbox{\boldmath $\omega$}-{P}をみたすも
のが存在する。卸 f(Qo) $<\mathrm{n}-1$ である。 また、補題 4.4 より、 (口� 1 $11$ 口

Sub”(P,P\perp ,X\perp , \Sigma \rightarrow X)=\emptyset である。よって帰納法の仮定より、
$\mathrm{P},\mathrm{P}\triangleright 1,\mathrm{X}\triangleright[perp],$ $\Sigmaarrow \mathrm{X}$

を終式とする GL\star の証明図 R0が存在する。一方、 I の上式 口 $\mathrm{n}$

$\Pi_{12},$ $\Sigmaarrow \mathrm{Y}_{\mathrm{i}}\triangleright \mathrm{Q}$

($\mathrm{i}=1,\cdots$ ,m)を終式とする証明図 Pi、補題 4.4、帰納法の仮定より、
$\mathrm{P}\triangleright[perp],$ $\Sigmaarrow \mathrm{Y}_{\mathrm{i}}\triangleright \mathrm{Q}$

を終式とする GL\star の証明図 Riが存在する。及, Rl, $\cdot$ ..,R。と $(\triangleright 1\mathrm{L}\mathrm{P})$より、
$\mathrm{X}_{1}\triangleright \mathrm{Y}_{1},\cdots,$ $\mathrm{X}_{\mathrm{m}}\triangleright \mathrm{Y}_{\mathrm{m}},$ $\Sigmaarrow \mathrm{P}\triangleright \mathrm{Q}$

すなわち、 $\Gammaarrow\Delta$ を終式とする GIIJ \star の証明図が存在する。

定理 4.1 の証明 :
$\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{L}$ $($あるいは$\mathrm{G}$垣$\text{、}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P})_{\text{、}}\mathrm{n}$ を Sub(\Gamma \rightarrow \Delta )(あるいは

Sub\star (r\rightarrow \Delta )$)$の要素の個数とする。補題42 より、論理式 $\mathrm{P}_{1},\cdots,\mathrm{P}_{\mathrm{k}}$が存在して、

口 $2\mathrm{n}+2\mathrm{L}(\mathrm{p}_{1}),\cdots,\coprod^{2\mathrm{n}+2}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{k}})$ , $\Gammaarrow\Delta\in \mathrm{G}\mathrm{K}4$ (あるいは G�$4_{\text{、}}$ $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}$ )

である。定理 22 より上のシークエントを終式とする GK4(あるいは GIK4、

$\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P})$のカットなしの証明図が存在し、故に GL\star の証明図 Pが存在する (ある
いは、補題 45 より補題 45 の条件をみたす $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}_{\text{、}^{}\star}$ GmP”の証明図 Pが存在す
る)。上のシークエントは

口 $\mathrm{n}+1\{\coprod^{\mathrm{n}+1}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{1}),\cdots,\coprod^{\mathrm{n}+1}\mathrm{L}(\mathrm{P}_{\mathrm{L}})\},$ $\Gammaarrow\Delta$

とも表現でき、$\mathrm{n}$ の定義から、{ $\square$n+lL(Pl), $\cdot$ .., $\square$ n31L(Pd}\cap Sub\star (r\rightarrow \Delta )=\emptyset であ

る。 また、 pf(P)Sub\star (r\rightarrow \Delta )だから、卸 fr) $<\mathrm{n}+1$ である。補題 49 より、
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$\Gammaarrow\Delta\xi^{\mathit{1}}R_{\neg}\backslash \mathrm{R}\mathrm{g}-\mathcal{T}$ $\mathrm{G}\mathrm{L}^{*}$($\hslash$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash \mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}_{\backslash }^{*}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P}^{*}$)$\emptyset\hat{\underline{\underline{arrow}}}i\mathrm{E}^{\mathrm{Q}}\mathrm{f}\mathrm{l}^{\backslash }\mathrm{E}^{\backslash }\hslash\backslash ^{\backslash }F\backslash 7\pm^{-}-\mathcal{T}o_{0}(\coprod_{\mathrm{K}4})(\hslash$

るいは $(\triangleright \mathrm{I}\mathrm{K}4),(\triangleright \mathrm{I}\mathrm{K}4\mathrm{P}))1$ま、 $(\coprod_{\mathrm{L}})$ (あるい (ま $(\triangleright \mathrm{I}\mathrm{L}),(\triangleright \mathrm{I}\mathrm{L}\mathrm{P})$ ) と ($\mathrm{W}$ 左)を組み合わせて導

かれるので、 $\Gammaarrow\Delta$を終式とするカットなしの GL(あるいは $\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{L}_{\text{、}}$ GILP)の証

明図が存在する。
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