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Abstract

可積分系の重要なクラスである St\"ackel 系の離散法を提案する。 この離散法は
正準変換と不等間隔の刻み幅をもつエネルギーを保存する離散法の組合せで得
られるものである。 この方法で得られる離散方程式系は元の力学系の全ての保
存量を保つ。Stikel 系の具体例として 3 次元 Kepler 問題、 Holt 系、 可積分
Henon-Heiles 系をあげ、 その離散化を行なう.
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1Introduction
力学系の軌道の良い近似を与える多くの数値計算法が研究されている。そのうち、 力学

系の長時間挙動を見るのに適している方法として symplectic 数値計算法、離散変分法、 エ
ネルギー保存離散法が知られている。

symplectic 数値計算法 (cf. $[3],[12]$ ) は Hamilton 系に対する数値計算法であり、相空
間上の symplectic 形式を保存する。その結果、 得られる離散力学系は正準変換となるが、
Hamiltonian や他の保存量は一般に保存されない。
離散変分法は多くの研究者によって研究されていて、energy-momentum integrator,symplectic-

momentum integrator の 2つのタイプに分かれる。 しかし、非可積分系に対して symplectic
形式とエネルギーの双方を保存する数値計算法を構成することはできない。 さらに、元の
力学系がもつ全ての保存量を保つような離散方程式を離散変分法から構成することは不可
能である。
エネルギーを保存する離散法 [2] は Hamiltoian の値を一定に保つ。 しかし、 一般に力

学系の全ての保存量を保つわけではない。 いずれの方法でも、 力学系の全ての保存量を
保てない。そのため、得られた離散力学系は元の力学系とは異なる軌道を描くことになる。
本発表の目的は次の 2 つである。

(I) Stikel 系と呼ばれる広い可積分 Hamilton 系のクラスに適応できる数値計算法を作る。
(II)–. ( $\mathrm{I}\underline{)}-$ の数値計算法は全ての保存量を保ち、 この数値計算法では変数分離が本質的な役割
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2St\"ackel 系と関連する可積分系

2.1 Stickel $*_{\backslash }$

力学系を求積する基本的な方法の 1 つとして変数分離法がある。変数分離法にょって、
多次元自由度の力学系を 1 次元の力学系の組に変換することができる。 St\"ackel 系は変数
分離可能な可積分 Hamilton 系のクラスをなす。
定理 1(Stikel)
Hamiltonian の形が

$H(p_{\mathrm{b}} \cdots,p_{N}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})=\sum_{j=1}^{N}g_{j}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})(p_{j}^{2}+U_{j}(q_{j}))$ (1)

である Hamilton 系を考える。 ただし $U_{j}(q_{j}),j=1,$ $\cdots,$ $N$, はポテンシャルである。 この

Hamilton 関数 (1) をもつ Hamilton-Jacobi 方程式が変数分離可能である必要十分条件は次
の形の $N\cross N$ 行列が存在することである。

$\det \mathrm{S}\neq 0$, $\sum_{k=1}^{N}s_{j,k}(q_{k})g_{k}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})=\delta_{j,1}$ , (2)

ただし、 $s_{j,k}$ は $q_{k}$ のみの関数である。 I
この行列 $\mathrm{S}$ を Stickel 行列と呼び、 この行列に対応する係数 $g_{j}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})$ をもっ $\text{力}$学系
(1) を St\"ackel 系と呼ぶ。 (2) から $\mathrm{S}$ の逆行列 $\mathrm{S}^{-1}=[c_{j,k}]$ の 1 列目は

$g_{k}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})=c_{k,1}$ , $k=1\cdots,N$, (3)

で表される。特に、 $g_{1}$
. $=1,$ $i=1,$ $\cdots,$

$N$ の場合は Liouville 系となる。
$I_{k}=I_{k}(p_{1}, \cdots,p_{N}, q_{1}, \cdots, q_{N}),$ $k=1,$ $\cdots,$

$N$ を以下のように定義する。

$(\mathrm{S}^{-1})^{T}(\begin{array}{l}p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1})\vdots p_{N}^{2}+U_{N}(q_{N})\end{array})=(\begin{array}{l}I_{1}\vdots I_{N}\end{array})$ . (4)

命題 1. (cf. [10]) $I_{k}$ は Hamilton 系の運動定数である。特に、 $I_{1}$ は Hamiltonian である
(I1=H)。口

命題 1 から St\"ackel 系力 $\dot{\mathrm{a}}$ “Liouville-Arnold の定理を満足する》’ という意味で可積分である
ことが示される。
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2.2 Stickel 系と正準変換
正準座標 $\{p_{j}, q_{j}\}_{j=1\cdots N}$ からなる $2N$ 次元の相空間 $\mathcal{M}$ とする。 時刻 $t$ を新たに正準座

標 $q_{N+1}=t$ にとると、 それに共役な正準運動量は $p_{N+1}=-H$ ( $H$ はハミルトニアン) と
なる。 $\mathcal{M}$ に $p_{N+1},$ $q_{N+1}$ を加えた $(2N+2)$ 次空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ を “ 拡張された相空間 “ と呼ぶ
$[8,14]$。

拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の時間発展を見るために、 一般化 Hamilton 関数

$\mathcal{H}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N+1}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N+1})=H(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})-E$ (5)

を導入する $[8, 14]$ 。 正準変数 $p_{j},$ $q_{j},j=\mathrm{L}\cdots,N$ の時間発展は

$\frac{dp_{j}}{dt}=-\frac{m(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N+1},q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N+1})}{\partial q_{j}}$ , $\frac{dq_{j}}{dt}=\frac{m(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N+1},q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N+1})}{\partial p_{j}}$ (6)

で表される. これは元の Hamiltonian $H(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})$ を持つ Hamilton 系その
ものであり、 時間変数 $q_{N+1}=t$ ま循環変数、その共役運動量 $p_{N+1}=-E$ は第 1 積
分である。 $E$ の値によらず、 Hamilton 系 (6) の形は変化しない。今後、 $E$ の値として
$\mathcal{H}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N+1}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N+1})\equiv 0$ となるようなものを選ぶものとする。

Tsiganov[14] は拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上で拡張された正準変換

$\{p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N},p_{N+1}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N},q_{N+1}\}\vdash{p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N},\tilde{q}_{N+1}\}$ ,
$p_{N+1}=-E$ , $\tilde{p}_{N+1}=-\tilde{E}$ , $q_{N+1}=t$ , $\tilde{q}_{N+1}=\tilde{t}$ (7)

を導入している。 ここで、 時間変数とその共役運動量の変換は非零関数 $v(q_{1}, \cdots, q_{N})$ に対
して

$t\vdash*\tilde{t}$, $d\tilde{t}=v(q_{1}, \cdots q_{N})dt$ ,
$E\}arrow\tilde{E}$ , $\tilde{E}=v^{-1}(q_{1}, \cdots q_{N})E$ (8)

という関係をもっている。
相空間 $\mathcal{M}$ 上の Hamilton 系 (6) は拡張された正準変換 (7) によって

$\frac{dp_{j}}{d\tilde{t}}=v^{-1}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})(\frac{dp_{j}}{dt}+\tilde{E}\frac{\partial v(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})}{\partial q_{j}})$ ,

$\frac{dq_{j}}{d\tilde{t}}=v^{-1}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})(\frac{dq_{j}}{dt}-\tilde{E}\frac{\partial v(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})}{\partial p_{j}})$ , $j=\mathrm{L}\cdots,$ $N$, (9)

となり、 元の Hamilton 系 (6) の形と大きく異なる。 しかし、 拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の

Hamilton 系の形は保たれ、 以下のような (6) と同じ形

$\frac{dp_{j}}{d\tilde{t}}=-\frac{\tilde{m}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1},q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N},\tilde{q}_{N+1})}{\partial q_{j}}$ ,
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$\frac{dq_{j}}{d\tilde{t}}=\frac{\partial\tilde{H}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1},q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N+1},\tilde{q}_{N+1})}{\partial p_{j}}$ , $j=1,2\cdots,N$ , (10)

ただし、

$\tilde{\mathcal{H}}(p_{1}, \cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1}, q_{1}, \cdots, q_{N},\tilde{q}_{N+1})$ $=$ $v^{-1}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})\mathcal{H}(p_{1}, \cdots p_{N+1}, q_{1}, \cdots q_{N+1})$

$\equiv$ $0$

となる。 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の拡張された正準変換 (7) は Hamilton 系を別の Hamilton 系に写すもの
で、 Stikel 系を別の St\"ackel 系に写す変換もそれに含まれている。

命題 1[14] 第 1 列目だけが異なる 2 つの St\"ackel 行列 $\mathrm{S}_{\text{、}}\tilde{\mathrm{S}}$ を考える。 即ち、

$s_{1}\neq\dot{\theta}\tilde{s}_{1\dot{o}}$ , $s_{ki}=\tilde{s}_{k\dot{o}}$ , $k\neq 1$ ,

である。各々の St\"ackel 行列が満足する (4) が与える Hamilton 関数 $I_{1},\tilde{I}_{1}$ は共通のポテン
シャル $U_{j}(q_{\mathrm{j}})$ をもち、 拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の正準変換 (7) (8) を用いて以下のよう
に関係づけられる。

$I_{1}=H(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})\vdash+\tilde{I}_{1}$ $=$ $\tilde{H}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})$

$=$ $v^{-1}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})I_{1}$ ,
$dt\vdasharrow d\tilde{t}=v(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})dt$ , (11)

ただし、

$v(q_{\mathrm{b}} \cdots,q_{N})=\frac{\det\tilde{\mathrm{S}}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})}{\det \mathrm{S}(q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N})}$ (12)

である。 $\blacksquare$

さらに、 正準変換 (7) で一般化 Hamilton 関数 $\mathcal{H}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N+1}, q’\cdots,q_{N+1})\equiv 0$ は別の一般
化 Hamilton 関数

$\tilde{\mathcal{H}}(p_{\mathrm{b}}\cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1}, q_{\mathrm{b}}\cdots,q_{N},\tilde{q}_{N+1})\equiv 0$

に変換される。 また (5) (8) (11) から

$\tilde{\mathcal{H}}(p_{1}, \cdots,p_{N},\tilde{p}_{N+1}, q_{1}, \cdots, q_{N},\tilde{q}_{N+1})=\tilde{H}(p_{1}, \cdots,p_{N}, q_{1}, \cdots, q_{N})-\tilde{E}$ (13)

とも書ける。次小節で、 重要な St\"ackel 系として 3 つの可積分系を考える。
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2.3 St\"ackel 系に属する可積分系

2.3.13 次元 Kepler 問題
3 次元 Kepler 問題は一般化 Hamilton 関数

$\mathcal{H}_{kepl-1}(p_{x},p_{y},$ $-E_{kepl},$ $x,$ $y,$ $t7= \frac{1}{2}(p_{x}^{2}+p_{y}^{2}+p_{z}^{2})-\frac{K^{2}}{\sqrt{x^{2}+y^{2}+z^{2}}}-E_{kepl}$ (14)

で定義される力学系である。 ここで、 $E_{kepl}$ は定数で $\mathcal{H}_{kepl-1}(p_{x},p_{y},p_{z},$ $-E_{kepl},$ $x,$ $y,$ $z,$ $t\gamma\equiv 0$

で与えられる。 $K$ も定数である。 $\mathcal{M}$ 内の正準変換 KustaanheimO-Stiefel(KS) 変換 (cf.
[13], p.24)

$x=q_{1}^{2}-q_{2}^{2}-q_{3}^{2}+q_{4}^{2}$ , $y=2(q_{1}q_{2}-q_{3}q_{4})$ , $z=2(q_{1}q_{3}+q_{2}q_{4})$

$p_{x}= \frac{1}{2}\frac{p_{1}q_{1}-p_{2}q_{2}-p_{3}q_{3}+p_{4}q_{4}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}$ , $p_{y}= \frac{1}{2}\frac{p_{1}q_{2}+p_{2}q_{1}-p_{3}q_{4}-p_{4}q_{3}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}$ ,

$p_{z}= \frac{1}{2}\frac{p_{1}q_{3}+p_{2}q_{4}+p_{3}q_{1}+p_{4}q_{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}$ , $0=p_{1}q_{4}-p_{2}q_{3}+p_{3}q_{2}-p_{4}q_{1}$ (15)

で一般化 Hamilton 関数 (14) は一般化 Hamilton 関数
$\mathcal{H}_{kepl-2}(p_{1},$ $p_{2},$ $p_{3},$ $p_{4},$ $-E_{kepl},$ $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$ $q_{4},$

$t\gamma$

$= \frac{1}{8}\frac{p_{1}^{2}+p_{2}^{2}+p_{3}^{2}+p_{4}^{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}-\frac{K^{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}-E_{kepl}\equiv 0$, (16)

となる。 この力学系の時間変数は $t$ でなく $\tilde{t}$ である。一般化 Hamilton 関数 (16) を持つ
力学系は St\"ackel 系である。 この力学系は 4 つの運動定数をもち、 それらは

$((\tilde{\mathrm{S}}_{1})^{-1})^{T}(p_{3}^{2}p_{4}^{2}p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2})+U_{4}(q_{4})+U_{3}(q_{3})p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1}))=(\begin{array}{l}I_{1}I_{2}I_{3}I_{4}\end{array})$ ,

$I_{1}=\mathcal{H}_{kepl-2}(p\iota p\mathrm{a}p p_{4}-E_{kepb}q_{\mathrm{b}}q\mathrm{a}q q_{4}t\gamma$ (17)
で与えられる。 ただし

$U_{j}(q_{j})=-8E_{kepl}q_{j}^{2}-2K^{2}$ , $j=1,2,3,4$ (18)

である。 (17) 内の Stikel 行列 $\tilde{\mathrm{S}}_{1}$ は

$\tilde{\mathrm{S}}_{1}=(\begin{array}{l}8q_{1}^{2}8q_{2}^{2}1-10100\end{array}$
$8q_{3}^{2}-101$

$8q_{4}^{2}-100)$ (19)
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一方、 4 次元調和振動子は St\"ackel 系であり、 一般化 Hamilton 関数

$\mathcal{H}_{o\epsilon \mathrm{c}}(p_{\mathrm{b}}p_{3}p p_{4}-E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{1},q_{\mathfrak{B}}q q_{4}t)=\frac{1}{4}(p_{1}^{2}+p_{2}^{2}+p_{3}^{2}+p_{4}^{2})-2K^{2}-E_{os\mathrm{c}}$ ,

$E_{os\mathrm{c}}=2E_{kepl}(q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2})$, (20)

をもつ。ここで、時間関数は t、任意の正定数 $K^{2}$ は $\mathcal{H}_{o\epsilon \mathrm{c}}(p_{1},p_{2},p_{3},p_{4}, -E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4}, t)\equiv$

$0$ を満足するように決められる。 4 次元調和振動子は 4 つの保存量

$(\mathrm{S}_{1}^{-1})^{T}(p_{1}^{2}p_{3}^{2}p_{2}^{2}p_{4}^{2}$ � $U_{4}(q_{4})U_{3}(q_{3})U_{2}(q_{2})U_{1}(q_{1}))=(\begin{array}{l}J_{1}J_{2}J_{3}J_{4}\end{array})$ , $J_{1}=\mathcal{H}_{os\mathrm{c}}(p_{1},p_{2},p_{3},p_{4}, -E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4}, t)(21)$

をもつ。 ただし、 St鯰 el 行列 $\mathrm{S}_{1}$ は

$\mathrm{S}_{1}=(\begin{array}{llll}11 1 \mathrm{l} |\mathrm{l}-\mathrm{l} 0 0 0\mathrm{l} -1 0 00 1 -\mathrm{l} \end{array})$ (22)

である。
一般化 Hamilton 関数 (16) (20) は共通のポテンシャル $U_{1}(q_{1}),$ $U_{2}(q_{2})$ をもち、 第 1

列目だけが異なる Stikel 行列 $\mathrm{S}_{1},\tilde{\mathrm{S}}_{1}$ に対応している。
命題 1 から $\mathcal{H}_{os\mathrm{c}}(p_{1},p_{2},p_{3},p_{4}, -E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4}, t)$ と $\mathcal{H}_{ke\mathrm{p}l-2}(p_{1},p_{2},p_{3},p_{4},$ $-E_{kepl},$ $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$ $q_{4},$

$t\gamma$

は $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の正準変換で関係づけられる。その関係は次のようになる。

$f\ell_{o\epsilon \mathrm{c}}(p_{\mathrm{b}}p_{3}p\mathrm{a}p_{4}, -E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{1_{\mathrm{J}}}q_{3}q\mathrm{a}q_{4}t)\equiv 0\vdash*\mathcal{H}_{kepl-2}(p_{\mathrm{b}}p\mathrm{a}p p_{4},$ $-E_{kepl},q_{\mathrm{b}}q_{3}q\mathrm{a}q_{4}t\gamma$

$=v_{1}^{-1}(q_{\mathrm{b}}q_{3}q q_{4})\mathcal{H}_{o\epsilon \mathrm{c}}(p_{\mathrm{b}}p_{3}p p_{4}, -E_{o\epsilon \mathrm{c}}, q_{\mathrm{b}}q\mathrm{a}q q_{4}t)$

$\equiv 0$ ,
$dt\vdash*d\tilde{t}=v_{1}(q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4})dt$,
$v_{1}(q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4})=2(q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2})$ . (23)

時間変換 $tarrow\tilde{t}$ は “Kepler 時間変換” と呼ばれる。Kepler 運動は拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上

で変数分離可能系である 4 次元調和振動子に変換された。
Kepler 運動は Hmiltonain(16) 以外に 2 つの保存量をもつ。角運動量

$\mathrm{h}=$ $(yp_{z}-zp_{y}, zp_{x}-xp_{z}, xp_{y}-yp_{x})$ (24)
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と Runge-Lenz ベクトル

$\mathrm{e}=($ ) (25)

である。Hamilton 関数 (14)、 角運動量 (24) うちの 3 つの独立な運動定数から、Kepler 運
動は完全可積分であることがわかる。Runge-Lenz ベクトル (25) はこれらの運動定数であ
り、 この存在により Kepler 運動は” 超可積分系” [7] となる。そのため、任意の有界な解軌
道は周期的な閉軌道となる。 これらの運動定数を $p_{1},p_{2},p_{3},p_{4},$ $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$ $q_{4}$ で表すと次のよ
うになる。

a) Hamilton 関数: $\mathcal{H}_{k\mathrm{e}pl-2}(p_{1},p_{2},p_{3},p_{4},$ $-E_{kepl},$ $q_{1},$ $q_{2},$ $q_{3},$
$q_{4},t\gamma$ ,

b) 角運動量

$\mathrm{h}_{kepl}(p_{1},p_{2}, q_{1}, q_{2})=.(\frac{1}{2}\{\begin{array}{l}(p_{1}q_{3}-p_{3}q_{1})-(p_{2}q_{4}-p_{4}q_{2})(p_{1}q_{2}-p_{2}q_{1})+(p_{3}q_{4}-p_{4}q_{3})\end{array})\frac{1}{2}p_{4}q_{1}-p_{1}q_{4})^{T}$ , (26)

c) Runge-Lenz ベクトル

$\mathrm{e}_{kepl}(p_{1},p_{2}, q_{1}, q_{2})=(-p_{1}^{2}+\frac{1}{4}\frac{1}{4}\{\begin{array}{lllll}p(12 3 4 2 38E_{kepl}(q_{1}q_{3}+q_{2}q_{4})-(p_{1}p_{3}+p_{2}p_{4}) 8E_{ke\mathrm{p}l}(q_{1}q_{2}-q_{3}q_{4})-(p_{1}p_{2}-p_{3}p_{4}) \end{array})p^{2}+p^{2}-p+8E_{kel}q^{2}-q^{2}-q^{2}-q_{4}^{2}))^{T}$ . (27)

2.3.2. 可積分 Henon-Heiles 系
Henon-Heiles 型力学系は天体力学 [4] でカオテイックな Hamilton 系として知られている。
Hamiltonian を変換することで、 この力学系は完全可積分な Henon-Heiles 型力学系に写
る。 Henon-Heiles 型力学系の 1 つに一般化 Hamilton 関数

$\mathcal{H}_{hh-1}(p_{x},p_{y}, -E_{hh}, q_{x}, q_{y}, t)=p_{x}^{2}+p_{y}^{2}+x^{2}+y^{2}+\frac{2}{3}x^{3}+2xy^{2}-E_{hh}$ (28)
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をもつものがある [11]。 ここで $E_{h\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ は $\mathcal{H}_{hh-1}(p,,p_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}, -E_{hh}, q_{x}, q_{\ovalbox{\tt\small REJECT}},t)\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ を満足するよう {こ
与えるものとする。 \nearrow の係数を -2/3 とすると (28) は非可積分な Henon-Heiles 系にな
る。 変数分離は $\mathcal{M}$ 上の正準変換

$q_{1}= \frac{1}{2}(x+y)$ , $q_{2}= \frac{1}{2}(x-y)$ ,

$p_{1}=p_{x}+Pv$ , $p_{2}=p_{x}-p_{y}$ , (29)

でなされる。一般化 Hamilton 関数 $\mathcal{H}_{hh-1}$ は正則なので、 時間変数 $t$ は変換されない (時
間変換は恒等変換となる)。 この変換により一般化 Hamilton 関数 (28) は

$\mathcal{H}_{hh-2}(p_{1}, p_{2}, -E_{hh}, q_{1}, q_{2}, t)=\frac{1}{2}(p_{1}^{2}$ 十 $p_{2}^{2}+U_{1}(q_{1})+U_{2}(q_{2}))\equiv 0$ (30)

となる。 ただし、 ポテンシャル関数は

$U_{j}(q_{j})= \frac{16}{3}q_{j}^{3}+4q_{j}^{2}-E_{hh}$ , $j=1,2$ (31)

である。 (30) は正準変数 $p_{1},p_{2},$ $q_{1},$ $q_{2}$ に対して変数分離形になっている。条件 (28) は (30)
となる。 一般化 Hamilton 関数 (30) をもつ力学系は St\"ackel 系で 2 つの運動定数 $K_{1},$ $K_{2}$

をもつ。 $K_{1},$ $K_{2}$ は

$(\mathrm{S}_{2}^{T})^{-1}(_{p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2})}p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1}))=(\begin{array}{l}K_{1}K_{2}\end{array})$ ,

$K_{1}=\mathcal{H}_{hh-2}(p_{1},p_{2}, -E_{hh}, q_{1}, q_{2},t)$ ,

$K_{2}= \frac{1}{2}(p_{1}^{2}-p_{2}^{2}+U_{1}(q_{1})-U(q_{2}))$ (32)

で与えられる。 (32) にある Stikel 行列は

$\mathrm{S}_{2}=\{$
1
1

である。

$-11)$ (33)

2.3.3. Holt 系
Holt 系は [6] は可積分な 2 次元 Hamilton 系である。 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上の一般化 Hamilton 関数 [11]

$\mathcal{H}_{h\iota t-1}(p_{\Phi}p_{w}-Ehlb\mathfrak{B}ut7=p_{x}^{2}+p_{y}^{2}+4\alpha^{2}x^{4/3}+\frac{9}{4}\alpha^{2}x^{-3/2}y^{2}+2\delta x^{-3/2}-2E_{hlt}$ (34)
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をもつ Holt 系を考える。 ただし $\alpha,$
$\delta,$ $E_{h1}$, は任意定数である。定数 $E_{h1}$, は $\mathcal{H}_{h’ t-1}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ を

満たすように選ぶ。 また Holt 系の時間変数力 q となっていることに注意する。正準変換

$q_{1}=x^{2/3}- \frac{1}{2\sqrt{3}\alpha}p_{y}$ , $q_{2}=x^{2/3}+ \frac{1}{2\sqrt{3}\alpha}p_{y}$ ,

$p_{1}=-p_{x}x^{1/3}+ \frac{3}{2}\alpha y$, $p_{2}=-p_{x}x^{1/3}- \frac{3}{2}\alpha y$ (35)

によって、 一般化 Hamilton 関数 (34) は Stikel 系の拡張された Hamiltonian

$\mathcal{H}_{hlt-2}(p_{1},p_{2},$ $-E_{hlt},$ $q_{1},$ $q_{2},$ $t7=(q_{1}+q_{2})^{-1}(p_{1}^{2}+p_{2}^{2}+U_{1}(q_{1})+U_{2}(q_{2}))\equiv 0$ (36)

となる。 ただし

$U_{j}(q_{j})=4\alpha^{2}q_{j}^{3}-2E_{hlt}q_{j}+2\delta$, $j=1,2$ (37)

である。 (36) を一般化 Hamilton 関数にもつ力学系は Stikel 系で 2 つの第一積分 $L_{1},$ $L_{2}$

をもつ。 $L_{1},$ $L_{2}$ は

$(\tilde{\mathrm{S}}_{3}^{-1})^{T}(\begin{array}{l}p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1})p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2})\end{array})=(\begin{array}{l}L_{1}L_{2}\end{array})$ ,

$L_{1}=\mathcal{H}_{hlt-2}(p_{1},p_{2},$ $-E_{hlt},$ $q_{1},$ $q_{2},$
$t\gamma$ ,

$L_{2}= \frac{q_{2}}{q_{1}+q_{2}}(p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1}))-\frac{q_{1}}{q_{1}+q_{2}}(p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2}))$ (38)

のように与えられる。 Stikel 行列は

$\overline{\mathrm{S}_{3}}=\{$

$q_{1}$

1
$-1q_{2})$ (39)

となる。
(34) を一般化 Hamilton 関数としてもつ Holt 系とは別に一般化 Hanilton 関数

$\mathcal{H}_{\epsilon}(p_{1}, p_{2}, -E_{\epsilon}, q_{1}, q_{2}, t)=\frac{1}{2}(p_{1}^{2}+p_{2}^{2}+U_{1}(q_{1})+U_{2}(q_{2}))\equiv 0$,

$E_{\epsilon}= \frac{q_{1}+q_{2}}{2}E_{hlt}$ (40)

をもつ Stikel 系を考える。 (37) で定義される $U_{1}(q_{1}),$ $U_{2}(q_{2})$ は Holt 系と同じポテンシャ
ルである。 $\delta$ は $\mathcal{H}_{\epsilon}(p_{1},p_{2}, -E_{s}, q_{1}, q_{2}, t)=0$ を満足するものとする。 この系の時間変数 $t$
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で、 2 つの保存量 $M_{1},$ $M_{2}$ をもつ。 $M_{1},$ $M_{2}$ は

$(\mathrm{S}_{3}^{-1})^{T}(_{p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2})}p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1}))=(\begin{array}{l}M_{1}M_{2}\end{array})$ ,

$M_{1}=\mathcal{H}_{s}(p_{1},p_{2}, -E_{\epsilon}, q_{1}, q_{2}, t)$,

$M_{2}= \frac{1}{2}(p_{1}^{2}+U_{1}(q_{1}))-\frac{1}{2}(p_{2}^{2}+U_{2}(q_{2}))$ (41)

で与えられる。 (41) にある St\"ackel 行列は

$\mathrm{S}_{3}=(\begin{array}{l}1\mathrm{l}1-1\end{array})$ (42)

である。 Holt 系と一般化 Hamilton 関数 (40) をもつ St\"ackel 系は共通のポテンシャル
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(q_{1}),$ $U_{2}(q_{2})$ をもち、 第 1 列目だけが異なる St\"ackel 行列に対応している。命題 1 から次
の関係が導かれる。

$\mathcal{H}_{\epsilon}(p_{1},p_{2}, -E_{\epsilon}, q_{1}, q_{2}, t)\equiv 0\mapsto*\mathcal{H}_{hlt-2}(p_{1},p_{2},$ $-E_{hlt},$ $q_{1},$ $q_{2},$
$t\gamma$

$=v_{3}^{-1}(q_{1}, q_{2})\mathcal{H}_{s}(p_{1},p_{2}, -E_{\epsilon}, q_{1}, q_{2},t)\equiv 0$ ,
$dt\vdasharrow d\tilde{t}=v_{3}(q_{1}, q_{2})dt$ ,

$v_{3}(q_{1}, q_{2})= \frac{q_{1}+q_{2}}{2}$ . (43)

3 新しい数値積分法

St\"ackel 系と関係のある力学系の離散化を行なう新しい数値積分法を説明する。この数値
積分法で力学系の全ての保存量が保存される。 この数値積分法を用いて、次節で 3 次元
Kepler 問題、 可積分 Henon-Heiles 系、 Holt 系の離散化を行なう。 この数値積分法は正則
化 $[13],[14]_{\text{、}}$ Stikel 系の変数分離 $[10]_{\text{、}}$ Hamilton 系のエネルギーを保存する離散化 (cf.
[2] $)$ に基づいたものである。
離散化は以下の手順で行なわれる。

i) 正準変換を用いて、元の力学系の一般化 Hamilton 関数を Stickel 系の一般化 Hamilton
関数に変換する。

$\mathrm{i}\mathrm{i})$ St\"ackel 系の一般化 Hamilton 関数が拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ で非正則な場合、 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ 上

での正準変換を用いて、 この系を全 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ で正則な一般化 Hamilton 関数をもつ別の
St\"ackel 系に変換する。得られた一般化 Hamilton 関数は、 互いに共役な正準変数の
組だけで表される Hamilton 関数の和の形をとる。 この変換は命題 1 で与えられた拡
張された正準変換 (7) の 1 種である。
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$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{i}\mathrm{i})$ で得られた一般化 Hamilton 関数をもつ Hamilton 系をエネルギーを保存する差分
法で離散化する。

$\mathrm{i}\mathrm{v})\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ で得られた離散力学系を $\mathrm{i}\mathrm{i}$ ) の正準変換の逆変換経由で $\mathrm{i}\mathrm{i}$) の非正則な St\"ackel 系
の離散版に変換する。

v) i) の逆正準変換を用いて、新しい離散時間力学系が $\mathrm{i}\mathrm{v}$) で与えられた離散時間力学系
から与えられる。

一般に時間変数は $\mathrm{i}\mathrm{i})_{\text{、}}\mathrm{i}\mathrm{v}$ ) の正準変換とその逆変換の前後で変わる (cf. t\rightarrow 0。 結果とし
て、 一般に不等間隔な時間ステップをもつ力学系が導かれることとなる。

4St\"ackel 系から導かれる離散時間可積分系

この節で、 23 節の 3 つの可積分系の離散化を行なう。ローマ数字 $\mathrm{i}$), $\cdots,$
$\mathrm{v}$) は前節で述べ

た離散化の段階を意味する。

4.1 離散 3 次元 Kepler 問題

4.1.13 次元 Kepler 問題の離散化

i) $\mathrm{K}\mathrm{S}$ 変換 (15) を経由して、一般化 Hamilton 関数 (14) 一般化 Hamilton 関数 (16) と
なる。 一般化 Hamilton 関数 (16) をもつ Hamilton 系は

$\frac{dq_{k}}{d\tilde{t}}=\frac{1}{4}\frac{p_{k}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}},$ $\frac{dp_{k}}{d\tilde{t}}=-\frac{1}{4}\frac{(p_{1}^{2}+p_{2}^{2}+p_{3}^{2}+p_{4}^{2})-8K^{2}}{q_{1}^{2}+q_{2}^{2}+q_{3}^{2}+q_{4}^{2}}q_{k}$ , $k=1,2,3,4(44)$

である。 ただし、 $\tilde{t}$ は時刻を示している。 (44) は St\"ackel 系である。

$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{i})$ の St\"a&el 系の St励$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 行列は (19) である。 これに対応する一般化 Hamilton 関数
(16) は原点 $(q_{1}, q_{2}, q_{3}, q_{4})=(0,0,0,0)$ で非正則である。命題 1 から i) の Stikel 系
は時間変数 $\tilde{t}$ をもつ 4 次元調和振動子となる。 4 次元調和振動子の一般化 Hamilton
関数 (20) は拡張された相空間 $\mathcal{M}_{\mathcal{E}}$ で正則である。 4 次元調和振動子の正準方程式は

$\frac{dq_{k}}{dt}=\frac{1}{4}p_{k}$ , $\frac{dp_{k}}{dt}=2E_{kepl}q_{k}$ , $k=1,2,3,4$ (45)

である。 4 次元調和振動子に対する Stickel 行列 (22) をもつ。 4 次元調和振動子と
Hamilton 系 (44) との関係は (23) で示される。
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$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})4$ 次元調和振動子 (45) はエネルギーを保存する離散法 (cf. [2], [5]) により次の形に
離散化される。

$\frac{Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}=\frac{P_{k}^{(j)}+P_{k}^{(j+1)}}{8}$ ,

$\frac{P_{k}^{(j+1)}-P_{k}^{(j)}}{s^{(0)}<\cdots<ss^{(j+1)}-s^{(j)}}=E_{kepl}(Q_{k}^{(j)}+Q_{k}^{(j+1)}),$

$,k=1,2,3,4(j-1)<s(j)<s(j+1)<\ldots$
’ $j=0,1\cdots$ ,

(46)

ここで s(力は不等間隔に増加し、 $P_{k}^{(j)},$ $Q_{k}^{(j)}$ は時刻 $s^{(j)}$ における $P_{k}$ , $Q_{k}$ の値である。

これら $s^{(j)},$ $P_{k}^{(j)},$ $Q_{k}^{(j)}$ はそれぞれ $t^{(j)},p_{k}^{(j)},$ $q_{k}^{(j)}$ の離散版である。離散時間 4 次元調和
振動子 (46) の軌道上では、任意の離散時刻 $s^{(j)}$ 一般化 Hamilton 関数 (20) は値 0 を
保つ。 即ち

$?l_{os\mathrm{c}}(P_{1}^{(j+1)},P_{2}^{(j+1)},P_{3}^{(j+1)},P_{4}^{(j+1)},-E_{os\mathrm{o}}Q_{1}^{(j+1)},Q_{2}^{(j+1)},Q_{3}^{(j+1)},Q_{4}^{(j+1)},t^{(j+1)})$

$=\mathcal{H}_{o\epsilon \mathrm{c}}(P_{1}^{(j)},P_{2}^{(j)},P_{3}^{(j)},P_{4}^{(j)},-E_{o\epsilon 0}Q_{1}^{(j)},Q_{2}^{(j)},Q_{3}^{(j)},Q_{4}^{(j)},t^{(j)})$

$\equiv 0$, $j=0,1,$ $\cdots$ . (47)

となる。 (47) (20) から定数 $E_{kepl}$ の値は

$E_{kepl}= \frac{1}{8}(\frac{(P_{1}^{(0)})^{2}+(P_{2}^{(0)})^{2}+(P_{3}^{(0)})^{2}+(P_{4}^{(0)})^{2}-8K^{2}}{(Q_{1}^{(0)})^{2}+(Q_{2}^{(0)})^{2}+(Q_{3}^{(0)})^{2}+(Q_{4}^{(0)})^{2}})$ (48)

となる。

$\mathrm{i}\mathrm{v})$ 次式 (49) で定義される新しい時間変数 $\tilde{s}^{(j)},j=0,1,$ $\cdots$ を導入する。

$\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}=2$ ((Q\mbox{\boldmath $\nu$}) $)$ 2+(Q2(j))2+(Q3(jゝ)2+(Q\mbox{\boldmath $\nu$})2) $(s^{(j+1)}-s^{(j)})$ . (49)

ただし、 (49) は Kepler の時間変換 (23) の離散版である。 (49) から離散 4 次元調和
振動子 (46) は正準方程式の離散版

$\frac{Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)}}{\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}}=\frac{P_{k}^{(j)}+P_{k}^{(j+1)}}{16((Q_{1}^{(j)})^{2}+(Q_{2}^{(j)})^{2}+(Q_{3}^{(j)})^{2}+(Q_{4}^{(j)})^{2})}$ ,

$\frac{P_{k}^{(j+1)}-P_{k}^{(j)}}{\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}}=E_{kepl^{\frac{Q_{k}^{(j)}+Q_{k}^{(j+1)}}{2((Q_{1}^{(j)})^{2}+(Q_{2}^{(j)})^{2}+(Q_{3}^{(j)})^{2}+(Q_{4}^{(j)})^{2})}}}$ ,

$k=1,2,3,4$, $j=0,1,$ $\cdots$ (50)
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に変換される。 さらに時間変換 (49) に対して以下の関係が成り立つ。
$\mathcal{H}_{o\epsilon \mathrm{c}}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, -E_{o\epsilon 0}Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)}, s^{(j)})\equiv 0$

$\vdash*\mathcal{H}_{kepl-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, -E_{kepb}Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$

$=v_{1}^{-1}(Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})\mathcal{H}_{os\mathrm{c}}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, -E_{os\mathrm{o}}Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$

$\equiv 0$ ,
$s^{(j+1)}-s^{(j)}$。$\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}=v_{1}(Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})(s^{(j+1)}-s^{(\mathrm{j})})$ ,

$v_{1}(Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})=2((Q_{1}^{(j)})^{2}+(Q_{2}^{(j)})^{2}+(Q_{3}^{(j)})^{2}+(Q_{4}^{(j)})^{2})$,

$j=0,1,$ $\cdots$ . (51)

(50) は一般化 Hamilton 関数 $\mathcal{H}_{kepl-2}$ の値を 0 に保つ。 (50) は 3 次元 Kepler 問題
の離散版であるので、離散 3 次元 Kepler 問題と呼ぶことにする。

注意 1.
エネルギー値 (48) をもつ離散 Kepler 問題 (50) は陽的な不等間隔離散幅をもつ 4 次
元調和振動子の離散版とみなせる。KS 変換 (15) の逆変換を用いて、離散 Kepler 問題
(50) は $p_{x},p_{y},p_{z},$ $x,$ $y,$ $z$ の離散版変数 $P_{X},$ $P_{\mathrm{Y}},$ $P_{Z},$ $X,$ $\mathrm{Y},$ $Z$ で書き換えられる。 しかし、 得
られた離散方程式は非常に複雑なものとなり、 $P_{X}^{(j)},$ $P_{\mathrm{Y}}^{(j)},$ $P_{Z}^{(j)},$ $X^{(j)},$ $\mathrm{Y}^{(j)},$ $Z^{(j)}$ から陽的に

$P_{X}^{(j+1)},$ $P_{\mathrm{Y}}^{(j+1)},$ $P_{Z}^{(j+1)},$ $X^{(j+1)},$ $\mathrm{Y}^{(j+1)},$ $Z^{(j+1)}$ を計算できるものに変形できない。

4.1.2 離散 Kepler 問題の性質
$\mathrm{i}\mathrm{v})$ で述べたように、時間変換 (50) で $\mathcal{H}_{kepl-2}$ は 0 を保つ。 (50) は他にも保存量をもつ。

Theorem 2. 離散 Kepler 問題 (50) は次の 3 つの運動定数をもつ。
a) Hamilton 関数の離散近似

$\mathcal{H}_{d-k\mathrm{e}pl}(P_{1}^{(\mathrm{j})},$ $P_{2}^{(j)}$ , P3(カ, $P_{4}^{(j)},$ $Q_{1}^{(j)},$ $Q_{2}^{(j)},$ $Q_{3}^{(j)},$ $Q_{4}^{(j)}$ )
$:=\mathcal{H}_{kepl-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, -E_{kepl}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$, (52)

b) 角運動量の離散近似

$h_{d}$ ( $P\}^{D},P_{2}^{\mathrm{t}D}$,弓$(j),P_{4}^{(D},Q\nu$), $Q_{2}(j),Q_{3}(j),Q_{4}(j^{)})$

$:=( \frac{1}{2}\{\begin{array}{lllll} 41 1 4 (P_{1}^{(j)}Q_{3}^{(j)}- P_{3}^{(j)}Q_{1}^{(j)})-(P_{2}^{(j)}Q_{4}^{(j)}- P_{4}^{(j)}Q_{2}^{(j)})(P_{1}^{(j)}Q_{2}^{(j)}- P_{2}^{(j)}Q_{1}^{(j)})+(P_{3}^{(j)}Q_{4}^{(j)}-P_{4}^{(j)}Q_{3}^{(j)}) \end{array}) \frac{1}{2}P^{(j)}Q^{(j)}-P^{(j)}Q^{(j)})$ , (53)
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c) Runge-Lenz ベクトルの離散近似

$\mathrm{e}_{d-kepl}(P_{1}^{(j)},P_{2}^{(j)},P_{3}^{(j)},P_{4}^{(j)},Q_{1}^{(j)},Q_{2}^{(j)},Q_{3}^{(j)},Q_{4}^{(j)})$

$-(Q_{4}^{(j}\forall)\}^{T}54)$

注意 2. 元の連続時間変数をもつ Kepler 問題の保存量の形とは全く同じものである。

$\mathcal{H}_{d-kepl}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})$

$=\mathcal{H}_{kepl-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, -E_{kepl}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$ ,
$\mathrm{h}_{d-kepl}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})$

$=\mathrm{h}_{kepl}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(\mathrm{j})}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})$,
$\mathrm{e}_{d-kepl}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})$

$=\mathrm{e}_{kepl}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, P_{3}^{(j)}, P_{4}^{(j)}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, Q_{3}^{(j)}, Q_{4}^{(j)})$ . (55)

ここで離散 Kepler 問題 (50) は連続時間 3 次元 Kepler 問題の全ての運動定数 (特に Runge-
Lenz ベクトル) を保存する。 この性質は Kepler 問題の数値積分スキーム、例えばシンプ
レクティック数値積分法 $[16, 17]$ 、 エネルギーを保存するスキーム [2] のものとは異なるも
のである。

4.2. 離散可積分 Henon-Heiles 系

4.2.1. 可積分 Henon-Heiles 系の離散化

i) 正準変換 (29) で一般化 Hamilton 関数 (28) は一般化 Hamilton 関数 (30) に変形さ
れる。 Ha而 lton 関数 (30) をもつ Hamilton 系は

$\frac{dq_{k}}{dt}=p_{k}$ , $\frac{dp_{k}}{dt}=-8q_{k}^{2}-4q_{k}$ , $k=1,2$ . (56)

ただし $t$ は時間変数である。 (56) は Stikel 系である。

$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{i})$ で得られた Stickel 行列 (33) に対応する Stickel 系である。一般化 Hamilton 関数
(30) は相空間全体で正則かつ変数分離可能になっている。
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$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ Hamilton 系 (56) はエネルギーを保存する離散法によって

$\frac{Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}=\frac{P_{k}^{(j)}+P_{k}^{(j+1)}}{2}$ ,

$\frac{P_{k}^{(j+1)}-P_{k}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}=-\frac{8((Q_{k}^{(j+1)})^{3}-(Q_{k}^{(j)})^{3})+6((Q_{k}^{(j+1)})^{2}-(Q_{k}^{(j)})^{2})}{3(Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)})}$

$s^{(0)}<\cdots<s^{(j-1)}<s^{(j)}<s^{(j+1)}<\cdots$ , (57)

と離散化される。ここで、 s(力は離散時間変数で $P_{k}^{(j)},$ $Q_{k}^{(j)}$ は時刻 $s^{(j)}$ における $P_{k}$ , $Q_{k}$

の値である。 $P_{k}^{(0)}=p_{k}(0),$ $Q_{k}^{(0)}=q_{k}(0)$ であり、 $P_{k}$ , $Q_{k}$ は正準変数 $p_{k},$ $q_{k}$ の離散版で
ある。離散時間可積分 Henon-Heiles 系 (57) の軌道上では任意の離散時刻 $s^{(j)}$ で一般
化 Hamilton 関数 (30) の値は 0 となる。即ち

$\mathcal{H}_{hh-2}(P_{1}^{(j+1)}, P_{2}^{(j+1)}, -E_{hh}, Q_{1}^{(j+1)}, Q_{2}^{(j+1)}, s^{(j+1)})$

$=\mathcal{H}_{hh-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{hh}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, s^{(j)})\equiv 0$, $j=0,1,$ $\cdots$ (58)
が成り立つ。 (58) から運動定数 $E_{1,hh},$ $E_{2,hh}$ の値は

$E_{k,hh}= \frac{1}{2}(P_{k}^{(0)})^{2}+\frac{8}{3}(Q_{k}^{(0)})^{3}+2(Q_{k}^{(0)})^{2}$, $k=1,2$, (59)

となる。 ここで、 Ehh=El,い十 $E_{2,hh}$ である。

$\mathrm{i}\mathrm{v})\mathrm{i}\mathrm{v})$ はこの離散化では省略される。

v) 正準変換 (29) の逆変換で離散時間系 (57) は

$\frac{X^{(j+1)}-X^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}$
$=$ $P_{X}^{(j+1)}+P_{X}^{(j)}$ , $\frac{\mathrm{Y}^{(j+1)}-\mathrm{Y}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}=P_{\mathrm{Y}}^{(j+1)}+P_{\mathrm{Y}}^{(j)}$ ,

$\frac{P_{X}^{(j+1)}-P_{X}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}$

$=$ $- \frac{2}{3}(((X^{(j+1)})^{2}+X^{(j+1)}X^{(j)}+(X^{(j)})^{2})$

$+((\mathrm{Y}^{(j+1)})^{2}+\mathrm{Y}^{(j+1)}\mathrm{Y}^{(j)}+(\mathrm{Y}^{(j)})^{2}))-(X^{(j+1)}+X^{(j)})$ ,

$\frac{P_{\mathrm{Y}}^{(j+1)}-P_{\mathrm{Y}}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}$

$=$ $- \frac{2}{3}(2X^{(j+1)}\mathrm{Y}^{(j+1)}+2X^{(j)}\mathrm{Y}^{(j)}$

$s^{(0)}<\cdots<$ $s^{(j-1)}$

$<s^{(j)}<s^{(j+1)}<+X^{(j+1)}\mathrm{Y}^{(j)}+X^{(j)}\ldots \mathrm{Y}^{(j+1)}.)-(\mathrm{Y}^{(j+1)}+\mathrm{Y}^{(j)})$

,
(60)

に変換される。 (60) は $\mathcal{H}_{hh-2}$ の値を 0 に保つ。 (60) を離散可積分 Henon-Hieles 系
と呼ぶことにする。
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2. 離散可積分 Henon-Heiles 系の運動定数
離散可積分 $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}- \mathrm{H}\mathrm{e}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{e}\mathrm{s}$ 系 (60) は次の 2 つの定数を持つ。

a) Hamilton 関数の離散近似

$f\ell_{d}$-いー’(Pk), $P_{\mathrm{Y}}^{(j)},$ $X^{(j)},$ $\mathrm{Y}^{(j)}):=\mathcal{H}_{hh-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, -E_{hh}, X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)}, s^{(j)})$ , (61)

b)(32) の運動定数 $K_{2}$ の離散近似

$K_{2,d-hh-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)},X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)})$ $:=$ $2P_{X}^{(j)}P_{\mathrm{Y}}^{(j)}+4(X^{(j)})^{2} \mathrm{Y}^{(j)}+\frac{4}{3}(\mathrm{Y}^{(j)})^{3}$

$+4X^{(j)}\mathrm{Y}^{(j)}-E_{1,hh}+E_{2,hh}$. (62)

この場合 (57) は (32) の $K_{1},$ $K_{2}$ を一定値に保つ。 (29) の逆正準変換で $K_{1},$ $K_{2}$ はそれぞれ
(61) (62) の右辺になる。

$K_{1}$ $=\mathcal{H}_{hh-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{hh}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, s^{(j)})$

$=\mathcal{H}_{hh-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, -E_{hh}, X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)}, s^{(j)})$ ,

$K_{2}$ $=$ $\frac{1}{2}((P_{1}^{(j)})^{2}-(P_{2}^{(j)})^{2})+\frac{8}{3}((Q_{1}^{(j)})^{3}-(Q_{2}^{(j)})^{3})+2((Q_{1}^{(j)})^{2}-(Q_{2}^{(j)})^{2})$

$=$ $K_{2,d-hh-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)})$ ,

から、 (61) (62) は離散可積分 Henon-Heiles 系 (60) の運動定数となることが示された。

4.3. 離散 Holt 系

4.3.1. 離散 Holt 系の離散化

i) 正準変数 (35) 経由で、 一般化 Hamilton 関数 (34) は一般化 Hamilton 関数 (36) に
写る。 一般化 Hamilton 関数 (36) に対する正準方程式は

$\frac{dq_{k}}{d\tilde{t}}=\frac{2p_{k}}{q_{1}+q_{2}}$ , $\frac{dp_{k}}{d\tilde{t}}=\frac{2E_{hlt}-12\alpha^{2}q_{k}^{2}}{q_{1}+q_{2}}$ , $k=1,2$ (63)

である。 ただし $\tilde{t}$ は時間変数である。 これは Stikel 系である。
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$\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{i})$ の $\mathrm{S}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 系は $\mathrm{S}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 行列 (39) に対応している。 この系の Hamilton 関数は相
空間内の直線 $\ovalbox{\tt\small REJECT}+q_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ 上では非正則である。命題 1 からこの $\mathrm{S}\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{c}\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{l}$ 系 (63) は
Hamilton 関数 $\mathcal{H}_{s}(p_{\mathrm{S}},p_{2}, -E_{s}, \ovalbox{\tt\small REJECT}, q_{2}, t)(40)$ に対応する。 ここで時間変数は $t$ である。
Hamilton 関数 $\mathcal{H}_{s}$ は相空間全体で正則である。導かれた Hamilton 系は非調和振動子

$\frac{dq_{k}}{dt}=p_{k}$ ,

$\frac{dp_{k}}{dt}=E_{hlt}-6\alpha^{2}q_{k}^{2}$ , $k=1,2$ (64)

である。 この系の St\"ackel 行列は (42) である。Holt 系と Hamflton 系 (64) との関係
は (43) で表される。

$\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ Holt 系の正準方程式 (63) はエネルギーを保存する離散法 (cf. $[2],[5]$ ) で次のように
離散化される。

$\frac{Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)}}{s^{(j+1)}-s^{(j)}}=\frac{P_{k}^{(j)}+P_{k}^{(j+1)}}{2}$ ,

$\frac{P_{k}^{(j+1)}-P_{k}^{(j)}}{s^{(0)}<\cdots<ss^{(j+1)}-s^{(j)}}=E_{hlt}-2\alpha^{2}((Q_{k}^{(j+1)})^{2}+(Q_{k}^{(j+1)})(Q_{k}^{(j)})+(Q_{k}^{(j)})^{2})(j-1)<s^{(j)}<s^{(j+1)}<\cdots.$ ’

(65)

ここで $s^{(j)}$ は離散時間変数であり、 $P_{k}^{(j)},$ $Q_{k}^{(j)}$ は離散時刻 $s^{(j)}$ で $P_{k}^{(0)}=p_{k}(0),$ $Q_{k}^{(0)}=$

$q_{k}(0)$ を満たす。 離散時間力学系 (65) の軌道上で一般化� amilton 関数 (40) は任意
の離散時刻 s(力に対して一定値をとる。即ち

$\mathcal{H}_{s}(P_{1}^{(j+1)}, P_{2}^{(j+1)}, -E_{\epsilon}, Q_{1}^{(j+1)}, Q_{2}^{(j+1)}, s^{(j+1)})$

$=\mathcal{H}_{\epsilon}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{\epsilon}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, s^{(j)}),j=0,1,$ $\cdots$ (66)

である。条件 (40) から $\mathcal{H}_{\epsilon}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{s}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, s^{(j)})=0$ となる。 (66) から定数
値 $E_{hlt}$ は

$E_{hlt}= \frac{(P_{1}^{(0)})^{2}+(P_{2}(0))^{2}+4\alpha^{2}((Q_{1}^{(0)})^{3}+(Q_{2}^{(0)})^{3})}{2(Q_{1}^{(0)}+Q_{2}^{(0)})}$ (67)

となる。

$\mathrm{i}\mathrm{v})$

$\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}=\frac{Q_{1}^{(j)}+Q_{2}^{(j)}}{2}(s^{(j+1)}-s^{(j)})$ (68)
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で定義される新しい離散時間変数 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\circ)},j\ovalbox{\tt\small REJECT}\circ,$ $1,$ $\cdots$ を導入する。 ここで (68) は (43)
の離散近似である。 (43) から、 離散時間非調和振動子 (65) は

$\frac{Q_{k}^{(j+1)}-Q_{k}^{(j)}}{\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}}=\frac{P_{k}^{(j+1)}+P_{k}^{(j)}}{Q_{1}^{(j)}+Q_{2}^{(j)}}$ ,

$\frac{P_{k}^{(j+1)}-P_{k}^{(j)}}{\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}}=\frac{2E_{hlt}-4\alpha^{2}((Q_{k}^{(j+1)})^{2}+Q_{k}^{(j+1)}Q_{k}^{(j)}+(Q_{k}^{(j)})7}{Q_{1}^{(j)}+Q_{2}^{(j)}},$ $k=1,2$ (69)

と変形される。 さらに (68) から 2 つの力学系間の関係

$\mathcal{H}_{\epsilon}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{\epsilon}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)}, s^{(j)})\equiv 0$

$\vdasharrow \mathcal{H}_{hlt-2}(P_{1}^{(j)},$ $P_{2}^{(j)},$ $-E_{hlt},$ $Q_{1}^{(j)}$ , Q2(jゝ, $\tilde{s}^{(j)}$ )
$=v_{3}^{-1}(Q_{1}^{(j)}$ , Q2(jゝ)H8(P7(j), $P_{2}^{(j)},$ $-E_{\epsilon},$ $Q_{1}^{(j)},$ $Q_{2}^{(j)},$ $s^{(j)}$ ) $\equiv 0$ ,

$s^{(j+1)}-s^{(j)}$。$\tilde{s}^{(j+1)}-\tilde{s}^{(j)}=v_{3}(Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)})(s^{(j+1)}-s^{(j)})$ ,

$v_{3}(Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)})= \frac{Q_{1}^{(j)}+Q_{2}^{(j)}}{2}$ , $j=1,2,$ $\cdots$ . (70)

が得られる。 (69) は $\mathcal{H}_{hlt-2}$ の値を 0 に保つ。 (69) を離散 Holt 系と呼ぶことにする。

v) 正準変数 (35) の逆変換を用いて、離散 Holt 系の $P_{1}^{(j)},$ $P_{2}^{(j)},$ $Q_{1}^{(j)},$ $Q_{2}^{(j)}$ から $X^{(j)},$ $\mathrm{Y}^{(j)},$ $P_{X}^{(j)}$ ,
$P_{\mathrm{Y}}^{(j)}$ が得られる。

4.3.2. 離散 Holt 系の運動定数

離散 Holt 系 (69) は以下の 2 つの運動定数をもつ。

a) Hamilton 関数の離散近似

$\mathcal{H}_{d-hlt}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, Q_{X}^{(j)}, Q_{\mathrm{Y}}^{(j)}):=\mathcal{H}_{hlt-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, -E_{hlt},X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$. (71)
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b)(38) にある $L_{2}$ の離散近似

$L_{2,d-hlt-1}(P_{X}^{(j)},P_{\mathrm{Y}}^{(j)},X^{(j)},\mathrm{Y}^{(j)})$

$:= \frac{(P_{X}^{(j}\forall P_{\mathrm{Y}}^{(j)}}{2\sqrt{3}\alpha}+\frac{(P_{\mathrm{Y}}^{(j)})^{3}}{3\sqrt{3}\alpha}-\frac{4\alpha P_{\mathrm{Y}}^{(j)}X^{4/3}}{\sqrt{3}}-3\alpha P_{X}^{(j)}(X^{(j)})^{1/3}\mathrm{Y}^{(j)}$

$+ \frac{3\sqrt{3}\alpha(X^{(j)})^{-2/3}(\mathrm{Y}^{(j)})^{2}P_{\mathrm{Y}}^{(j)}}{8}+\frac{\delta(X^{(j)})^{-3/2}P_{\mathrm{Y}}^{(j)}}{\sqrt{3}\alpha}$ (72)

(65) が $L_{1}$ and $L_{2}$ を定数に保つことを示すのは容易である。正準変換 (35) の逆変換で $L_{1^{\text{、}}}$

$L_{2}$ はそれぞれ (71) (72) となる。

$L_{1}$ $=$ $\mathcal{H}_{hlt-2}(P_{1}^{(j)}, P_{2}^{(j)}, -E_{hlt}, Q_{1}^{(j)}, Q_{2}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$

$=\mathcal{H}_{hlt-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)}, -E_{hlt}, X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)},\tilde{s}^{(j)})$ ,
$L_{2}$ $=$ $L_{2,d-hh-1}(P_{X}^{(j)}, P_{\mathrm{Y}}^{(j)},X^{(j)}, \mathrm{Y}^{(j)})$ ,

が成り立つので、 (71) (72) は離散 Holt 系の運動定数となることがわかる。

5 まとめ

Stickel 系に対する新しい数値積分法を提案した。元の Stikel 系の Hamilton 関数が非正
則である場合、適当に拡張された正準変換によって、正則かつ変数分離形な Stikel 系の
Hamilton 関数に変換される。変数分離で出てくる正準変数をもつ St\"ackel 系の離散法とし
て Greenspan のエネルギーを保存する離散法を用いた。Greenspan 流の離散法と拡張され
た正準変換から得られた Stikel 系の離散方程式は元の力学系のもつ全ての保存量を保つ。
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