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1. 序

本稿では, 無限 Coxeter群とその 「境 $\text{界}\wedge$」 と呼ばれる空間に関して得られた結

果を紹介する.
まず, Coxeter群と Coxeter系の定義を与える.

Definition 11. 有限集合 $S$ と写像 $m:S\cross Sarrow \mathrm{N}\cup\{\infty\}$ で次の条件をみたす

ものを考える.

(1) すべての $s,$ $t\in S$ [こついて $m(s,$ $t)=m(t, s)$ ,
(2) すべての $s\in S$ {こついて $m(s, s)=1$ ,

(3) 相異なるすべての $s,$ $t\in S$ [こつ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て $m(s, t)\geq 2$ .
このような $S$ と $m$ [こよって

$W=\langle$ $S|(st)^{m(s,t)}=1$ for $s,$ $t\in S\rangle$

と表現される群 $W$ を Coxeter 群とよひ, $(W, S)$ の組を Coxeter 系と呼ぶ. ま

た, 更に条件

(4) 相異なるすべての $s,$ $t\in S$ [こついて $m(s, t)=2$ or oo

をみたすとき, $(W, S)$ を righ-angled Coxeter 系とよぶ.

Coxeter系に対して parabolic 部分群とよばれる部分群が定義される.

Definition 12. Coxeter 系 $(W, S)$ と $S$ の部分集合 $T$ に対して, $W_{T}$ を $T$ によっ

て生成される $W$ の部分群とする. このような $W_{T}$ を parabolic部分群とよぶ.

Remark. Coxeter 系 $(W, S)$ と $S$ の部分集合 $T$ に対して, 上述の定義どおり Cox-
eter ffl $W\emptyset\grave{\grave{>}}$

$W=\langle$ $S|(st)^{m(s,t)}=1$ for $s,$ $t\in S\rangle$
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と表現されているとき, parabolic 部分群 $W_{T}$ は

$W_{T}=\langle$ $T|(st)^{m|\tau \mathrm{x}T(s,t)}=1$ for $s,$ $t\in T\rangle$

と表現できることが知られている (cf. [Bo]). 従って, $(W_{T}, T)$ は再び Coxeter 系
となる.

Coxeter系を視覚的に捕らえるため, Coxeter diagram を定義する.

Definition 13. 有限の頂点をもち, ループをもたず, 二つの頂点を結ぶ edge は
高々一つである重みつきグラフ $\Gamma$ で, 各 edge に対応する数字は 2 以上の整数で
あるとき, $\Gamma$ を Coxeter diagram とよぶ.

Coxeter 系 $(W, S)$ に対して, Coxeter diagram $\Gamma(W, S)$ を次の方法で一意的に
定めることができる:

(1) $\Gamma(W, S)$ の vertex set を $S$ とする.
(2) $s,$ $t\in S$ [こ対して, $m(s, t)<\infty$ のとき [こ限り $s$ と $t$ は edge で結ばれて
いるとする.

(3) $s,$ $t\in S$ (こ対して, $s$ と $t$ が edge で結ばれているとき, この edge Iこ対し
て整数 $m(s, t)$ を対応させる.

逆の方法により, Coxeter diagram に対して Coxeter 系が定義される. このよう
に Coxeter 系と Coxeter diagram は対応がつく.
直接扱うことが難しい無限 Coxeter群に対して, 近年, 幾何的なものを対応さ

せて性質を調べることが活発に行われている. Coxeter 系から simplicial complex
$L(W, S)$ と CAT(0) 空間 $\Sigma(W, S)$ を定義する.

Definition 14. Coxeter 系 $(W, S)$ に対して, simplicial complex $L(W, S)$ を次
で定義する:

(1) $L(W, S)$ の vertex set を $S$ とする.
(2) $S$ の空でない部分集合 $T$ は, . $W_{T}$ が有限のときに限り $L(W, S)$ の simplex
を張るとする.

Definition 15. $(W, S)$ を Coxeter 系とする. このとき, 離散位相を入れた $W$

と $L(W, S)$ の cone $CL(W, S)$ の基底空間 $|CL(W, S)|$ の積 $W\cross|CL(W, S)|$ 上の

同値関係 $\sim$ を次で定める: $(w_{1}, x_{1}),$ $(w_{2}, x_{2})\in W\cross|CL(W, S)|$ について

$(w_{1}, x_{1})\sim(w_{2},x_{2})\Leftrightarrow x_{1}=x_{2}$ and $w_{1}^{-1}w_{2}\in W_{V(x_{1})}$ ,

ただし $V(x)=\{s\in S|x\in \mathrm{S}\mathrm{t}(s, \mathrm{s}\mathrm{d}L(W, S))\}$ . ここで, St(s, $\mathrm{s}\mathrm{d}L(W,$ $S)$ ) [ま

$L(W, S)$ の重心細分 $\mathrm{s}\mathrm{d}L(W, S)$ [こおける $s$ の closed star をあらわす. このとき,

$\Sigma(W, S):=(W\cross|CL(W, S)|)/\sim$
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と定義する. $\Sigma(W_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}S)$ は contractible となり ([D1]), 1-skeleton が $W$ の $S$ に関
する Cayley graph となるような $\mathrm{C}\mathrm{W}$-complex とみなすことができる ([D2]) こと
が知られている. このとき, 自然な距離に関して $\Sigma(W_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}S)$ は CAT(0) 空間とな
ることが $\mathrm{G}$ Moussong (こよって示されて $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ る ([M]).

一般に CAT(0) 空間は境界と呼ばれる空間を付け加えることによりコンパクト
化される.

Definition 16. CAT(0) 空間 $X$ に対して, $X$ の境界�$X$ を

�$X=$ { $\xi$ : [0, $\infty)arrow X$ geodesic ray $|\xi(0)=x_{0}$ }

と定義する. ただし $x_{0}\in X$ である. 実際には�$X$ は $x_{0}$ の取り方によらないこ

とが知られている ([BH]).

Coxeter 系の 「境界」 の定義は以下の通りである.

Definition 17. Coxeter系 $(W, S)$ から定義される CAT(0) 空間 $\Sigma(W, S)$ の境界
�$\Sigma(W, S)$ を Coxeter 系 $(W, S)$ の境界とよぶ.

Coxeter 群 $W$ の代数的な性質とこの境界 $\partial\Sigma(W, S)$ の幾何的な性質を調べる
ことが本研究における目的である.

2. RIGIDITY

一般に Coxeter群によって Coxeter系は決定されないことが知られている.

Example ([Bo, p.38 Exercise 8]). 以下の Figure 1 の diagram で定義される二
つの Coxeter群は同型となることが知られている.

6

FIGURE 1. Two distinct Coxeter diagrams for $D_{6}$

Example ([Mu]). 以下の Figure 2 の diagram で定義される二つの Coxeter群
は同型となることが, B.M\"uhlherr([Mu]) によって示されている.
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FIGURE 2. Coxeter diagrams for isomorphic Coxeter groups

有限な Coxeter群については [Bo] #こみられるように, 完全に分類が与えられ

るなど, ある程度のことがわかっているのだが, 無限な場合についてはまだほと
んど分かつていない状況にある. Coxeter群の代数的な rigidity の問題として次
の問題がある.

Problem (Charny and Davis [CD]). どのような条件下で Coxeter群は Cox-
eter系を決定するのか

Coxeter系の境界に関しては, A.N.Dranishnikov による次の予想がある.

Rigidity Conjecture (Dranishnikov [Dr2]). Coxeter 系 $(W, S),$ $(W’, S’)$ に対

して, Coxeter群 $W$ と $W’$ が同型ならば, 境界�$\Sigma(W, S)$ と�$\Sigma(W’, S’)$ は同相

となるであろう.

この二つの rigidity の問題について, 特に Coxeter 系が right-angled な場合に
関して研究を行った. Right-angled Coxeter系については, Tits の結果 (cf. [Br2,
p.50]) から次の word に関する性質が得られる.

Lemma 2.1. Right-angled Coxeter $\text{系_{}\backslash }(W, S)[]_{-}^{_{\vee\supset\mathrm{A}}}$ ’-C, $w\in Wl\grave{\grave{:}}w=s_{1}\cdots s_{l}$

$(s_{i}\in S)$ と表せていて, $\ell(w)=l$ であるとする. このとき, $t,$ $t’\in S$ [こついて,

$\ell(t(s_{1}\cdots s_{l}))=l+1$ かつ $twt’=w$ ならば, $t=t$’で $ts_{i}=s:t(i=1, \ldots, l)$ が

成り立つ.

この代数的な性質を用いて, 次の定理を証明した.

Theorem 22([H3]). Coxeter 系 $(W, S),$ $(W’, S’)$ [こついて, Coxeter群 $W$ と

$W’$ が同型で $(W, S)$ が right-angled ならば, $(W, S)$ と $(W’, S’)$ {ま Coxeter系と
して同型となる. 特に, 境界�$\Sigma(W, S)$ と�$\Sigma(W’, S’)$ は同相となる.

これは, Dranishnikov の rigidity conjecture が, right-angled の場合には正し
いことを示している.
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3. COHOMOLOGY

Coxeter 群 $W$ の群環 $\mathbb{Z}W$ 上の cohomology $H^{*}(W;\mathbb{Z}W)$ と, CAT(0) 空
間 $\Sigma(W, S)$ の compact support の cohomology $H_{c}^{*}(\Sigma(W, S))$ , そして 境界
�$\Sigma(W, S)$ の reduced $\check{\mathrm{C}}\mathrm{e}\mathrm{c}\mathrm{h}$ cohomology $\check{H}^{*}(\partial\Sigma(W, S))$ の間には次のような関係
がある ([Brl], [D3]).

$H^{*}(W;\mathbb{Z}W)\cong H_{c}^{*}(\Sigma(W, S))\cong\check{H}^{*-1}(\partial\Sigma(W, S))$

これらの cohomology に関して, M.W.Davis によって次の公式が与えられた.

Theorem 3.1 (Davis [D3]). Coxeter系 $(W, S)$ [こついて, 次のアーベ Jレ群とし
ての同型が成り立つ.

$H^{*}(W;\mathbb{Z}W)\cong H_{c}^{*}(\Sigma(W, S))\cong\check{H}^{*-1}(\partial\Sigma(W, S))$

$\cong\oplus(\mathbb{Z}(W^{T})\otimes\tilde{H}^{*-1}(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)))W_{T}isfintteT\subset S^{\cdot}$

ここで $\tilde{H}^{*}$ は reduced cohomology をあらわし, $\mathbb{Z}(W^{T})$ [ま $W^{T}$ 上の free abelian
group をあらわす. ただし $W^{T}$ の定義は次のとおりである. まず, 各 $w\in W$ に

対して $S(w)=\{s\in S|\ell(ws)<\ell(w)\}$ と定義する. ここで $\ell(w)$ {ま $w$ を表現す
る $S$ の元のワードの長さの最小値である. このとき, $S$ の部分集合 $T$ に対して

$W^{T}=\{w\in W|S(w)=T\}$ と定義する.

この公式により, Coxeter群の cohomolo釘は原理的に計算することが可能と
なったのだが, 定義からもわかるように, 各 $T\subset S$ に対して $W^{T}$ の元の個数を実
際に求めるのは困難である. この Davis の公式を単純化するのに次の $\mathrm{F}.\mathrm{T}.$Farrell
の結果を用いた.

Theorem 3.2 (Farrell [F]). $\Gamma$ を type $FP$ の finitely presented な群とし, $n=$

$\min\{i|H^{i}(\Gamma;\mathbb{Z}\Gamma)\neq 0\}$ とする. このとき $H^{n}(\Gamma;\mathbb{Z}\Gamma)$ が有限生成なアーベル群なら
ば, $\Gamma$ は $n$ -dimensional Poincar\’e duality group となる, すなわち, $H^{n}(\Gamma;\mathbb{Z}\Gamma)\cong \mathbb{Z}$

で $i\neq n$ [こついて $H^{i}(\Gamma;\mathbb{Z}\Gamma)=0$ となる.

いま Coxeter 系 $(W, S)$ に対して一意的に決まる $S$ の部分集合 $\tilde{S}$ の定義を与え
る: $S$ の分割 $\{S_{1}, \ldots, S_{f}\}$ で, 各 $(W_{\dot{*}}, S_{\dot{l}})$ が既約で

$W=W_{S_{1}}\cross\cdots\cross W_{S_{r}}$

となるものを考え,
$\tilde{S}=\cup$ { $S_{i}|W_{S}.\cdot$ は無限群}
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と定義する. この $\tilde{S}$ について, $L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)$ が contractible でなく $W^{T}$ が有限

ならば, $T=S\backslash \tilde{S}$ となり, $W^{T}$ は一点集合となることを Theorem 32を用いて

示した. また, $S\backslash \tilde{S}\not\subset T$ で $W_{T}$ が有限ならば $L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)$ {ま contractible と

なることも示すことができる. 以上の考察により, Theorem 3.1 を以下のように
単純化した.

Theorem 33([H1]). Coxeter系 $(W, S)$ (こついて, 次の同型が成り立つ.

$H^{*}(W;\mathbb{Z}W)\cong\check{H}^{*-1}(\partial\Sigma(W, S))$

$\cong\tilde{H}^{*-1}(L(W_{\overline{S}},\tilde{S}))\oplus($
$\bigoplus_{T\subset S}$

$\bigoplus_{\mathbb{Z}}\tilde{H}^{*-1}(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T)))$ .

$W_{T^{is_{\mathrm{C}T}},s\backslash f\tilde{s}_{\neq}^{inite}}$

この定理から, 次の系を得る.

Corollary 34([H1]). Coxeter系 $(W, S)$ [こついて次{ま同値

(1) $H^{i}(W;\mathbb{Z}W)$ は有限生成である;
(2) $H^{:}(W;\mathbb{Z}W)\cong\tilde{H}^{i-1}(L(W_{\overline{S}},\tilde{S}))$ ;
(3) $W_{T}$ が有限となる $T\subset S$ について,

$S\backslash \tilde{S}\subset\neq T$ ならば $\tilde{H}^{1-1}.(L(W_{S\backslash T}, S\backslash T))=0$ .

4. COHOMOLOGICAL DIMENSION

Coxeter群と境界の cohomological dimension に関しては M.Bestvina と G.Mess
による次の関係式が知られている ([BM], [B2]).

$\mathrm{c}-\dim_{R}\partial\Sigma(W, S)=\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W-1$ ,

ここで, $\mathrm{c}-\dim_{R}\partial\Sigma(W, S)$ は compact距離空間�$\Sigma(W, S)$ の $R$上の cohomological
dimension で次で定義される:

$\mathrm{c}-\dim_{R}\partial\Sigma(W, S)$

$:= \sup${ $i|\check{H}^{i}(\partial\Sigma(W,$ $S),$ $A;R)\neq \mathrm{O}$ for some closed set $A\subset\partial\Sigma(W,$ $S)$ }.

また, $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W$ は Coxeter群 $W$ の環 $R$ 上の virtual cohomological dimension で

$\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W=\sup\{i|H^{:}(W;RW)\neq 0\}$

と書ける.
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M.W.Davis は不等式 $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Z}}W\leq\dim L(W, S)$が成り立つことを $[\mathrm{D}1]$

’

の中で示し
ており, その後 A.N.Dranishnikov Iま, $L(W, S)$ の subcomplex の cohomology の
言葉で, $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W$ を計算するための公式を [Drl] の中で与えた. この公式の応用
として Dranishnikov が与えた定理を次のように一般化した.

Theorem 4.1 ([Drl], [HY]). $W$ を Coxeter群, $R$ を単項イデアノレ整域とする
とき次が成り立つ

(a) $R$ の素イデアノレ $I$ について $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}W\leq \mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R/I}W\leq \mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W\leq \mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Z}}W$ が

成り立つ.
(b) 有限個を除いた $R$ の素イデアル $I$ について $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R/I}W=\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Q}}W$が成り
立つ.

(c) $R$ が体でないとき, $R$ の自明でない素イデアル $I$ で $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R/I}W=\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W$

をみたすものが存在する.
(d) $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}(W\cross W)=2\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W$ .

ここで, Dranishnikov によって与えられたのは (a) と $R=\mathbb{Z}$ の場合の (b), (c),
(d) である.

更に, Dranishnikov の $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{R}W$の公式と Bestvina と Mess の結果を用いて次の
定理を得ている.

Theorem 42([HY]). $(W, S)$ を加$ght$-angled Coxeter系, $R$ を単項イデアノレ整
域, $n=\mathrm{c}-\dim_{R}\partial\Sigma(W, S)$ とする. このとき, タリ $T_{0}\subset T_{1}\subset\cdots\subset T_{n-1}\subset S$ で

$\mathrm{c}-\dim_{R}\partial\Sigma(W_{T}.\cdot, T\dot{.})=i(i=0,1, \ldots, n-1)$ をみたすものが存在する.

Dranishnikov は [Drl] の中で,

$\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Z}}W=3,$ $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}\mathbb{Q}W=2$

となる Coxeter群 $W$ を構成している. これは境界では,

$\mathrm{c}-\dim_{\mathbb{Z}}\partial\Sigma(W, S)=2,$ $\mathrm{c}-\dim \mathbb{Q}\partial\Sigma(W, S)=1$

が成り立つことを意味する. ここで次の問題が起こる.

Problem (Dranishnikov [Drl]). Coxeter$ $W-C^{\theta}$

$\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}_{\mathbb{Z}}W\geq 4$, $\mathrm{v}\mathrm{c}\mathrm{d}\mathbb{Q}W=2$

となるものが存在するか? すなわち, Coxeter系の境界として

$\mathrm{c}-\dim_{\mathbb{Z}}\partial\Sigma(W, S)\geq 3,$ $\mathrm{c}-\dim_{\mathbb{Q}}\partial\Sigma(W, S)=1$

となるものを実現できるか

これはまだ未解決な問題である.
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