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本稿の目的は, 今まで考えてきた $\mathbb{C}^{n}$ 上の H\"ormander 環 $A_{p}(\mathbb{C}^{n})$ における補間
問題の $\mathbb{C}^{n}$ の特殊性を認識するために, 擬凸開集合 $\Omega$ 上の H\"ormander 環 $A_{p}(\Omega)$ に

おける補間問題について述べ, 論文 [O4] の内容を解説することである.

1. INTRODUCTION

$f$ を擬凸開集合 $\Omega$ 上の正則関数とし, $\{zk\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 内の離散点列とする. このと
き, 各 $zk$ 上で

$f(z)= \sum_{|\alpha|=0}^{\infty}\frac{\partial^{\alpha}f(z_{k})}{\alpha!}\cdot(z-z_{k})^{\alpha}$

と Taylor 展開される. (ここで, 多重添字の記法を用いている. また, その他の記号,
用語は \S 2 で定義される ) また, $\{mk\}_{k\in \mathrm{N}}$ を自然数列とする. このとき, 任意のあ
る増大条件 (\S 2 で定義される) をみたす $(n+1)$-重複素数列 $\{ak,\alpha\}_{k\in \mathrm{N},|\alpha|\leq m_{k}-1}$ に

対し,

(1.1) $\frac{\partial^{\alpha}f(z_{k})}{\alpha!}=ak,\alpha$ $(\forall k\in \mathrm{N}, |\alpha|\leq m_{k}-1)$

をみたす $\Omega$ 上の正則関数 $f\in A_{p}(\Omega)$ 存在するとき, $V:=$ $\{(z$化$m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を
H\"ormander 環 $A_{p}(\Omega)$ に関する $(\theta-)$ 補間的な重複度多様体とよぶことにする. こ

こで, 条件 (1.1) は $f$ が各 $zk$ で (有限個の) 与えられた Taylor 係数をもつことを
意味している. 特に, $mk=1(\forall k\in \mathrm{N})$ のとき, (1.1) は単に各 $zk$ で与えられた値
をもつことを意味している. 本稿では, 与えられた重複度多様体 $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関
して $(\theta-)$ 補間的であるための ( $V$ についての) 必要十分条件をみつける問題 (補間問
題) について議論する. 同じような H\"ormander 環における補間問題は多くの人に研
究されており, 調和解析やシステム理論などに応用されている. (cf., [BCL], [BG2],
[BL1]

$)$ [BL2], [BT1], [BT2], [BT3], [HM], [L], [LT], [LV1], [LV2], [O1], [O2], [O3],
[Ou], [S1], [S2], etc)
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1 変数の場合, $\Omega=\mathbb{C}$ のとき, 解析的な必要十分条件 (i.e., $V$ を定義する関数に
よる条件) が Berenstein と Taylor ([BT1]) +こより与えられて $|,$ $\mathrm{a}$ る. さら (こ, ウエ
イト $p$ が位数有限で radial (i.e., $p$ が $|z|$ のみの関数で表される) である場合に幾
何的な必要十分条件 (i.e., $V$ そのものの幾何的な性質による条件) が Berenstein と
Li ([BL2]) により与えられている. (その条件は, Nevanlinna の個数関数により記述
されている ) 多変数の場合, $\Omega=\mathbb{C}^{n}$ で $m_{k}=1(\forall k\in \mathrm{N})$ のとき, 解析的条件が
Berenstein と Li ([BL1]) により与えられている. (また, [O2] では, $A_{p}(\mathbb{C}^{n})$ に関し
て補間的な離散点列 $V$ が $n+1$ 個の $A_{p}(\mathbb{C}^{n})$ 関数の共通零点集合でかけることを
証明した ) また, $\Omega$ が $\mathbb{C}^{n}$ または $\mathbb{C}^{n}$ 上の単位球 $B_{n}(0,1)$ のときには, 次のように
Li と Vfflamor ([LV1], [LV2]) により次のような解析的な必要十分条件が与えられ
ている.

Theorem A. ([LV1]) $p$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上のウエイトとし, $V=\{(z_{k}, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の
重複度多様体とする. このとき, $V$ が $A_{p}(\mathbb{C}^{n})$ に関して補間的であるための必要十
分条件は, $N(\geq n)$ 個の関数 $f_{1},$

$\ldots,$
$f_{N}\in A_{p}(\mathbb{C}^{n})$ と正定数 $\epsilon,$

$C$ が存在して,
(1) 重複度多様体として, $V\subset V(f)$ .
(2) $S$ を $S_{p}(f;\in, C)$ の任意の連結成分とするとき, $S$ は $\{zk\}$ の点を高々 1 つ
含み, もし $S$ が $z_{k}$ を含んでいるならば, $S$ の直径は 1 以下である.

をみたすことである.

Theorem B. ([LV2]) $\lambda\in(0,1/n)$ を固定する. $V=$ $\{(z$島$mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の単
位球 $B_{n}(0,1)$ 内の重複度多様体とする. このとき, $V$ が $A^{-\infty}$ に関して補間的であ
るための必要十分条件は, $N(\geq n)$ 個の関数 $f_{1},$

$\ldots,$
$f_{N}\in A^{-\infty}$ と正定数 $\epsilon,$

$C$ が存
在して,

(1) 重複度多様体として, $V\subset V(f)$ .
(2) $S$ を $S_{p}(f;\epsilon, C)$ の任意の連結成分とするとき, $S$ は $\{z_{k}\}$ の点を高々 1 つ
含み, もし $S$ が $z_{k}$ を含んでいるならぱ, $S$ の直径は $\lambda(1-|z_{k}|)$ 以下である.

をみたすことである.

ここで \S 2 の記法を用いると, $A^{-\infty}=A_{p}(B_{n}(0,1)),$ $p(z)=-\log(1-|z|)$ である.
我々は, Theorem A や Theorem $\mathrm{B}$ を $\Omega$ が $\mathbb{C}^{n}$ の擬凸開集合の場合に拡張した.

Main Theorem. $V=\{(zk, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ をみたす重複度多
様体とする. このとき, $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関し $\theta$ -補間的 (っまり, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta}(V)$ )
であるための必要十分条件は, $f_{1},$

$\ldots,$
$f_{N}\in A_{p}(\Omega)$ と正定数 $\epsilon,$

$C$ が存在して

(1) 重複度多様体として $V\subset V(f)$ .
(2) $S$ を $S_{p}(f\mathrm{i}^{\mathcal{E},\mathit{0})}$ の任意の連結成分とするとき, $S$ は $\{zk\}$ の点を高々 1 つ
含み, もし $S$ が $zk$ を含んでいるならば, $S$ の直径は $\theta\exp(-K_{1}p(zk)-K_{2})$

以下である.

をみたすことである. また, 重複度多様体 $V=\{(z_{k}, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ が $\rho v(A_{p}(\Omega))\subset$

$l_{p,\theta}(V)$ をみたしていなかったとしても, 上の条件は $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関し \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的
(つまり, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\supset l_{p,\theta}(V)$) であるための十分条件である.
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2. PRELIMINARIES
$\mathbb{Z}_{+}:=\mathrm{N}\mathrm{U}\{0\}$ とおく. また, $z\in \mathbb{C}^{k},$ $r>0$ (こ対し, $B_{k}(z, r):=\{w\in \mathbb{C}^{k}$ :

$|w-z|<r\}$ を $z$ 中心, 半径 $r$ の $\mathbb{C}^{k}$ 内の球とする.
$\Omega$ を $\mathbb{C}^{n}$ 内の擬凸開集合とし, $p$ を H\"ormander の意味のウエイト, っまり,

(HW1) $\log(1+|z|^{2})=O(p(z))$ . ( $\Omega$ が非有界で, $|z|arrow\infty,$ $z\in\Omega$ のとき)
(HW2) $z\in\Omega,$ $|z-\zeta|\leq\exp(-K_{1}p(z)-K_{2})$ のとき, $\zeta\in\Omega,$ $p(\zeta)\leq K_{3}p(z)+K_{4}$

となる正定数 $K_{1},$ $K_{2},$ $K_{3},$ $K_{4}$ が存在する.

を満たす非負値多重劣調和関数とする. (以降, H\"ormander の意味のウエイト $p$ が
与えられたときには, (HW2) 内の正定数は固定されたものとする) $\Omega=\mathbb{C}^{n}$ のとき,
$p$ が Berenstein と Taylor の意味のウエイト (cf., e.g. [BT1]) であるならば, $p$ は
H\"ormander の意味のウエイトでもあること {こ注意する. $d_{\Omega}(z):= \sup_{\zeta\in\partial\Omega}|\zeta-.z|$

とおくとき, $p(z)=|z|^{2}-\log d_{\Omega}(z)+C$ ( $C$ は十分大きな正定数) が H\"ormander の
意味のウエイトの例の一つである. (cf., [H02])

Definition 2.1. このとき, $A_{p}(\Omega)$ を正定数 $A,$ $B$ をもって

$f(z)\leq A\exp(Bp(z))$ $(\forall z\in\Omega)$

をみたす $\Omega$ 上の正則関数 $f$ のなす空間とする. このとき, $A_{p}(\Omega)$ は環の構造をも
ち, H\"ormander algebra と呼ばれる.

この名称は, H\"ormander が $A_{p}(\Omega)$ 上の割算問題についてはじめて議論したことに
由来する (cf., [HO1]). 次の補題は, (HW1) と (HW2) から導かれる. (証明は, [HO1]
を参照せよ)

Lemma 22. $p$ を $\Omega$ 上の H\"ormander の意味のウェイトとする. このとき, 以下
が成立する.

(1) $\mathbb{C}[z_{1}, \ldots, z_{n}]\subset A_{p}(\Omega)$ .
(2) $f\in A_{p}(\Omega),$ $\alpha\in Z_{+}^{n}$ のとき, $\partial^{\alpha}f\in A_{p}(\Omega)$ .
(3) $f$ を $\Omega$ 上の正則関数とするとき, $f\in A_{p}(\Omega)$ であるための必要十分条件は,

$\int_{\Omega}|f|^{2}\exp(-Lp)d\lambda<+\infty$

となる正定数 $L$ が存在することである. ただし, $d\lambda$ は $\Omega$ 上の Lebesgue 測
度である.

$\{z_{k}\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 内の離散点夕 $1$」とし, $\{m_{k}\}_{k\in \mathrm{N}}$ を自然数夕 $1$」とする. このとき, z化 $m_{k}$

を組にした列 $\{(zk, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 上の重複度多様体とよび, $m_{k}$ を $z_{k}$ での重複度と
よぶ. $V=\{(zk, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}},$ $W=\{(w_{l}, n\iota)\}_{l\in \mathrm{N}}$ を 2 つの重複度多様体とするとき,
重複度多様体として $V\subset W$ であることを, $z_{k}=w_{\iota(k)},$ $m_{k}\leq n_{\iota(k)}(\forall k\in \mathrm{N})$ をみ
たす単射 $\iota$ : $\mathrm{N}arrow \mathrm{N}$ が存在することで定義する.
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$f_{1},$
$\ldots,$

$f_{N}\in O(\Omega)$ ( $\Omega$ 上の正則関数全体のなす環) に対し, $f_{1},$
$\ldots,$

$f_{N}$ の共通零
点集合 $Z(f)$ を 0 次元の成分 $\{zk\}_{k}$ と正次元の戒分 $\{Y_{\nu}\}_{\nu}$ に分ける. また, $mk$ と
して $f_{j}(j=1, \ldots, N)$ たちの $zk$ tこおける零点の位数の最小値とする. このとき,

$f1,$
$\ldots,$

$f_{N}$ から定義される $\Omega$ 上の重複度多様体 $V(f)$ を $\{(zk, m_{k})\}_{k}$ にょって定義
する.

$V=\{(zk, mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 上の重複度多様体とする. このとき, $I(V)$ で任意の
$k\in \mathrm{N}$ と $|\alpha|\leq mk-1$ となる多重指数 $\alpha\in \mathbb{Z}_{+}^{n}$ に対し�$\alpha f(zk)=0$ となる $\Omega$ 上の
正則関数のなす $O(\Omega)$ 内のイデアルとする. このとき, $O(V):=O(\Omega)/I(V)$ の元を
$V$ 上の解析関数という. $V$ 上の解析関数は $(n+1)$ 重複素数列 $\{ak,\alpha\}_{k\in \mathrm{N},|\alpha|\leq m_{k}-1}$

と同一視される. また, $A_{p}(V)$ を, 正定数 $A,$ $B$ が存在して

$\sum_{|\alpha|=0}^{m_{k}-1}|a_{k,\alpha}|\leq A\exp(Bp(zk))$ $(\forall k\in \mathrm{N})$

をみたす $\{ak,\alpha\}_{k\in \mathrm{N},|\alpha|\leq m_{k}-1}\in O(V)$ のなす空間とする.
ここで, 各 $f\in O(\Omega)$ を $\{\partial^{\alpha}f(zk)/\alpha!\}_{k\in \mathrm{N},|\alpha|\leq m_{k}-1}\in O(V)$ {こうつす写像を $\rho v$

と定義すると, $\rho_{V}(O(\Omega))=O(V)$ . 今まで考えてきた $\Omega=\mathbb{C}^{n}$ で $p$ が $\mathbb{C}^{n}$ 上のウ
エイトである場合には, $\rho_{V}(A_{p}(\mathbb{C}^{n}))\subset A_{p}(V)$ であるが, $\Omega$ が $\mathbb{C}^{n}$ でない擬凸開集
合, $p$ が H\"ormander の意味のウエイトである場合には, 以下の例で示されるように,
$\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset A_{p}(V)$ は戒立しない. $A_{p}(V)$ は補間される関数空間にとって小さす
ぎるのである.

Example 2.3. (cf., [LV2]) $\Omega=B_{1}(0,1),$ $p(z)=-\log d_{\Omega}(z)=-\log(1-|z|)$ ,
$f(z)=(1-z)^{-1}\in\dot{A}_{p}(\Omega)$ とおく. ここで, $z_{k}=1-k^{-1}\in\Omega,$ $m_{k}=2^{k}$ {こよって定
義される重複度多様体 $V=\{(zk, mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ に対し, $(\alpha!)^{-1}\partial^{\alpha}f(zk)=k^{\alpha+1}$ となる.
従って, 任意の $C>0$ に対し,

$\sup_{k\in \mathrm{N}}(\exp(-Cp(z_{k}))\sum_{\alpha=0}^{m_{k}-1}|\frac{\partial^{\alpha}f(z_{k})}{\alpha!}|)=\sup_{k\in \mathrm{N}}((1-|z_{k}|)^{C}\sum_{\alpha=0}^{2^{k}-1}k^{\alpha+1})$

$\geq\sup_{k\in \mathrm{N}}\frac{1}{k^{C}}\sum_{\alpha=0}^{2^{k}-1}1=\sup_{k\in \mathrm{N}}\frac{2^{k}}{k^{C}}=+\infty$.

このことは, $\rho v(f)\not\in A_{p}(V)$ を示している.

さらに, $\Omega\neq \mathbb{C}^{n}$ のとき $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\not\subset A_{p}(V)$ となるより強い理由 (ま, $d_{\Omega}(z)<1$

となる $z=(z_{1}, \ldots, z_{n})\in\Omega$ における $f\in A_{p}(\Omega)$ の Taylor 展開式が多重円板
$B_{1}(z_{1},1)\cross\cdots\cross B_{1}(z_{n}, 1)$ において収束しないことである. そこで, $A_{p}(V)$ のかわ
りに以下のように定義される $\theta\in(0,1]$ に対する $l_{p,\theta}(V)$ を考える.
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Definition 24. $V\ovalbox{\tt\small REJECT}\{(z_{k}, m\ovalbox{\tt\small REJECT}\}_{k\in \mathbb{N}}$ を $\Omega$ 上の重複度多様体とする. このとき,
$l_{2},\theta(V)$ を, 正定数 $C>0$ が存在して

$\sup_{k\in \mathrm{N}}(\sum_{|\alpha|=0}^{m_{k}-1}|a_{k,\alpha}|\theta^{|\alpha|}\exp(-|\alpha|(K_{1}p(z_{k})+K_{2})))<+\infty$

をみたす $\{a_{k,\alpha}\}_{k\in \mathrm{N},[\alpha|\leq m_{k}-1}\in O(V)$ のなす空間とする.

Proposition 2.5. $V=\{(zk, mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 上の重複度多様体とする. このとき,
(1) $\theta\in(0,1/\sqrt{n})$ ならば, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ が戒立する.
(2) $n\geq 2,$ $\theta\in[1/\sqrt{n}, 1],$ $mk=O(p(zk))$ ならば, $\rho v(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ が成立
する.

(3) $n=\theta=1,$ $m_{k}=O(\exp(Dp(z_{k})))(\exists D>0)$ ならば, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$

が成立する.

RemarlC. Proposition 25(2), (3) における重複度 m\sim こついての仮定は意味あるも
のである. というのは, $\rho v(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta}(V)$ であることからそれと同等かより強い
重複度についての評価が得られるからである. (cf., Lemma 3.1 (1))

Definition 2.6. 重複度多様体 $V$ は, (たとえ, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ でなかったと
しても) $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\supset l_{p,\theta}(V)$ のとき, $A_{p}(\Omega)$ に関して \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的であるという.

$V=\{(z_{k}, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\Omega$ 上の重複度多様体とする. このとき, $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関
し $\theta$-補間的で $\theta’\geq\theta$ ならば, 明らかに $V$ は $A_{p}(\Omega)$ に関し $\theta’$-補間的である. また,

$\theta_{0}(V):=\sup\{\theta\in(0,1] : \rho v(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)\}(\geq 1/\sqrt{n})$ とおくとき, ある $\theta\in$

$(0, \theta_{0}(V))$ に対し $\rho v(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta}(V)$ が成立するならば, 任意の $\theta’\in(\theta, \theta_{0}(V))$

に対し同様の等式 $\rho v(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta’}(V)$ が成立する.
$f_{1},$

$\ldots,$
$f_{N}\in A_{p}(\Omega),$ $\epsilon,$ $C>0$ に対し, 共通零点集合 $Z(f)=Z(f_{1}, \ldots, f_{N})$ の

「管状近傍」 と考えられる集合

$S_{p}(f;\epsilon, C):=\{z\in\Omega$ : $|f(z)|:=( \sum_{j=1}^{N}|f_{j}(z)|^{2})1/2<\epsilon\exp(-Cp(z))\}$

を定義する.

3. $\mathrm{p}_{\mathrm{R}\mathrm{O}\mathrm{O}\mathrm{F}\mathrm{O}\mathrm{F}}$ MAIN THEOREM

詳しい証明については, [O4] を参照せよ. ここでは, ますその必要性の証明中に導
かれるもので, またそれ自体が重要である結果を紹介する.
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Lemma 3.1. $V=\{(zk, mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\rho v(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta’}(V)$ が成立する $\Omega$ 上の重
複度多様体とする. このとき,

(1) 正定数 $A_{0},$ $B_{0}$ が存在し,

$m_{k}\leq A_{0}p(z_{k})+B_{0}$ $(\forall k\in \mathrm{N})$

が成立する.
(2) 正定数 $\epsilon_{0}$ , $C_{0}$ が存在し,

$\inf_{l\neq k}|z_{l}-z_{k}|\geq\epsilon_{0}\exp(-C_{0}p(z_{k}))$
$(\forall k\in \mathrm{N})$

が成立する.
(3) 十分大きい $M>0$ に対し

$\sum_{k=1}^{\infty}\exp(-Mp(z_{k}))<+\infty$

が成立する.

また, 十分性の証明では, 擬凸開集合 $\Omega$ に対しても $\mathbb{C}^{n}$ のときのように次のよう
な Semilocal Interpolation Theorem が成立することが重要 {こなる.

Semilocal Interpolation Theorem for pseudoconvex open sets. $\Omega$ を $\mathbb{C}^{n}$

上の擬凸開集合, $p$ を $\Omega$ 上の H\"ormander の意味のウェイトとし, $f=(f_{1}, \ldots, f_{N})\in$

$A_{p}(\Omega)(N\in \mathrm{N})$ とする. $h$ を $S_{p}(f;\epsilon_{0}, C_{0})$ 上の正則関数で,

$|h(z)|\leq A_{0}\exp(B_{0}p(z))$ $(\forall z\in S_{p}(f;\epsilon_{0}, C_{0}))$

をみたすと仮定する. $(A_{0}, B_{0}, C_{0}, \epsilon_{0}>0)$ このとき, $\Omega$ 上の正則関数 $H\in A_{p}(\Omega)$

と正定数 $\epsilon_{1}\in(0, \epsilon_{0})$ , $C_{1}>C_{0},$ $A_{1},$ $B_{1}$ と $m$ 個の $S_{p}(f;\epsilon_{1}, C_{1})(\subset S_{p}(f;\in 0, C_{0}))$

上の正則関数 $g_{1},$ $\ldots,$ $g_{m}$ が存在して

(1) $H(z)-h(z)= \sum_{j=1}^{m}g_{j}(z)f_{j}(z)$

(2) $|g_{j}(z)|\leq A_{1}\exp(B_{1}p(z))(\forall j=1, \ldots, m)$

が任意の $z\in S_{p}(f;\epsilon_{1}, C_{1})$ に対して成立する. 特に, 共通零点集合 Z(力上で $H\equiv h$

が成立し, $V(f)=\{(z_{k}, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ ならば,

$\frac{\partial^{\alpha}H(z_{k})}{\alpha!}=\frac{\partial^{\alpha}h(z_{k})}{\alpha!}$
$(\forall k\in \mathrm{N}, |\alpha|\leq m_{k}-1)$

が戒立する.
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4. $\mathrm{c}_{\mathrm{o}\mathrm{R}\mathrm{O}\mathrm{L}\mathrm{L}\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{E}\mathrm{S}}$ OF MAIN THEOREM

Main Theorem の系として, Berenstein と Taylor ([BT3]) 1こより提出された補間
に関する未解決問題を擬凸開集合 $\Omega$ 上の (離散点列からなる) 重複度多様体 $V$ の場
合に肯定的な解が与えられることがわかる.

Corollary 4.1. $p$ を固定した定数が $K_{1},$ $K_{2},$ $K_{3},$ $K_{4}$ である $\Omega$ 上の H\"ormander
の意味のウエイトとする. $V$ を $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)(\theta\in(0,1]$ は固定する) をみ
たす $\Omega$ 上の重複度多様体とする. また, $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関し \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的であると仮定
する. このとき, $q$ が固定した定数を $L_{1},$ $L_{2},$ $L_{3},$ $L_{4}$ である $\Omega$ 上の H\"ormander の
意味のウエイトで $K_{1}p(z)+K_{2}\leq L_{1}q(z)+L_{2}(\forall z\in\Omega)$ をみたしてぃるならば, $V$

は $A_{q}(\Omega)$ に関しても \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的である.

さらに, 以下の系を得る.

Corollary 4.2. $\{(zk, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $A_{p}(\Omega)$ に関し \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的である重複度多様体とす
る. このとき, $\{b_{k}\}_{k\in \mathrm{N}}$ を有界な自然数列とするとき, $\{(zk, b_{k}m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ も $A_{p}(\Omega)$ (こ
関し \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的である.

Corollary 4.3. $\Omega_{j}\subset \mathbb{C}^{n_{j}}(j=1, \ldots, m)$ を擬凸開集合とし, $p_{j}$ を $\Omega_{j}$ 上の
H\"ormander の意味のウエイトとする, $n:=n_{1}+\cdots+n_{m},$ $\Omega:=\Omega_{1}\cross\cdots\cross$

$\Omega_{m}\subset \mathbb{C}^{n}$ とおくとき, $\Omega$ 上の H\"ormander の意味のウェイト $p$ を $p(z_{1}, \ldots, z_{n})=$

$p_{1}(z1, \ldots, z_{n_{1}})+p_{2}(z_{n_{1}+1}, \ldots, z_{n_{1}+n_{2}})+\cdots+p_{m}(z_{n-n_{m}+1}, \ldots, z_{n})$ と定義する. こ
のとき, $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ をみたす $\Omega$ 上の重複度多様体 $V=\{(zk, mk)\}_{k\in \mathrm{N}}$ が
$A_{p}(\Omega)$ に関し $\theta$ -補間的であるための必要十分条件は, $zk=(zk,1, \ldots, zk,n),$ $z_{k}^{(j)}=$

$(zk,n_{1}+\cdots+n_{j-1}+1, \ldots, zk,n_{1}+\cdots+n_{\mathrm{j}})$ とおくとき, 各 $\{(z_{k}^{(j)}, m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ が $A_{p_{j}}(\Omega_{j})$ (こ
関し \mbox{\boldmath $\theta$}-補間的であることである.

さらに, Lemma 3.1 の系として, Proposition 25 がら次のことがゎがる.

Corollary 4.4. $V$ をある $\theta\in(0,1]$ に対し $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))=l_{p_{1}\theta}(V)$ をみたす $\Omega$ 上の
重複度多 $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\text{と}$する. このとき, 任意の $\theta’\in(\theta, 1]\}$こ対し同様の等式 $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))=$

$l_{p,\theta’}(V)$ が成立する.

Remark. この結果は, \S 2 での結果を改良したものである. (そこでは, $\theta<\theta_{0}(V)$ で
あるとき, 任意の $\theta’\in(\theta, \theta_{0}(V))$ に対し $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta’}(V)$ であることしかゎか
らなかった)

$m_{k}=1(\forall k\in \mathrm{N})$ の場合には, 任意の $\theta\in(0,1]$ に対し $A_{p}(V)=l_{p,\theta}(V)$ である.
従って, Main Theorem における補間条件は次のように与えること $\mathrm{B}\grave{\grave{\}}}$できる. (cf.,
[BL1] $)$

Corollary 4.5. $\Omega$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の擬凸開集合とし, $p$ を $\Omega$ 上の H\"ormander の意味の
ウエイトとする. このとき, $\Omega$ 内の離散点列 $\{zk\}_{k\in \mathrm{N}}$ に対し, 以下は同値である.

(1) $V$ は $A_{p}(\Omega)$ に関し (\mbox{\boldmath $\theta$})-補間的である.
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(2) $N(\geq n)$ 個の関数 $f1,$
$\ldots,$

$f_{N}\in A_{p}(\Omega)$ と正定数 $\epsilon,$
$C$ が存在し, $V\subset V(f)$

と
$(\begin{array}{l}Nn\end{array})$

$\sum|\triangle_{\kappa}^{f}(z_{k})|\geq\epsilon\exp(-Cp(z_{k}))$ $(\forall k\in \mathrm{N})$

$\kappa=1$

が成立する. ここで, 上の和は $f=(f_{1}, \ldots, f_{N})$ の Jacobi 行列の全ての
$n\cross n-$ 小行列式についてとったものである.

(3) $m(\geq n)$ 個の関数 $f1,$
$\ldots,$

$f_{m}\in A_{p}(\Omega)$ と正定数 $\epsilon,$
$C$ が存在し, $V\subset V(f)$

と

$\sum_{j=1}^{N}|D_{u}f_{j}(z_{k})|\geq\epsilon\exp(-Cp(z_{k}))$ $(\forall k\in \mathrm{N}, \forall u\in S^{2n-1})$

が成立する. ここで, $S^{2n-1}:=\{z\in \mathbb{C}^{n} : |z|=1\}$ であり,

$D_{u}f= \sum_{j=1}^{n}\frac{\partial f}{\partial z_{j}}\cdot u_{j}$

は $f$ のゝクトノレ $u=$ ($u_{1},$ $\ldots$ , un)\in S2n-1’こ沿った方向微分である.

最後に, [O2] のように Main Theorem の条件 (1) が等号で成立するためにはいく
つの $A_{p}(\Omega)$ 関数が必要かという問題を考える. この問題の解答は次の定理で与えら
れる.

Theorem 4.6. $V=$ $\{(z$島$m_{k})\}_{k\in \mathrm{N}}$ を $\rho_{V}(A_{p}(\Omega))\subset l_{p,\theta}(V)$ をみたす重複度多様
体とする. このとき, $V$ が $A_{p}(\Omega)$ に関し $\theta$-補間的 (っまり, $\rho v(A_{p}(\Omega))=l_{p,\theta}(V)$ )
であるための必要十分条件は, $f_{1},$

$\ldots,$
$f_{N}\in A_{p}(\Omega)$ と正定数 $\epsilon,$

$C$ が存在して
(1) 共通零点集合 $Z(f)$ は正次元の成分を含まず, 重複度多様体として $V=V(f)$
が成立する.

(2) $S$ を $S_{p}(f;\epsilon, C)$ の任意の連結成分とするとき, $S$ は $\{z_{k}\}$ の点を高々 1 っ
含み, もし $S$ が $z_{k}$ を含んでいるならば, $S$ の直径は $\theta\exp(-K_{1}p(zk)-K_{2})$

以下である.

をみたすことである.
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