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Abstract

長谷川弘閲, 内田久命編『算法求積通考」(1844) は和算における円理 (和算解析学) を集大或した著
と言える. その巻之一で区分求積法による定積分の計算方法を述べている. 定積分の値を表にしたものを
桑数表と言い,「天表」「甲表」「乙表」などと名付け, 後の問題解法に利用している. 本稿の目的は桑数
表の作り方を紹介し, 現代数学と比較考察することである.

1 天表起原

天表とは

$\int_{0}^{1}x^{p}dx=\mathrm{h}.\mathrm{m}\frac{1}{n}\sum_{k=1}^{n}narrow\infty(\frac{k}{n})^{\mathrm{p}}=\frac{1}{p+1}$ $(p=1,2, \cdots\cdot\cdot)$

の値を表にしたものである. 和田寧の「畳元表」 にあたる. このことを

「 $( \frac{k}{n})^{p}$ を天表により畳むと $\frac{1}{p+1}$になる」

という言い方をする 1.

2 甲表起原

「偶乗甲表」については田でものべたが, さらに詳しく現代数学と比較しながら考察する.

直径 1 の円を $2n$等分し、直径に垂直な弦の長さを図のように甲 1, 甲 2, $\cdots,$
$\frac{1}{n}=$ 子, $\frac{k}{n}=$ 天とする.

甲$k=\sqrt{1-(}$–$nk$ $)^{2}=\sqrt{1-\text{天^{}2}}$

これを平方綴術により開き (Taylor 展開)

$\text{甲_{}k}=1-\frac{1}{2}\text{天^{}2}-\frac{1}{2\cdot 4}\text{天^{}4}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}\text{天^{}6}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}\text{天^{}8}-\cdots-\frac{(2i-3)!!}{(2i)!!}\text{天^{}2i}-\cdots$

1 天表の作り方は小寺 [2]
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積$k$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 子・甲 $k$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} h\{1--$天 2 – 一天 4 – 天 6 $-\cdots\}$

22 $\cdot 4$ 2 $\cdot 4\cdot 6$

とすると

$\mathfrak{n}arrow\infty 1\mathrm{i}_{\mathrm{l}}\mathrm{n}.\sum_{k=1}^{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{k}$. $= \mathrm{E}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{f}7_{\mathrm{l}}^{4}=\frac{\pi}{4}$

になることから, 天表によりこれを畳むと

$\frac{\pi}{4}=1-\frac{1}{2\cdot 3}-\frac{1}{2\cdot 4\cdot 5}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 7}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 9}-\cdots$ \copyright

和算家はこの級数を円積率と名付けている.

2,1 隅乗甲表

隅乗甲表とは和田寧の「龍商陽表」にあたるもので, 定積分

$A(p, q)= \int_{0}^{1}x^{2p}(\sqrt{1-x^{2}})^{2q+1}dx$

の値を表にしたものである.

(1) $A(1,0)$

$\sqrt{-x}$ を平方綴術により無限級数に展開し、 $x=1$ とおくと

$1- \frac{1}{2}-\frac{1}{2\cdot 4}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}$ –. . . $=0$ \copyright

故に

1– $\frac{1}{2}-\frac{1}{2\cdot 4}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}-\cdots-1-\vdash\frac{1}{2}+\frac{1}{2\cdot 4}+\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}+\cdots=0$

$1-( \frac{1}{2}+1)+(-\frac{1}{2\cdot 4}+\frac{1}{2})+(-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}+\frac{1}{2\cdot 4})+\cdots=0$

すなわち
1- $\frac{3}{2}+\frac{3}{2\cdot 4}+\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6}+\frac{3\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}+\frac{3\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 10}+\cdots=0$ \copyright

� - �より

$\frac{\pi}{4}$ $=$ $1- \frac{1}{2\cdot 3}-\frac{1}{2\cdot 4\cdot 5}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 7}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 9}$ –. . .

$-1+ \frac{3}{2}-\frac{3}{2\cdot 4}-\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6}-\frac{3\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}-\frac{3\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 10}$-. . .

すなわち

$\frac{\pi}{4}=\frac{4}{3}-\frac{4}{2\cdot 5}-\frac{4}{2\cdot 4\cdot 7}-\frac{4\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 9}-\frac{4\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 11}$-.. .

ところで

天 2 $\sqrt{1-\text{天^{}2}}=$ 天 2 – $\frac{1}{2}$天$4-2$–
$1$

.4
天 6—-$63$.

$4^{\cdot}\cdot 21$天$8-\cdots-$–$(2\mathrm{i}-3)!!(2\mathrm{i})!!$天$2\mathrm{i}arrow 2-\cdots$
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$-\vee\lambda\iota k\#\ovalbox{\tt\small REJECT}\#^{\sim}\sim t\gamma_{)}\Leftrightarrow\Phi z*\geq$

$\int_{0}^{1}x^{2}\sqrt{1-x^{2}}.dx$ $=$ $\frac{1}{3}-\frac{1}{2\cdot 5}-\frac{1}{2\cdot 4\cdot 7}-\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 9}-\frac{3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 11}$ -... $[egg4]$

1 $\pi$

$=$
$\overline{4}$

.
$\overline{4}$

この $\frac{1}{4}$ が偶乗甲衷の二行初級欄に書かれているものである.

(2) $A(2,0)$

天 4 $\sqrt{1-\text{天^{}2}}=$ 天 4–1大$6-2$–
$1$

.4
天 8—-$21$. $4^{\cdot}\cdot 63$ 天 10– $\cdots$

これを天表により畳むと

$\int_{0}^{1}x^{4}\sqrt{1-x^{2}}dx$ $=$ $\frac{1}{5}-\frac{1}{2\cdot 7}-\frac{1}{2\cdot 4\cdot 9}-\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 11}-\frac{3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 10\cdot 13}-\cdots$

� $\mathrm{x}3-$ �より

3 $\int_{0}^{1}x^{2}\sqrt{1-x^{2}}.\Lambda x$ $=$ 3 $( \frac{1}{3}-\frac{1}{2\cdot 5}-\frac{1}{2\cdot 4\cdot 7}-\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 9}-\frac{3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8\cdot 11}-\cdots)$

$-1+ \frac{3}{2}-\frac{3}{2\cdot 4}-\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6}-\frac{9}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}$-...

$=$ $\frac{6}{5}-\frac{6}{2\cdot 7}-\frac{6}{2\cdot 4\cdot 9}-\frac{6}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 11}$-.. .

$=$ 6 $\int_{0}^{1}x^{4}\sqrt{1-x^{2}}dx$ $[egg5]$

従って

$\int_{0}^{1}x^{4}\sqrt{1-x^{2}}dx=\frac{1}{2}\int_{0}^{1}x^{2}\sqrt{1-x^{2}}dx=\frac{3}{4\cdot 6}\cdot\frac{\pi}{4}$

この $\frac{3}{4\cdot 6}$ が偶乗甲表の二行—-級楕に書かれているものである.

漸化式
$A(p, 0)= \frac{2p-1}{2p+2}A(p-1,0)$

を利用して二行の各級欄を求めていく. また

$x^{2\mathrm{p}}(\sqrt{1-x^{2}})^{2g+1}=x^{2p}(1-x^{2})$

より

$A(p, q)=A(p, q-1)-A(p+1, q-1)$

を利用して各行各級禰を求めていくのである.

2.2 不定積分との関係

上記の計算を現代的に解釈すると次のようになる.

$\sqrt{1-x^{2}}=1-\frac{1}{2}x^{2}-\frac{1}{2\cdot 4}x^{4}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}x^{0}-\cdots\cdot\cdot-\frac{(2k-3)!!}{(2k)!!}x^{2k}-\cdots$
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$x \sqrt{1-x^{2}}=x-\frac{1}{2}x^{3}-\frac{1}{2\cdot 4}x^{5}’-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}x^{7}-\frac{1\cdot 3\cdot 5}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}x^{9}-\cdots$

$x^{3} \sqrt{1-x^{3}}=x^{3}-\frac{1}{2}x^{5}-\frac{1}{2\cdot 4}x^{7}-\frac{1\cdot 3}{2\cdot 4\cdot 6}x^{9}-\cdots$

だから

$(x- \ovalbox{\tt\small REJECT}^{3})\sqrt{1-x^{2}}.=x-\frac{3}{2}x^{3}+\frac{3}{2\cdot 4}x^{5}+\frac{3}{2\cdot 4\cdot 6}x^{7}+\frac{9}{2\cdot 4\cdot 6\cdot 8}x^{9}+\cdots\cdot$ .

これに $x=1$ を代入したものが�である. また

$\int_{0}^{1}\sqrt{1-x^{2}}dx=\frac{\pi}{4}$

であから�は不定積分

4 $\int x^{2}\sqrt{1-x^{2}}dx=\int\sqrt{1-x^{2}}dx-x(1-x^{2}.)\sqrt{1-x^{2}}$

で $x=1$ とした係数のみを表示したことになる. さらに�は

6 $\int_{0}^{1}x^{4}\sqrt{1-x^{\theta}}dx=3\int_{0}^{1}x^{2}\sqrt{1-x^{2}}.dx$ . $-[x^{3}(1-x^{2})\sqrt{1-x^{2}}]\ovalbox{\tt\small REJECT}$

を利用し, 一般に

$(2p+2) \int_{0}^{1}x^{2\mathrm{p}}\sqrt{1-x^{2}}dx=(2p-1)\int_{0}^{1}x^{2\mathrm{p}-2}\sqrt{1-x^{2}}dx-[x^{2p-1}(1-x^{2})\sqrt{1-x^{2}}]_{0}^{1}$

を利用している.

2.3 奇乗甲表

奇乗甲表とは和田寧の 「龍商陰表」にあたるもので. 定積分

$B(p, q)= \int_{0}^{1}x^{2\mathrm{p}+1}(\sqrt{1-x^{2}})^{2q+1}dx$

の値を表にしたものである.

(1) $B(0,0)$

天甲 k. $=$ 天 $\sqrt{1}$$-\text{天^{}2}=$ 天 $- \frac{1}{2}$天 3—-$41$. 2
天 8—-$63$. $4^{\cdot}\cdot 21$ 天 7– $\cdots$

天表によりこれを畳むと

$\int_{0}^{1}x\sqrt{1-x^{2}}dx=\frac{1}{2}-\frac{1}{4\cdot 2}-\frac{1}{6\cdot 4\cdot 2}-\frac{3\cdot 1}{8\cdot 6\cdot 4\cdot 2}$-. . .

�より

$\frac{1}{4\cdot 2}+\frac{1}{6\cdot 4\cdot 2}+\frac{3\cdot 1}{8\cdot 6\cdot 4\cdot 2}+\cdots=\frac{1}{6}$

だから

$\int_{0}^{1}x\sqrt{1-x^{2}},dx=\frac{1}{2}-\frac{1}{6}=\frac{1}{3}$

これは不定積分

$\int x\sqrt{1-x^{2}}dx=-\frac{1}{3}(1-x^{2})\sqrt{1-x^{2}}$

を利用したのと同じことである.
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3 天商表起原

差 $=1$ – 天とおく.

八 $=$ $\sqrt{1-\leqq}$

$=$ 1 $- \frac{1}{2}\not\cong-\frac{1}{4\cdot 2}$ 差 2 $-. \frac{3}{6}$$4^{\cdot}\cdot 21$ 差 3 $-. \frac{5}{8}$$6^{\cdot} \cdot 4\cdot 23\cdot 1\not\equiv^{-4}-\cdots-\frac{(2i-3)!!}{(2i)!!}$差$j-\cdots$

これを天表により畳むと

$\int_{0}^{1}\sqrt{x}.dx$ $=$ $1- \frac{1}{2\cdot 2}-\frac{1}{3\cdot 4\cdot 2}-\frac{3\cdot 1}{4\cdot 6\cdot 4\cdot 2}-\frac{5\cdot 3\cdot 1}{5\cdot 8\cdot 6\cdot 4\cdot 2\cdot 1}$-. ..

$=$ 2 $( \frac{1}{2}-\frac{1}{4\cdot 2}-\frac{1}{6\cdot 4\cdot 2}-\frac{3\cdot 1}{8\cdot 6\cdot 4\cdot 2}-\cdots)$

$=$ 2 $\mathrm{x}\frac{1}{3}$

$=$ $\frac{2}{3}$

これは

$f_{0}^{1} \sqrt{x}.dx=2\int_{0}^{1}x\sqrt{1-x^{\tau}2}dx$

を利用したのと同じことである.

4 まとめ

和算では級数展開した係数を眺めてこのようなアイデアに至ったと思われるが, 積分区間が 0 から 1 で
あるため不定積分の係数だけを書き並べたことと同じ結果になる. 特に�は「前空数」, �は「後空数」

などと呼び, この 0 の級数展開を巧みに使っている. しかし, $\int_{0}^{1}\sqrt{x}dx$ を求めるのに奇来甲表を使ってい

ることから見てもわかるように, 微分法の逆演算としての積分法ではない. 区分求積法や級数展開を巧み
に利用した円理と呼ばれる和算独自の方法である.
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