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1 はじめに

電磁界解析など工学上の問題に関連した偏微分方程式の差分法や有限要素法によ
る解析から派生する大規模疎係数行列の連立一次方程式の反復型解法として、マル
チグリッド法、 さらに代数的マルチグリッド法が注日され、研究が活発化している
[1], ガウスザイデル法等の定常反復法においては、誤差の空間的高周波或分の収束
が速い一方、低周波或分の収束が遅い。そこでマルチグリツド法では、細かいグリツ
ドと粗いグリッドとを用い、細かいグリツドでの誤差の低周波或分が粗いグリツド
では、相対的に高周波或分として表現され、収束が速くなることを利用する。従来
からの幾何マルチグリッド法は疎グリツド生或に問題領域固有の幾何情報を用いる
が、 ソフトウエアのライブラリー化、すなわちブラツクボツクス化の点で難点があ
る。 もっとも細かいグリッドに関する情報だけで、疎グリツド生或を自動的に行う
手法である代数的マルチグリッド法 ( $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$法) はソフトウエアのライブラリー化と
いう点で有用性が高 $\text{く}$ 、研究が盛んに行われている $[2],[3]_{\mathrm{s}}$ マルチグリツド法の収束
性の点に関しては、対称正定値で $\mathrm{M}$ 行列である場合には、 AMG法は確立されてい
るが、実際の有限要索解析ではこの制約に当てはまらない場合も多い. 突際保数行
列が $\mathrm{M}$ 行列である場合、係数行列の非対角要素はすべて 0 または負でなければなら
ない。一方有眼要素法から導かれる連立一次方程式の保数行列は正の非対角要素を
もち得るので、有限要素法から導かれる連立一次方程式を考える場合には、係数行
列として $M$行列以外をも対象とする必要がある. $\mathrm{H}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}[4]_{\text{、}}$ Chang, Wong, $\mathrm{F}\mathrm{u}[5]$

等は正の非対角或分を扱うための補間演算子を提案している。美船、岩下、島崎 [6]
は対角或分が正の $\mathrm{H}$ 行列を係数行列とする場合の補間演算子と AMG法を提案して
いる. また電磁界解析では通常の節点に未知変数を持たせる節点有限要素法の他、
メッシュの辺に未知変数を持たせる辺要素有限要素法が使われ、ベクトルポテンシャ
ルを未知変数にとって係数行列が半正定値行列となる場合、そのままでは、従来の

数理解析研究所講究録 1320巻 2003年 162-170

162



AMG 法は適用できない。 Reitzinger 等 [7] は辺要素有限要素法における A $\mathrm{M}$ G法の
ために、仮想グリッドの概念を導入し、疎グリッド生或法を与えた 9 また現れる方
程式が半正定値であるため、微少な摂動を与え、正定値問題に変えて解く方法を与
えている 9 我々は $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$ を前処理として用い、元の方程式を変更せすに解 $\prec$ 方法 [8]
を示すほか、 AMG法の適用範囲拡大を試みている [9]。本稿では、 1) 対角或分が
正の $\mathrm{H}$ 行列を係数行列とする連立一次方程式に対する AMG 法、 2) 電磁界解析で
生じる半正定値係数行列に対する AMG 法の試みについて報告する。

2 電磁界解析の基礎方程式

渦電流解析は電気工学における電磁界解析の中で基礎的かつ重要な問題の一つで
ある.

図 2.1: 典型的な渦電流問題における領域および境界

図 2\sim こ示すように、解析対象の領域 $\Omega$ は未知の渦電流の存在する領域 $\Omega_{1}$ と既知
の印加電流は存在するかもしれないが、渦電流が存在しない領域 $\Omega_{2}$ とに分けること
ができる. 領域 $\Omega_{1}$ と領域 $\Omega_{2}$ との境界を $\Gamma_{12}$ とする. 領域 $\Omega_{1}.(i=1,2)$ における未
知磁気ベクトルポテンシャルを入で表し、領域 $\Omega_{1}$ におけるスカラポテンシャルを
$\phi$ で表すとする。 $A-\phi$法と呼ばれる定式化では次の式を基礎とする.

curl( curl $A_{1}$ ) $+ \sigma(\frac{\partial A_{1}}{\partial t}+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi)$ $=0$, in $\Omega_{1}$ (2.1)
$\mu_{1}$

$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\sigma\frac{\partial A_{1}}{\partial t}+\sigma \mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi)=0$, in $\Omega_{1}$ (2.2)

curl( curl A2) $=\mathrm{J}s$ , in $\Omega_{2}$ (2.3)
$\mu_{2}$
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境界条件は次式で与えられる。

$n_{2}\cdot \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{2}$ $=$ $0$ on $\Gamma_{B}$ (2.4)
$n_{2}\mathrm{x}\underline{1}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{2}$

$=$ $0$ on $\Gamma_{H}$ , (2.5)
$\mu_{2}$

境界 $\Gamma_{12}$ では次式が成立する.

$n_{1}\cdot \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{1}+n_{2}\cdot \mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{2}$ $=0$ on $\Gamma_{12}$ (2.6)

$n_{1} \mathrm{x}\frac{1}{\mu_{1}}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{1}+n_{2}\mathrm{x}\frac{1}{\mu_{2}}\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{2}$ $=0$ on $\Gamma_{12}$ (2.7)

$n_{1}\cdot J_{\mathrm{e}}$ $=0$ on $\Gamma_{12}$ (2.8)

ここで J。は渦電流を表し、次式で与えられる.

$J \text{。}=-\sigma(\frac{\partial A_{1}}{\partial t}+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi)$ , (2.9)

また領域 $\Omega_{2},$ $\mathrm{J}s$ はm加電流で、定数 $\mu_{1}$
. は領域 $\Omega_{:}$ での透磁率を表し、 $\sigma$ は領域 $\Omega_{1}$

の導電率を表す. ベクトル $nj$ は領域 $\Omega_{1}.(i=1,2)$ の境界における外向き法線ベクト
ルを表す. 実際的には、磁束密度 $B$ の値が重要で、 $B_{i}=\mathrm{c}\mathrm{u}\mathrm{r}1A_{1}$. である. また磁界

の強さは $H_{:}= \frac{1}{\mu_{\mathrm{t}}}B_{1}$
. で与えられる。数値例で扱うように多 $\text{く}$ の事例でスカラポテン

シャル $\phi$ についてこれを省略することが出来することができ、この場合の定式化は
$A$法と呼ばれる. 式 (2.1) における $A$ と $\phi$ には「ゲージ」の不定性がある. すな
わちポテンシャルを一意的に定めるためには適当なゲージ条件を指定する必要があ
る. 式 (2.1) において、有限要素法および時間領域での陰的な差分近似を用いると
連立一次方程式が導かれる。ゲージ条件を指定しない限り、係数行列は特異となる.
クーロンゲージ $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}A=0$は伝統的に用いられるゲージ条件の一つである. クーロ
ンゲージは偏微分方程式の弱形式において拘束条件として用いることができる. 別
のゲージ条件はメッシュの’ $\mathrm{c}\mathrm{o}$-tree’の概念に基づき解の唯一性のため変数を消去
するように導入されたものである. しカルながら、近年ゲージ条件なしで特異な方
程式を解 $\text{く}\dagger 3$ うがゲージ条件を付して正則な方程式を解 $\prec$ よりも反復法の収束の速
いことが明確になってきた. もつともよく用いられる反復法の一つは ICCG 法であ
る. この場合係数行列が特異であるため、 ICCG法は不完全コレスキー分解の過程
で破綻する可能性がある. ICCG法の破綻を回避する手法は次のとおりである : 係
数行列の対角要素からなる対角行列を $D$ とするとき対角或分を $(1+\alpha)D$ と変更した

行列に不完全コレスキー分解を施すものとする. ここで $\alpha$ は正の微小なパラメータ
である。ここで注意すべきことは、変更は前処理に眼定され、解くべき方程式は元
のままで、特異な係数行列の方程式ままであることである. 対角要素に微小な摂動
を与える考えは、 MICCG法や shifted ICCG法 [11] からきている.
電磁界解析では、時間領域での解析のほか、定常状態の解析として、周波数領域
での解析も重要である. 各周波数 $\omega$ の交番的な定常解析を行う場合式 (2.1) のかわ

りに
-.1curl(—. curl $A_{1}$ ) $+\sigma(\dot{w}A_{1}+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi)=0$ ,$-\wedge$ curl $A_{1}$ ) $+\sigma(\dot{w}A_{1}+\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}\phi)=0$ , (2.10)

$\mu_{1}$

164



が用いられる。ここで $i$ は虚数単位で $i^{2}=-1$ . 磁気ベクトルポテンシャル $A_{1}$、ス

カラーポテンシャル $\phi_{1}$ は複素変数で、有限要素法の弱形式から導かれる連立一次方
程式の係数行列は複素対称行列であってエルミート行列ではない。 この方程式につ
いては ICCG と形式的に同じ形で反復法を導くことができるので (複素) ICCG 法
と呼ばれることもあり注意が必要である。

3 $\mathrm{H}$行列を係数行列とする連立一次方程式に対する $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$ 法

解\precべき遍立一次方程式を
$Aoe=b$ (3.11)

とする。ここで、 $A,$ $x,$ $b$はそれぞれ、 $N\mathrm{x}N$実係数行列、 $N$次元解ベクトル、 $N$

次元右辺ベクトルである. 行列 $A$ について、 $A=D+E$ とあらわす. ただし、 $D,E$

はそれぞれ、 $A$の対角部分、および非対角部分である. このとき、 $A$ の比較行列 $\mathrm{Z}$

を
$\mathrm{Z}=|D|-|E|$ (3.12)

とする.
定義 1 : $H$行列

行列 $A$の比較行列 $\mathrm{Z}$ が $M$行列のとき、 $A$ を $H$行列という.
定理 1:
対角或分が正である $N$ 次元 $H$行列を保数行列とする連立一次方程式の求解は、 $2N$

次元 $M$ 行列を係数行列とする連立一次方程式の求解に帰着できる [6]。

実際行列 $A$ を対角或分が正である $H$行列とする. 連立一次方程式

$Aoe=b$ (3.13)

を考える. 行列 $A$ を次のように表す.

$A=D+E_{1}+$昂 (3.14)

ここで、行列 $E_{1}$ ,昂はそれぞれ行列 $A$ の非対角或分で負の要素を持つ行列およひ行
列 $A$ の非対角或分で正の要素を持つ行列であり、 $E_{1}\leq 0_{\text{、}}$ $\mathrm{a}\geq 0$ とする. また、
$D>0$である.
次に、 $\mathrm{c}=(b^{T}, -b^{T})^{T}$ として、次の $2N$元の連立一次方程式を考える.

$Gy=c$ (3.15)

ここで、 $G$ は $2N$ 次元行列で

$G=(\begin{array}{ll}D+E_{1} -R-\mathrm{a} D+E_{1}\end{array})$ (3.16)

$y=(x^{T}, -x^{T})^{T}$ は連立一次方程式 (3.15) を濶たす.
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対角要素が正で、非対角要素がすべて非正である行列を $L$ 行列というが、行列 $G$

はその要素の決め方から $L$ 行列であることが分かる,
容易に示すことができるように、行列 $A$ が $L$ 行列である場合には、「行列 $A$ が $M$

行列であること」と [ $Aoe>0$ となる $oe>0$ が存在すること」とは同値である。 [6]
今の場合行列 $A$ の比較行列は

$\mathrm{Z}=D+E_{1}$ -E2(3.17)

となる。行列 $\overline{A}$ の対角或分は正、非対角或分はすべて非正で、行列 $A$ は $L$ 行列であ
ることが分かり、かつ行列 $A$ が $H$ 行列であることから行列 $\mathrm{Z}$は $L$行列かつ $M$ 行列
であることが分かる. したがって $\mathrm{Z}\mathrm{a}\mathrm{e}>0$ となる $x>0$ が存在する。この $x$ につい

て、

$G(\begin{array}{l}x\ae\end{array})=(\begin{array}{l}(D+E_{1}-ffi)\ae(D+E_{1}-R)a\end{array})=(\begin{array}{l}\overline{A}\oe\overline{A}x\end{array})>0$ (3.18)

となり、行列 $G$ が $M$ 行列であることが分かる。 したがって Ruge, Stiben のスカラー
アルゴリズムを適用できる。かつ実際の計算においては、 $2N$ 次元ベクトルを作或
しないアルゴリズムを構或できる [6].
ただし、補間演算子を修正した形で与えることになる. 傷数行列が $M$行列である
ときは Ruge, Stibenのスカラーアルゴリズムに一致する補間演算子となる。渦電流
解析、靜磁界解析等の電磁界解析の問題に適用し、よい結果が得られている.

4 辺要素を用いる電磁界解析で生じる半正定値係数行列に対する $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$

法

辺要素を用いる有限要素解析において現れる保数行列は一般には弱優対角性を
満たさないため、スカラーアルゴリズムを適用することが困難である. Reitzinger等
[7] は、辺要素を用いた静磁界解析において、最も細かいメッシュの節点と辺の接続
情報を含む補助行列を利用し、適切な疎グリッドを生或する手法を与えた. この手
法を用いるとともに、特異な保数行列問題を扱うために、我々はシフトされた係数
行列に対して代数的マルチグリッド法を前処理に用いる手法を開発した。シフトさ
れた係数行列とは、 $\alpha$ を微小パラメータとして、与えられた係数行列の対角要素に
$(1+\alpha)$ を乗じたものを対角或分に持つ行列である. この手法は特異な係数行列を持
つ問題に ICCG 法を適用する際に加速係数を導入する手法と類似している [10],[11].
Reitzinger等 [7] 等は、静磁界問題での行列の特異性を回避するため基礎方程式に若
干の変更を加えているが、我々の手法では基礎方程式の変更の必要はない.

5 $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$法による電磁界解析の数値例

5.1 2� C元 $\text{、}\approx \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{H}$

無限長直方体の磁性休に軸方向に時刻 $t=0$ で単位強制電流を与えたとき、磁
気ベクトルポテンシャル Gこついて有限要素解析を行う。 2次元問題となるので基硼
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方程式は次式で与えられる。

$- \mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(\frac{1}{\mu}\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{d}A_{z})=J_{z}-\sigma\frac{\partial A_{z}}{\partial t}$ , $-0.02\leq x\leq 0$ , -0. $\mathrm{o}1\leq y\leq 0$ (5.19)

ここで初期条件は次式で与えられ

$A_{z}$ $=$ $0$ , $t=0$ (5.20)
$J_{z}$ $=$ $J_{0}$ , $t>0$ (5.21)

ただし、 $\frac{1}{\mu}=2.65\mathrm{x}10^{3}[m/H],$ $\sigma=8.33\mathrm{x}10^{5}[S/m]]$ $J_{0}=1.00\mathrm{x}10^{5}[A/m^{2}]$ .
境界条件は次式で与えられる.

$A_{z}$ $=0$, $x=-0.02$, $-\mathrm{O}.\mathrm{O}1\leq y\leq 0$ (5.22)
$A_{z}$ $=0$, $y=-\mathrm{O}.\mathrm{O}1$ , $-0.02\leq x\leq 0$ (5.23)

$\frac{\partial A_{\mathrm{g}}}{\partial x}$ $=0$ , $x=0$ , $-\mathrm{O}.\mathrm{O}1\leq y\leq 0$ (5.24)

$\frac{\partial A_{z}}{\partial y}$ $=0$, $y=0$, $-0.02\leq x\leq 0$ (5.25)

デローニー法により不規則三角形メッシュを生或し、一次三角形節点要素を用い
て偏微分方程式の離散化を行った。係数行列は疎行列であり、 AMG 法の適用前に ‘
獅� $\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{e}$ Cuthill-McKee(RCM) アルゴリズムを適用して、行列の帯幅圧縮を行った。
自由度は 80,601 で計算を行った. スムーザーとしてガウスザイデル法を用い、 $(1,1)$V$\cdot$

cycle $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$法を適用した, 反復法の収束判定基準は

$\frac{||t||}{||b||}\leq 10^{-10}$ (5.26)

計算は分散記憶型並列計算機 SR2201 (31PE+IPE $(\mathrm{I}/\mathrm{O}),$ $0.5\mathrm{G}\mathrm{B}/\mathrm{P}\mathrm{E}$ ) で行い、使用
言語は FORTRAN, 並列化通信ライブラリには MPI を用いた。
計算結果を表 5\sim こ示す. 計算時間は秒単位で経過時間を示す.

$N_{p}=1$ については逐次計算用のプログラムによる. $N_{p}>1$ の場合は並列処理用プ
ログラムによる. 比較のために逐次計算用の ICCG法およびブロック化によって並
列化を行った並列 ICCG 法の結果も示す。 $N_{\mathrm{p}}=1$ ですでに AMG 法は ICCG 法よ
りも高速であり、 CPU 数の増加とともに差が大き $\prec$ なっている.
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5.2 3次元渦電流解析

電気学会で検証用に作或された渦電流問題の解析を行った。問題領域を図 52に、

計算結果および実験による測定結果を図 5.3に示す. 鉄心の比透磁率 $\mathrm{A}\mu 0=3,000$ , た
だし崗 $=\neg 104\pi$ は真空の透磁率で、導休板の導電率は $\sigma=3.215\mathrm{x}10^{7}[S/m]$ とした.

図 5.2: 電気学会渦電${ }$問題

図 5.3: 電気学会渦電流問題結果

計算は記憶容量の関係もあり、京都大学学術情報メディアセンターの $\mathrm{V}\mathrm{P}\mathrm{P}800(1\mathrm{P}\mathrm{E})$

を用いた. 一次直方体要素を用いて解析し、モデルの対称性から、解析領域は全休
の 1/8 の領域とした. 表 52に示す 3種類のメッシュ分割について計算した. 境界条
件としては、 $xy$平面に平行な境界面には自然境界条件、それ以外の境界に対しては
固定境界条件 $A=0$ を与えた. 反復法の収東判定基準は

$\frac{||r||}{||b||}\leq 10^{-10}$ (5.27)
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前処理としての AMG 法において係数行列の特異性を回避するため、対角要素に乗
ずる $(1+\alpha)$ について、 $\alpha=1.0\mathrm{x}10^{-4}$ とした。ただし、 $\alpha$ については $10^{-3}$ 以下で
あれば、反復までの収束凹数にほとんど影響がなく、最適の $\alpha$ の探索を行う必要が
ないという利点があることを注意してお $<$

。 AMG法では山 y $\mathrm{V}$-cycle を用いた。 ICCG
法の破綻を避けるための加速係数として 1.03 を用いた。

計算結果を表 53に示す。

表 53: 電気学会渦電流問題の計算結果

このプログラムでは並列化は行っていない。 ICCG 法では VPP800 のベクトル機
能が効果を出している. メッシュ III の様に自由度が大きくなるとやはり AMGCG
が ICCG 法より速\precなっている。

6 おわりに

$\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{G}$ 法と電磁界解析に関する我々の試みについて簡単に述べた. 電磁界解析
における有限要素法で現れる連立一次方程式の解法としての AMG 法は研究の活発
な分野であり、今後の一層の発展が望まれている。
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