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概要 :
本研究では, 大規模な正定値行列を係数行列に持つ連立 1 次方程式を共役勾配 (Conjugate Gra-
dient) 法で解くための前処理技術: 従来の不完全コレスキー分解, Kaporin 型の $U^{T}U$分解そして
A-直交化 (A-Orthogonality) を利用した近似逆行列 (Approximate Inverse) 法の収束特性につい
て論じることにする [6].

1 はじめに

スパース (疎な) 連立 1 次方程式 $Ax=b$ の近似解を求めることを考える. $A$ は $n\mathrm{x}n$ の大き
さの対称正定値 (SPD) 行列 $A=(a_{ij})$ で, $b,$ $x$ は右辺ベクトルおよび解ベクトルを各々表す. 本
研究では, 共役勾配 (CG) 法を使ってこの連立 1 次方程式を解くことにする.
一般に, SPD 行列に対する前処理として不完全コレスキー (IC) 分解が有効とされる. $\mathrm{I}\mathrm{C}$ 分解
は分解が容易にできるが, その有効性が理論的にわかっているのは行列が $\mathrm{M}$ 行列のときだけであ
る [12]. それ以外の行列のとき場合によっては, 分解の途中でピポットが零または非常に小さな
値になり破綻をきたすことがある.
一方, Benzi と Tuma によって提案された A-直交化を用いる SAINV 法は, 棄却許容用のパラ

メータ $\gamma$ を使って A-直交化を不完全に行なっても破綻しないことが理論的にわかっている. しかし,
前処理のコストは通常の $\mathrm{I}\mathrm{C}$ 分解の場合よりも大きい. また, Kaporin による $U^{T}U+U^{T}R+R^{T}U$

分解は中間メモリを多く必要とするが, 収束性は優れており, 前処理によってその特徴は異なる
ことが多い. そこで, 本研究ではその特徴を明らかにするために以下の前処理法について収束特
性の評価を行なう.

1. 対角 (Diagonal) スケーリング

2. フィルインを考慮しない不完全コレスキー分解 : $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$ 分解

3. Kaporin による $U^{T}U+U^{T}R+R^{T}U$ 分解の $\mathrm{I}\mathrm{U}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法 [9] ([13] 参考)

4. Ajiz と Jennings による RICI 法 [1]

5. Benzi と Tuma による SAINV(Stabilized AINV) 法 [3]

6. Benzi と Tuma Iこよる RIF(Robust Incomplete Factorization) 法 [4]

7. Kolotilin }こよる FSAI(Factorized Sparse Approximate Inverse) 法 [8]
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1.1 Kaporin による $U^{T}U+U^{T}R+R^{T}U$ 分解の $\mathrm{R}\mathrm{I}C2\mathrm{S}$ 法

行列 $A$ を次のように分解する.

$A$ $=$ $U^{T}U+U^{T}R+R^{T}U$ (1)

ここで, $A$ は正値対称行列, $U$ は正則な上三角行列そして $R$ は厳密な上三角行列で誤差行列を表

す. ここで, 厳密とは対角成分が 0 の上三角行列をさす. このとき, 行列 $U$ と $R$ は互いに” 構造的

直交性” を持つものとする. すなわち,

$(U)_{ij}\mathrm{x}(R)_{ij}=0$ for all $i,j$ (2)

である. したがって, $U^{T}R$ の対角成分も 0 になる. この前提条件の下で, 構造的直交性を利用し,

中間行列?? を経て $U^{T}U+U^{T}R+R^{T}U$分解が一意に決定される. Kaporin による $U^{T}U+U^{T}R$

$+R^{T}U$ 分解を行なう $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法の算法を以下に示す. ここで, 行列は $A=(a_{ij})$ とし, $n$ はその次

元数, 定数 $\tau$ は棄却許容値を各々表す.

上の算法の中て, $\sigma_{j}(v)$ は棄却用のパラメータ $\tau$ を使って次のように定義される. すなわち, 分解

後の行列 $U$ の要素の値が棄却許容値 $\tau$ より小さいとき棄却される. しかし, 正定値性は保持され

ることが理論的に明らかになっている.

$\{$

$\sigma_{j}(v)=0$ ,
$\sigma_{j}(v)=1$ ,

if $|v_{j}|<\tau$

if $|v_{j}|\geq\tau$
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L2 Ajiz と Jennings による RJCI 法

構造工学の分野でよく知られた技法に Ajiz と Jennings によって開発された頑強な不完全コレ
スキー分解 RICI 法がある [1]. この方法は「安定化相殺」法とも呼ばれる. すなわち, 不完全コ
レスキー因子 $L$ の要素 $l_{ij}$ が棄却されるとき, 対応する対角項 $a_{ii}$ と $a_{jj}$ が修正される. RICI 法の
算法は次のように表せる. ここで, 元の行列を $A=(a_{ij})$ とし, $\tau$ を棄却許容値とする.

RICI 法は分解する行列 $A$が対称正定値行列であれば分解することができる. また, 不完全コ
レスキー分解と同様に前処理に要する時間も非常に少ない. しかし, 行列積 $U^{T}U$ の近似精度は,
棄却許容値 $\tau$ に関して 1 次のオーダ $O(\tau)$ で表され, そのため $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束に時間がかかる場合
もある. RICI 法と $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法の分解の形を以下に示す. ここで, $E$ は誤差行列を表し保存されな
い. 一方, $R$ も誤差行列を表すが分解が終了するまで保存される. また, $D$ は対角行列, $I$ は単位
行列を各々表す. $\sigma$ は定数で原論文では 2程度の値とされる. $\tau$ は棄却許容値である. $S$ は中間行
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前処理

RICI 法
$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法

分解形 備考
$A\ovalbox{\tt\small REJECT} U^{7}U-(E+E^{T}-D)$

$A\ovalbox{\tt\small REJECT} U^{T}U+U^{7}R+R^{7}U-(\sigma\tau^{2}I+S)$ , $\sigma$ は定数, $\tau$ は棄却許容値

1.3 SAINV $\grave{j}\not\equiv$

$Z$ は単位上三角行列, $D$ は対角行列とする. すなわち, $Z=(z_{1}, z_{2}, \ldots, z_{n})$ ,

$D=\{$

$\backslash$

$p_{1}$ 0 . . . 0
0 $p_{2}$ . . . 0... .$\cdot$. .. $*\cdot$.
00 . . . $p_{n}$

’

(3)

である. $z_{i}$ は行列 $Z$ の第 $i$ 番目の列を表す. 行列 $Z$ および $D$ を求める具体的な算法は, 初期値を

単位基本ベクトル $e_{j}$ として以下のように表される.

1: let $j=1,$ $\ldots,$ $n,$ $z_{j}=e_{j}$

$2$ : for $i=1,$ $\ldots,$
$n$

3 : $v_{i}=Az_{i}$

4: for $j=i,$ $\ldots,$
$n$

5 : $p_{j}=v_{i}^{T}z_{j}$

(4)
6 end for
7: for $j=i+1,$ $\ldots,$

$n$

8: $z_{j}=z_{j}-p\lrcorner p_{*}^{Z_{i}}.\cdot$

9:end for
10 end for

この算法は, 元の AINV法 [2] [こ対して Stabihzed Approximate INVerse factorization (SAINV)
法と呼ばれる [3]. $z_{i}$ の値が非常に小さくなりそれが棄却されても, 元の行列 $A$ が正定値行列であ

れば $pj$ の値は負にならないので分解過程の途中で破綻も起こらない. そして求まった行列 $Z,$ $D$

を用いて前処理行列 $M$ は次のように表せる.

$M=ZD^{-1}Z^{T}(\approx A^{-1})$ (5)

L4 RIF法

A-直交化で得られた近似逆行列 $A^{-1}=ZD^{-1}Z^{T}$ を使用する方法といわゆる完全分解 $A=$

$LDL^{T}$ を使用する方法とが融合したものがこの Robust Incomplete Factorization (IELIF) 法であ

る. 2 つの式の間には論文 [7] ですでに指摘されているように次の関係が成り立つ.

$Z^{T}=L^{-1}$ (6)

この関係式と式 $Z^{T}AZ=D$ を使って次の関係が導ける.

$AZ=LD$ または $L=AZD^{-1}$ (7)
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したがって,

$L$ $=$ $AZD^{-1}$

$=$ $(Az_{1}, \cdots, Az_{j\}}\cdots, Az_{n})D^{-1}$

$=$ $( \frac{Az_{1}}{d_{1}},$
$\cdots,$ $\frac{Az_{j}}{d_{j}},$ $\cdots,$

$\frac{Az_{n}}{d_{n}})$ (8)

となり, 行列 $L$ の要素 $l_{ij}$ は次のように表せる. ただし, $a_{j}^{T}$ は行列 $A$ の第 $j$ 番目の行を表す.

$l_{ij}$ $=$ $\frac{a_{j}^{T}z_{i}}{d_{j}}$

$=$ $\frac{(Az_{j},z_{i})}{(Az_{j},z_{j})}$ , $i\geq j$ (9)

この結果, 行列 $A$ の因子 $L$ が, A-直交過程のいわば「副産物」 として余分なコストをかけずに得
られたことになる. $\mathrm{C}\mathrm{G}$法の反復計算の中では $A=LDL^{T}$ の因子 $L$ が用いられる.

2 数値実験

テスト行列は, 3種類の行列のデータベース [5] [10] [11] に収められたものから固体力学・構造
力学系の行列を選んで使用した. 計算には九州大学情報基盤センターの Compaq GS320(クロッ
ク周波数 761MHz) の $1\mathrm{P}\mathrm{E}$ を使用した.
表 1 にテストした 8個の行列の主な仕様を示す. 表中の第 2 欄の n(上段の数字) と nnz(下段の

数字) は各々行列の次元数と狭義下三角行列 $L$ 中の非零要素の個数を表す. 演算はすべて倍精度
演算で行なった. $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の初期解はすべて 0, 最大反復回数は 10000 回, 収束判定は相対残差 $L_{2}$

ノルム $||r_{k}||_{2}/||r_{\text{屋}}||_{2}\leq 10^{-8}$ で行なった. また, 厳密解をすべて 1 として右辺項を定めた. 格子
の順番つけは通常の” 自然なオーダリング” よりもいい結果が出た逆 CuthiU-McKee オーダリン
グの結果を示す. 表 1 の中で Diag. は対角スケーリングの, $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$ は fill-in を考慮しない不完全コ
レスキ分解の, 前処理つき $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の結果を表す. 前処理の欄で, 上段は反復回数を下段は収束ま
での CPU 時間を表す. “over” は反復過程の途中でオーバフローのために計算が中断されたもの,
“$\max$” は最大反復回数までで収束しなかったもの, “stag.” &R残差が停滞し計算が途中で中断さ
れたものを各々表す. 同様に, 表 2 に他の 5 つの前処理の $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の結果を示す. 大字で表した数
字は各行列のテストの中で最も計算時間が少なかったものを表す.
表 3 と表 4 には, 行列 BCSSTK25 と NASASRB における 4 つの前処理のパラメータごとの収

束性能を示す. 表中で, “
$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$.” は反復回数を, “T-c” は計算時間の合計を,‘?re-c” は前処理にかかっ

た時間を, そして “itr-c” は $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の反復計算にかかった時間を各々表す. 表 5 に $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束ま
での計算時間が最も少ないときの棄却許容のパラメータ $\gamma$ の値を示す. ただし, RIF 法において
行列 $Z$ と $L$ に関する 2 つの棄却許容のパラメータは同じ値を使用した.
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表 1: テスト行列の仕様と対角スケーリング, $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$ 分解つき $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束状況

Matrix Source $n/nnz$ Application Diag. $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$

BCSSTK17 $\mathrm{M}.\mathrm{M}$ . [11] 10974 Pressure 2607 over
219812 vessel 1618

Matrix Source $n/nnz$ Application Diag. $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$

BCSSTK17 $\mathrm{M}.\mathrm{M}$ . [11] 10974
219812

Pressure
vessel

2607
16.18

over

BCSSTK18 $\mathrm{M}.\mathrm{M}$ . 11948
80519

Power
plant

1007
1.599

596
2.315

BCSSTK25 $\mathrm{M}.\mathrm{M}$ . 15439
133840

Skycraper 9388
22.10

5381
58.78

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\max}\mathrm{C}\mathrm{T}20\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{F}\mathrm{F}1\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{a}[5]52329\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\max \mathrm{s}\circ \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{g}$

.
1375396 blo&

NASASRB Florida 54870 Rocket
1366097 booster

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{E}\mathrm{N}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{a}143571\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}2873719}^{\mathrm{T}\mathrm{U}\mathrm{B}\mathrm{E}1- 2\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{a}[10]21498\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\max 9382}\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{T}\mathrm{K}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{a}25710\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}3386\mathrm{o}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}2424822\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{d}264.3175.11889447173.9459277\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{u}334.1$

表 2: 前処理つき $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束状況 (上段 : 反復回数, 下段 :CPU 時間 $(\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{c}.)$ )
Matrix $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RIF FSAIMatrix $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RIF FSAI
BCSSTK17 208

3. I79
46

2.977
624

9.658
242

4.801
576

8.558
BCSSTK18 66

0.513
61

0.579
253

1.164
124

0.905
364

1.449
BCSSTK25 197

3.87
81

6.85
1520
12.46

711
8.18

2512
21.71

$\mathrm{C}\mathrm{T}20\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{F}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{N}\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{A}\mathrm{S}\mathrm{R}\mathrm{B}752872481215032536$

191.1 249.8 323.9 211.9 260.9
506 317 7100 2251 2143

95.1291.25 556.72223.43223.24

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{E}\mathrm{N}\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{N}\mathrm{E}12089754335957}^{\mathrm{T}\mathrm{U}\mathrm{B}\mathrm{E}1- 250564633276252230}\mathrm{S}\mathrm{M}\mathrm{T}27424976343085036.0459.9761.3241.81108.5454.1973.65149.15102.68203.8441.7744.1376.3437.1270.89$

表 1 から, 従来の対角スケーリングおよひ $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$ 分解ではこれらの問題に対して前処理の役目
が十分果たされていないことがわかる. 一方, 表 2から調べた 5 つの前処理を使って $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法がすべ

て収束したことがわかる. 最も計算時間が短縮されたのは行列 TUBE1-2 の場合でちょうど 1/9
に短縮された. ただし, 行列 $\mathrm{C}\mathrm{T}20\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{F}$ , NASASRB は対角スケーリングと $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$ 分解は収束し
なかったので比率の計算から除外した.
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また, 表 3,4 から, Kaporin による $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法と Ajiz-Jennings による RICI 法では, 棄却許容値
$\gamma$ をだんだん小さくすると計算時間全体も短くなるのに対して, SAINV 法と RIF 法では計算時
間が最も小さい棄却許容値 $\gamma$ が存在することがわかる.
さらに, 表 5 から, $\mathrm{C}\mathrm{G}$法の収束までの計算時間が最小のときの棄却許容 $\gamma$ の値は, $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法と

RICI 法では非常に小さ $\text{く}1/1000$ から 1/10000 程度, -方 SAINV法と RIF法では比較的大きな
値で 1/10 から 1/100 程度の値であることがわかる. ここでは, 対角項の値をすべて 1 に揃えてい
るので, 棄却許容 $\gamma$ の値に関するこれらの知見は, 他の行列の性質を調べるときに有用であると
思われる.

表 3: 前処理 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 反復回数, CPU時間 (sec) との関係 (行列 :BCSSTK25)
$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RIF

$\mathrm{F}\mathrm{a}^{\mathrm{a}}\#^{\sigma},\dot{\mathrm{a}}^{\mathrm{r}}\dagger\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\gamma$

$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RJ$[\mathrm{F}$

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$.
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

0.1 2386
17.09

0.08
17.01

2512
18.33

0.03
18.30

1520
12.77

0.31
12.46

1510
12.00

0.32
11.68

0.05 1657
13.52

0.11
13.41

2082
19.90

0.04
19.86

1049
13.84

0.66
13.18

861
8.55

0.66
7.89

0.01 872
10.83

0.41
10.42

1197
15.69

0.09
15.60

491
26.02

6.18
19.83

400
10.74

6.03
4.70

0.001 197
5.19

1.32
3.87

623
11.57

0.32
11.25

0.0001 220
9.28

0.97
8.30

表 4: 前処理 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 反復回数, CPU 時間 (sec) との関係 (行列 :NASASRB)
$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RIF

$\mathrm{E}\infty^{=}-*\sigma\epsilon \mathrm{f}\forall \mathrm{i}\mathrm{g}$

$\gamma$

$\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV Rl$[\mathrm{F}$

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$.
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

$\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{r}$ .
T-c

pre-c
itr-c

0.1 over – 5814
396.3

0.40
395.9

7100
556.7

3.00
553.7

4237
302.6

3.01
299.6

0.05 over – 4013
336.6

0.51
336. 1

6364
636.6

7.15
629.5

2811
242.2

7.15
235.0

0.01 1967
190.3

3.49
186.8

2276
237.5

0.84
236.3

4050
1056.

69.75
986.5

1577
252.9

70.59
182.8

0.005 1678
195.5

6.07
189.4

1928
235.6

1.18
234.4

0.001 506
95.1

18.19
76.9

949
165.4

2.49
162.9
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$\ovalbox{\tt\small REJECT} 5$ : $\circ \mathrm{G}\grave{\grave{;}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\emptyset \mathfrak{M}\Phi\ovalbox{\tt\small REJECT}-\tau^{\backslash }\backslash \emptyset_{\mathrm{D}}^{\ni}$} $\mathrm{g}\#.\doteqdot 7\mathrm{a}5\hslash \mathrm{f}\supset_{\mathrm{f}\mathrm{i}}^{\mathrm{e}}\not\in\theta)_{\vee}^{\prime \mathrm{J}\supset f\mathrm{X}1)\ \mathrm{g}\sigma\supset\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{f}\mathrm{J}}\ovalbox{\tt\small REJECT}’\Leftrightarrow\int \mathrm{B}\sigma)\{\ovalbox{\tt\small REJECT}}*\mathrm{L}\gamma$

Matrix $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ RICI SAINV RIF
BCSSTK17
BCSSTK18
BCSSTK25

0.01
0.01

0.001

0.0001
0.001

0.00001

0.05
0.10
0.10

0.03
0.05
0.03

$\mathrm{C}\mathrm{T}20\mathrm{S}\mathrm{T}\mathrm{I}\mathrm{F}$

NASASRB
0.001
0.001

0.0005
0.0001

0.10
0.10

0.01
0.03

TUBE1-2
SMT
ENGINE

0.001
0.01

0.005

0.0005
0.0005
0.0001

0.10
0.05
0.05

0.01
0.04
0.03

図 1, 3, 5 に, 行列 BCSSTK25, NASASRB, SMT に対する, 棄却用のパラメータ $\gamma$ と収束まで
の $\mathrm{C}\mathrm{G}$法の計算時間との対応関係を表す. 棄却用のパラメータのない, 対角スケーリング, $\mathrm{I}\mathrm{C}(0)$

分解そして FSAI 法の結果は見やすくするために CPU 時間のところに横線を引いて表した. 横
軸は棄却用のパラメータ $\gamma$ の値, 縦軸は CPU 時間 (単位 : 秒) を表す.

同様に, 図 2, 4, 6 に 7種類の前処理つきの $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束履歴を表す. プロットは反復 10 回おき
に行なった. 横軸は $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の反復回数, 縦軸は相対残差の大きさを表す. 目盛は常用対数である.

図 1: 行列 :BCSSTK25 に対する CPU 時間 $\mathrm{v}\mathrm{s}$. 棄却パラメータ $\gamma$

図 1, 3, 5 の結果から, Kaporin による $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$ 法と Ajiz-Jennings による RICI 法では棄却用の
パラメータ $\gamma$ の値を小さくするに従って全体の計算時間はほぼ単調に, 特に前者は, 減少する傾
向が見られることがわかる. 一方, 近似逆行列による SAINV法と RIF 法では, 棄却用のパラメー
タ $\gamma$ の値を小さくしすぎると全体の計算時間が逆に増加することがわかる. また, その増加の程
度は RIF法の方が緩やかであり, 実際に使用しやすいことがわかった.
また, 図 2, 4, 6 の収束履歴から, Kaporin による $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$法と Ajiz-Jennings による RICI 法の

収束性が他の前処理と比較して非常に優れていることがわかる.
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図 2: 行列 :BCSSTK25 に対する PCG の収束履歴

for $\mathrm{n}\mathrm{a}8\mathrm{a}\mathrm{s}|\mathrm{b}$ matrix
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図 3: 行列 :NASASRB に対する CPU 時間 $\mathrm{v}\mathrm{s}$. 棄却パラメータ $\gamma$

図 4: 行列 :NASASRB に対する PCG法の収束履歴
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図 5: 行列 :SMT に対する CPU 時間 $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 棄却パラメータ $\gamma$

図 6: 行列 :SMT に対する PCG 法の収束履歴

3 おわりに

Kaporin による $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$法と Ajiz と Jennings による RICI 法の収束性が極めて優れていること
がわかった. また, 近似逆行列を利用した SAINV 法と RIF 法も収束の安定性は良好であるが, 全
体の計算時間は $\mathrm{R}\mathrm{I}\mathrm{C}2\mathrm{S}$法と RICI 法に及ばず, これらについては今後研究の余地がまだあること
がわかった. さらに, これらの前処理では, 全体の計算時間の中で前処理にかかる時間が占める割
合が大きく, 従来のように $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の収束までの計算時間だけでは収束性について論じられないこ
ともわかった.
今後は各前処理の収束性とそれに必要な作業用メモリの大きさとの関係を明らかにするととも

に, メモリ節約のためのメモリの動的配置 (Dynamic Allocation) などについても検討していく予
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