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Siegel Eisenstein の Fourier 係数にあらわれる Siegel series の研究
は志村、北岡、桂田ら ([9], [10], [6], [7]) によって研究されている。
ここでは、表現論的な見地から ?進体上の古典群の退化主系列表現の
degenerate Wittaker function と Siegel series (singular series) の関係
について述べる。退化 Whittaker 関数の関数等式は Kudla, Sweet ([4],
[8], [11] $)$ による。 これにより、 Siegel series の桂田の関数等式 ([6]) の
別証明が得られる。

1. SIEGEL SERIES

character $\psi=\prod_{v}\psi_{v}$ を固定しておく。
$k$ 上定義された代数群 $G=\mathrm{S}\mathrm{p}_{n}$ とその部分群を次のように定義する。

$P=\{(_{0}^{A}{}^{t}A^{-1)}*\in \mathrm{S}\mathrm{p}_{n}|A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}\}$

$M=\{(\begin{array}{ll}A 00 {}^{t}A^{-\mathrm{l}}\end{array})|A\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}\}\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}$

$N-\{(\begin{array}{ll}\mathrm{l} B0 1\end{array})|B-{}^{t}B\in \mathrm{M}_{n}(k)\}\simeq \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k)$

$N$ は対称行列の空間 $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k)$ と同一視する。 K\subset S乃\iota (A) を stan-
dard maximal compact subgroup とすると、 Iwasawa decomposition
$G(\mathrm{A})=P(\mathrm{A})\mathrm{K}$ が成り立つ。

Global な退化主系列表現
$I(s)=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P(\mathrm{A})}^{G(\mathrm{A})}|*|^{e}$

の $\mathrm{K}$ 上恒等的に 1 になる section $f_{0}^{(s)}$ を

$f_{0}^{(\epsilon)}(g)=|\det A|^{s+(n+1)/2}.$ ,

$g=pk$ , $\mathrm{p}=(\begin{array}{ll}A 00 A^{-1}\end{array})\in P(\mathrm{A}),$ $k\in \mathrm{K}$

により定義する。 この section $f_{0}^{(\epsilon)}$ から得られる Eisenstein 級数を

$E(s,g)= \sum_{\gamma\in P\backslash G}f_{0}^{(s)}(\gamma g)$
, ${\rm Re}(s)\gg 0$
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$T={}^{t}T\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(k),$ $\det T\neq 0$ を非退化対称行列とするとき、 $T$ に
$\text{関す}$ a $\mathrm{F}\mathrm{o}\iota 1\Gamma \mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}\Gamma*_{\backslash }\text{数を}$

$W_{T}(s,g)= \int_{N(k)\backslash N(\mathrm{A})}E(s, yg)\overline{\psi_{T}(y)}d\uparrow/$ ,

$\psi_{T}((\begin{array}{ll}\mathrm{l} y0 1\end{array}))=\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))$ .

により定義すると、 ${\rm Re}(s)\gg 0$ のとき

$W_{T}(s,g)= \int_{N(\mathrm{A})}f_{0}^{(s)}(wyg)\overline{\psi_{T}(y)}dy$

$= \prod_{v}W_{T,v}(s, g_{v})$ , $g=(g_{v})_{v}$

が成り立つ。 ここで $w-(\begin{array}{l}0-\mathrm{l}\mathrm{l}0\end{array})$ ,

$W_{Tv1}(s, g_{v})=$

N(k。)

$f_{0}^{(s)}(wyg_{v})\overline{\psi_{T_{v}}(y)}dy$ ,

$\psi_{T,v}((\begin{array}{ll}1 y0 1\end{array}))=\psi)(v\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))$ .

古典的な意味での Fourier 係数は $W_{T}(s, g)$ の原点での値によって得ら
れる。

$W_{T}$ は $g$ の関数と見た時、退化 Whittakaer vector の空間
$\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{G}(I(s),\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}\psi\tau)$

の元を定義する。Karel により、 この空間の次元は高々 1 であること
が知られている。
このように Eisenstein 級数の Fourier 係数は退化 Whittaker 関数の

原点における値なので、次のように定義することができる。
$F$ を non-archimedean local $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{e}1\mathrm{d}_{\text{、}}\mathit{0}p,$

$\mathfrak{p}F$ を $F$ の整数環とその極
大イデアル、 $q$ を $F$ の剰余体の位数、 $\psi$ を $F$ の order 0 の additive
character とする。 $f_{0}^{(s)},$ $T,$ $\mathrm{I}(\mathrm{s})$ などを $F$ 上に定義された局所的な対応
物とする。 このとき、 Siegel series $b(T, s)$ を

$b(T, s+ \frac{r\iota+1}{2})=\int_{N}f_{0}^{(s)}(wy)\overline{\psi_{T}(y)}dy$

によって定義する。 $T$ が half-integral ということを $2T$ が integral で
$T$ の対角成分が integral であることと定義すれぱ、 $T$ が half-integral
でないとき $b(T,s)$ は恒等的に 0 となる。
退化主系列表現 $I(s)$ から $I(-s)$ への intertwining operator $M(s)$ を
つぎのように定義する。

$M(s)f(g)= \int_{N}f(wyg)d\iota/$ , $f\in I(s)$
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によって定義する。 この積分は ${\rm Re}(s)\ovalbox{\tt\small REJECT} 0$ のとき絶対収束し、全 $s$ 平
面に有理型に解析接続される。 Standard maximal compact subgroup
$\mathrm{K}$ 上で恒等的に 1 になる関数兇 $s$ )

$\mathrm{C}I(s)$ に対しては $M(s)$ の作用は

$M(s)f_{0}^{(s)}=|2|^{n(n-1)/4_{\frac{\zeta_{F}(s-(n-1)/2)}{\zeta_{F}(s+(n,+1)/9)}\frac{\zeta_{F}(2s-n\mathrm{I}2i)}{\zeta_{F}(\underline{9}s+n+1-2i)}}}.i=11 \frac{n}{\square ^{2}}1$

で与えられる。 ただし $\zeta_{F}(s)=(1-q_{F}^{-s})^{-1}$ .
また、退化 Whittaker vector $W_{T}(s)\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}c(I(s), \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{N}^{G}\psi\tau)$ を

$W_{T}(s)f(g)= \int_{N(k_{\backslash \prime})}f(wyg)\overline{\psi_{\Gamma}(.y)}dy$

によって定義する。 この時、退化 Whittaker vector の空間の一意性に
より、 $s\in \mathbb{C}$ の有理型関数 $\kappa(s)$ が存在して

$W_{T}(-s)\circ M(s)=\kappa_{T}(s)\circ W_{T}(s)$

が成り立つ。次節でこの附 (s) を計算する。

2. 概均質 VECTOR 空間の関数等式との関係

引き続き $F$ を non-aruchimendeazi local field とし、 $M=\mathrm{G}\mathrm{L}_{n},$ $\mathrm{N}.=$

$\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(F)$ とする。 $m\in M$ は $N$ に $X\mapsto n\mathrm{f}\mathrm{f}’{}^{t}m$ により作用し、 この
作用で $N$ は概均質ベクトル空間となる。 この作用による open orbit
を $\mathrm{Y}_{1},$ $\mathrm{Y}_{2},$

$\ldots,$
$\mathrm{Y}_{t}$ とする o

$N$ 上の Schwartz function $\Phi\in S(N)$ に対し、 local zeta function
$Z(s, \Phi)Z_{i}(s, \Phi)$ を

$Z(S, \Phi)=\int_{N}\Phi(x)|\det x|^{\epsilon}d^{\mathrm{x}}x$ ,

$Z_{i}(S, \Phi)\underline{arrow}\int_{\mathrm{Y}^{r}}\dot{.}\Phi(x)|\det x|^{s}d^{\mathrm{x}}x$,

$d^{\mathrm{x}}x=|\det x|^{(n+1)/2}dx$

により定義する。 このとき、 $s\in \mathbb{C}$ の有理型関数 $e:(s)$ があって、局所
関数等式

$Z_{(}s,$ $\Phi)=\dot{.}\sum_{=1}^{t}e_{1}.(s)Z_{i}(\frac{n+1}{2}-s,\hat{\Phi})$

が成り立つ。ただし、 Fourier 変換 $\hat{\Phi}$ は

$\hat{\Phi}(x)=\int_{N}\Phi(y)\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(xy))dy$

で定義される。また、 $N$ の Haar $\mathrm{m}\mathrm{e}\mathrm{a}_{\mathrm{A}}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{e}dy$ はこの Fouier 変換が
$L^{2}$ -norm\epsilon 保 r\neq するように正規化しておくものとする。
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$\Phi\in S(N)$ に対して $f_{\Phi}^{(s)}\in I(s)$ を $f_{\Phi}^{(s)}(wy)=\Phi(y),$ $(y\in N)$ となる
ように定める。すなわち

$f_{\Phi}^{(s)}(g)=\{_{0}^{|\det A|^{s+(n+1)/2}\Phi(y)}$ $g\not\in PwN\mathrm{i}\mathrm{f}g=pw.y,p=(_{0}^{A}{}^{t}A^{-1)}*,$

$y\in N$

このとき、対応する退化 Whittaker 関数の原点での値は

$W_{T}(s)f_{\Phi}^{(\epsilon)}(1_{2n})= \int_{N}\phi(y)\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))}dy$

$=\hat{\Phi}(-T)$

となる。
退化 Whittaker 関数の関数等式から

$W_{T}(-s)\circ M(s)f_{\Phi}^{(\epsilon)}(1_{2n})=\kappa_{T}(s)\hat{\Phi}(-T)$

が成り立つ。
左辺を計算するため、 $M(s)f_{\Phi}^{(s)}$ を計算する。 $x\in N\simeq \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(F)$ に

対して $w(\begin{array}{ll}\mathrm{l} X_{\prime}0 1\end{array})$ は

$w(\begin{array}{ll}1 x0 1\end{array})w=(\begin{array}{ll}-1 0x -\mathrm{l}\end{array})=(\begin{array}{ll}-x^{-\mathrm{l}} 10 -x\end{array})w(\begin{array}{ll}1 -.\tau^{-1}0 1\end{array})$

と分解されるので

$M(s)f_{\Phi}^{(s)}(wy)= \int_{N}f_{\Phi}^{(s)}(wxwy)dx$

$= \int_{N}|\det x^{-1}|^{s+(n+1)/2}\Phi(-x^{-1}+y)dx$

$= \int_{N}|\det x|^{\epsilon}\Phi(x+y)d^{\mathrm{x}}x$

となる。 $\Phi_{y}(x)=\Phi(y+x)$ とおけぱ上の式の右辺は

$\int_{N}|\det x|^{\epsilon}\Phi_{y}(x)d^{\mathrm{x}}x=Z(s, \Phi_{y})$

と表される。 これを使うと、

. $W_{T}(-s) \circ M(s)f_{\Phi}^{(s)}(1_{2n})=\int_{N}Z(s, \Phi_{y})\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))}dy$

$= \sum_{i=1}^{t}e_{1}.\cdot(s)\int_{N}Z(\frac{r\iota+1}{2}. -s, (\Phi_{y})^{\wedge})\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(T\mathrm{s}/))}dy$

$N\simeq \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{n}(F)$ の compact open subgroup $B\neq\emptyset$ をとる $\text{。}$

$B$ の dual
lattice を $\hat{B}$ で表わし、 $B$ の特性関数を $\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{B}(x)$ で表す。
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$\int_{N}Z(\frac{n,+1}{\underline{9}}-s, (\Phi_{y})^{\wedge})\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(T\uparrow/))}dy$

$= \lim_{farrow\infty}\int_{y\in p_{\overline{p}^{r}}B}\int_{x\in Y}.\cdot|\det x|^{-s}\hat{\Phi}(x)\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(yx))\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))}dxdy$

$= \int_{x\in \mathrm{Y}}.\cdot|\det x|^{-s}\hat{\Phi}(x)\lim_{rarrow\infty}\int_{y\in \mathfrak{p}_{F}^{-r}B}\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(y(T+x)))}d_{\iota}xdy$

$= \int_{\mathrm{i}r\in \mathrm{Y}}\dot{.}|\det x|^{-s}\hat{\Phi}(x)\lim_{farrow\infty}\int_{y\in \mathrm{p}_{F}^{-r}B}\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(y(T+x)))}hdy$

$= \int_{\mathrm{Y}}\dot{.}|\det x|^{-s}\hat{\Phi}(x)\lim_{rarrow\infty}\int_{y\in N}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathfrak{p}_{F}^{-r}B}(y)\overline{\psi(.\mathrm{t}\mathrm{r}(y(T+x)))}dxdy$

$\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathfrak{p}_{F}^{-r}B}(x)$ の Fourier変換は $\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(\mathfrak{p}_{F}^{-\mathrm{r}}B)\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathrm{p}_{F}^{\mathrm{r}}\hat{B}}(x)$ で与えられるから、

$\int_{N}Z(\frac{n+1}{2}-s, (\Phi_{y})^{\wedge})\overline{\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(Ty))}dy$

$= \lim_{f1\infty}\mathrm{V}\mathrm{o}\mathrm{l}(\mathfrak{p}_{F}^{r}\hat{B})^{-1}\int_{Y}.\cdot|\det x|^{-s}\hat{\Phi}(x)\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}_{\mathrm{p}_{p}^{\mathrm{r}}\hat{B}}.(x+T)dx$

$=\{$

$|\det T|^{-\epsilon}\hat{\Phi}(-T)$ if $T\in Y_{i}$

0if$T\not\in \mathrm{Y}_{1}$.

従って、退化 Whittaker 関数の関数等式にあらわれる $\kappa_{T}(s)$ は $T\in \mathrm{Y}_{1}$.

のとき、
$\kappa_{T}(s)=|\det T|^{-s}e\dot{.}(s)$

で与えられる。
$e_{i}(s)$ は Swoet [11] により計算されていて、その具体的な形は $T\in \mathrm{Y}_{i}$

のとき、 $n$ が奇数ならば

$e \dot{.}(s)=\epsilon’(s-\frac{n-1}{2},1, \psi)^{-1}’\prod_{i-1}^{(\iota-1)/2}\overline{\vdash.}(\prime 2s-n+2i, 1, \psi)^{-1}$

$\mathrm{x}|2|_{F}^{-(n-1)s+(n(n-1)/4}\langle-1,\det T\rangle^{(n-1)/2}(-1,$ $-1\rangle^{(n^{\mathfrak{g}}-1)/8}\epsilon\tau$

$n$ hS偶\Re のときは

$e_{\dot{0}}(s)= \epsilon’(s-\frac{n-1}{2},1,\psi)^{-1}\prod_{i=1}^{n/2}\epsilon’(2s-n+2i, 1,\psi)^{-1}$

$\mathrm{x}|2|_{F}^{-ns+(n(n-1)/4}\epsilon(\frac{1}{2},\chi_{T},\psi)^{-1}\epsilon’(s+\frac{1}{2},\chi\tau\psi)$

で与えられる。 ここで $\langle*, *\rangle$ は Hilbert symbol で $\epsilon_{T}$ は対称行列 $T$ の

Haese invariant ($T$ が対角行列 $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{g}(t_{1}.)$ のとき、 $\epsilon\tau=\prod_{:<j}\langle \mathrm{t}_{1}.,tj\rangle$) で、

$\chi\tau(x)=\langle(-1)^{n/2}\det T,x\rangle$ ,
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$\epsilon(s, \chi)=\epsilon(s, \chi, \psi)\frac{L(1-s,\chi)}{L(s,\chi)}$

である。
これから $b(T, s)$の。$b(T_{\dagger}s)l\mathrm{h}q^{-s}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{i}\Phi \text{関}\Re \text{て_{、}^{}\backslash }\backslash$

$b(T, s)=\gamma(T, q^{-s})F(T, q^{-s})$ , $\gamma(T, X),$ $F(T, X)\in \mathbb{Z}[X]$ ,

$\gamma(T, q^{-s})=\{\begin{array}{l}\zeta_{F}(s)^{-s}\prod_{i=\mathrm{l}}^{(n-1)/2}\zeta_{F}(2s-2i)^{-\mathrm{l}}\zeta_{F}.(s)^{-\epsilon}L(s-\frac{n}{2},\chi.\tau)\prod_{i=1}^{n/2}\zeta.(2s-2i)^{-1}\end{array}$ $2|n2|n$

という形であることが知られて ([7], [9]) いる。 $\llcorner-\mathrm{t}\iota h^{\mathrm{a}}\text{ら_{、}}F(T,X)$ は
次の形の関数等式を満たすことがわかる。

$n$ が奇数のとき、
$F(T,q^{-n-1}X^{-1})=\zeta(T)(cl^{-(n+1)/2}X)^{-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(2^{n-1}\det T)}F(T, X)$ ,

ここで
$((T)=\langle-1, \det T\rangle^{(n-1)/2}\langle-1, -1\rangle^{(n^{2}-1)/8}\epsilon\tau$

は $T$ が $F$ 上 split するとき 1 でそうでないとき -1 の値を取る。
$n$ hB偶\Re のときは

$F(T, q^{-n-1}X^{-1})=(q^{(n+1)/2}X)^{-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\mathrm{o}_{T}^{-1}2^{n}\det T)}.F(T, X)$

が成り立つ。 ここで $\mathfrak{D}\tau$ は $\chi\tau$ の conductor である $\text{。}$

$F=\mathbb{Q}_{p}$ のとき ‘
この式は桂田の関数等式 ([6]) と一致する。

3. UNITARY 群の場合

以上の方法は unitary 群に対しても同様に適用することができる。こ
の場合の退化Whittaker 関数の関数等式は Kudla, Sweet ら ([4], [8]) に
よって計算されている。 ここでは計算の結果だけを述べることにする。

$F$ を局所体、 $E/F$ を 2次拡大または $E=F\oplus F$ とする。 $\mathfrak{D}_{E/F}$ を
$E/F$ の discriminant ideal とする。 $E/F$ に対応する $F^{\mathrm{x}}$ の指標を $\chi$

で表す。

$\xi_{B/F}=\{\begin{array}{l}\mathrm{l}E=F\oplus F-1E/Fh^{\mathrm{B}}\#,\star \mathbb{R}2^{\backslash }\prime Rffi\star\emptyset\not\simeq \text{き}0E/Fh^{\mathrm{B}}9.\oe 2^{\backslash }\prime Rffl\star\emptyset[succeq] \mathrm{g}\end{array}$

とおく。 $\sigma$ を Gal(E/F) の生成元 ( $E$ が休のとき) 、または $\sigma(f1, f_{2})=$

$(f_{2}, f_{1})$ ( $E=F\oplus F$ のとき) として、 $m$ 次の Hermite 行列の空間を
$\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{m}_{m}(E/F)-\{x\in \mathrm{M}_{m}(E)|\sigma.(^{t}x)-x\}$

で定義する。 $E=F\oplus F$ ならば $\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{m}_{m}(E/F)\simeq \mathrm{M}_{n},(F)$ である。
$m$ 次 Hermite 行列 $H$ に対して siegel series $b(H, s)$ を

$b(H, s)= \int_{\mathrm{H}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}_{\mathrm{m}}(\mathrm{E}/\mathrm{F})}|\nu(R)|^{-s}\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}_{B/F}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{r}(HR))dR$, ${\rm Re}(s)\gg 0$

により定義する。 ここで $\nu(R.)$ は $R$ の elementary divisor ( $F$ の ideal
になる) の分母の積である。
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このとき、 $b(H, s)$ は $q^{-}$’の有理関数で、
$b(H, s)=\gamma(E/F, q^{-\epsilon})F(H, q^{-\epsilon})$ , $\gamma(E/F, X),$ $F(H, X)\in \mathbb{Z}[X]$ ,

$\gamma(E/F, q^{-s})=\prod_{i=1}^{[(’ n+1)/2]}(1-q^{2i}X)\prod_{i=1}^{[m/2]}(1-q^{2i-1}\xi_{E/F}X)$ .

という形であることが知られて ([10]) いる。 このとき、 $F(H, X)$ は次
の形の関数等式を満たす。

$m.=2n,$ $+1$ が奇数のとき、
$F(H, q^{-2n}’ X^{-1})=(q^{m}X)^{-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\varpi_{B/F}^{n}\det H)}.F(H, X)$ ,

$m_{1}=2n$ が偶数のとき、
$F(H, q^{-2m}X^{-1})=\chi((-1)^{n}\det H)(q^{m}. X)^{-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\wp_{B/p}\det H)}F(H, X)$

が成り立つ。
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