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1 導入
$F$ を非アルキメデス的局所体とする. $\mathrm{G}\mathrm{L}_{N}(F)$ の既約許容表現の研究において, $F^{N}$ の

lattice chain から定義される開コンパクト部分群とその表現を用いた手法が有効であった.
この方法の出発点となったのが Howe-Moy[3] と Bushnell [1] で与えられた fundamental
stratum([3] では minimal K-tyPe) の概念である. $\mathrm{G}\mathrm{L}N(F)$ の fundamental stratum は,

lattice chain から得られる開コンパクト部分群とその既約表現の組として与えられる. こ
れらの論文で $\mathrm{G}\mathrm{L}_{N}(F)$ の既約許容表現が (部分群へ制限したときに) fundamental stratum
を含むことが示された.

L.Morris は剰余標数が 2 でない非アルキメデス的局所体上の古典群 $G$ に対して, funda-
mental strata のの構成を試みた. Morris [6] では, ある種の双対性を持つ lattice chain で
ある $\mathrm{C}$-chain から $G$ の開コンパクト部分群のフイルトレーションを構成し, fundamental
$G$-strata を定義した. しかし, 彼の定めた fundamental $G$-strata は, 一般線形群の funda-
mental strata の応用としては不適切であり, fundamental $G$-strata を用いた古典群の表現
論的結果は, 未だ得られていない.

K.Kariyama は [4] で, Morris の $\mathrm{C}$-chain を用いて古典群の fundamental $\mathrm{C}$-stratum を

定義し, $G$ が古典 Chevalley 群の場合に既約 supercuspidal 表現に対応しない split funda-
mental strata を与えた. 本稿では, fundamental $\mathrm{C}$-strata の存在, すなわち, 古典群 $G$ の

任意の既約許容表現は fundamental $\mathrm{C}$-stratum を含むことを証明する. この結果により,
古典群の既約許容表現は fundamental strata でパラメーター付けすることができる.
最近, S.Stevens が [8] で, 自己双対的 lattice sequence を用いた古典群の fundamental

strata を定義し, その存在を証明した. 33. 節で見るように $\mathrm{C}$-chain は典型的な自己双
対的 lattice sequence であり, fundamental $\mathrm{C}$-strata は Stevens の定めた fundamental
strata である. 従って, 自己双対的 lattice sequence による fundamental strata の存在は
fundamental $\mathrm{C}$-strata の存在の帰結である.
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2 準備

2.1. この節では $F$ を対合 $\sigma_{0}$ を持つ, 標数が 2 でない体とする. $\overline{\llcorner.}\in\{\pm\},$ $V$ を非退化
$(\epsilon, \sigma_{0})$ -半双線形形式 $f$ を備えた有限次元 $F$-線形空間とする. すなわち, 任意の $v,$ $w\in V$

と $\lambda\in F$ に対して $f$ : $V\mathrm{x}V$
.

$arrow F$ は

$f(\lambda v, w)=\sigma_{0}(\lambda)f(v,w)=\epsilon\sigma_{0}(f(w, \lambda v))$

を満足する.
このとき $X\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)$ に対して次の条件を満たす $\sigma(X)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V.)$ が一意に定まる:

任意の $v,$ $w\in V$ に対し
$f(Xv, w)=f(v, \sigma(X)w)$ .

写像 $\sigma$ : $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)$ は $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)$ の対合となる.
$V$ 上の skew 線形写像の集合を

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)^{-}=\{X\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)|X+\sigma(X)=0\}$

で定義する.

22. $e_{0}\in\{1,2\}$ とする . $e$ を自然数, $V=\oplus_{:\in \mathrm{Z}/ee_{0}\mathrm{Z}}V.\cdot$ を非退化 $(\epsilon, \sigma_{0})$-半双線形形式 $f$

を備えた有限次元 $\mathrm{Z}/ee_{0}\mathrm{Z}$-次数付き $F$-線形空間とする. 形式 $f$ には次の条件を仮定する:
整数 $c$ で

$i+j\not\equiv c$. $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} ee_{0})$ ならば $f(V.\cdot, V_{j})=\{0\}$ (2.2.1)

を満たすものが存在する.
$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)\iota$ を次数 $l$ の斉次線形写像全体の集合とする:

$\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)_{l}=\{X\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)|XV\dot{.}\subset V_{i+l}, i\in \mathrm{Z}/e\mathrm{Z}\}$ .

$T\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)_{\mathrm{e}}\text{で},$
$T^{e\mathrm{o}}=\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{v}h^{\mathrm{a}}\text{つ}\sigma(T)=(-1)^{e\mathrm{o}+1}T\dot{\text{を}}\grave{\dagger}\#\llcorner-\text{すもの}h^{\mathrm{B}}\text{存}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{すると}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{定する}$ .

$\mathrm{L}_{J}^{\backslash }1\mathrm{T}X\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)_{l}\mathrm{F}\mathrm{h}T\text{と}7-\text{換で},$ $\mathrm{n}]\text{零}h^{\mathrm{a}\text{つ}}$ skew $\text{であると}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{定し},$ $\text{自}\Re_{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}d\text{を}$

$X^{d}V=\{0\},X^{d-1}V\neq\{0\}\text{を^{}\backslash }\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{足する}$ A $\check{\mathfrak{p}}\mathrm{F}_{\llcorner}^{}\text{とる}$ . $\llcorner\text{のとき^{}\backslash },Rh^{\backslash ^{\backslash }}\text{成り_{}\mathrm{t}}\mathrm{Z}.\supset$ .

$\#\mathrm{a}\mathrm{e}2.2.1([6]$ ffiffi 3.3$)$ . $\text{上の仮定のもとで},$ $V\text{の斉^{}\backslash },R_{\overline{7\mathrm{C}}e}:\in V_{m(1)}.(1\leq i\leq s),$ $fj\in$

$V_{n(j),gj}\in V_{k(j)}(1\leq j\leq t)\text{と自}\#_{\iota\backslash }\Re l.,$ $\delta_{j}\text{て^{}\backslash },\cdot R\text{の条}\dagger\#\text{を^{}\backslash }\theta_{\overline{}}\text{すもの}h\dagger \text{存}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{する}$ .
(i) $X^{\mathit{4}}.e\dot{.}=X^{\delta_{\mathrm{j}}}f_{j}=X^{\delta_{\mathrm{j}}}g_{j}=0\hslash^{\mathrm{a}^{\vee}}\supset X^{a}\mathfrak{g}.,$ $X^{b}f_{j},$ $X^{b}gj(0\leq a<d_{i},$ $0\leq b<\delta j,$ $1\leq i\leq$

$s,$ $1\leq j\leq t)l\mathrm{h}V\mathcal{O}\mathit{3}\mathrm{F}\mathrm{E}\text{を}ffi\text{す}$ .
(ii) $\text{上の}\mathrm{g}\mathrm{E}\text{の}\overline{\pi}\mathrm{F}\mathrm{h}1^{\backslash }A\mathrm{T}\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{D}}^{\mathrm{A}}$ kfflt $\backslash \text{て}E1^{\backslash }\mathrm{F}_{\mathrm{L}}^{}\mathrm{i}\Xi*\text{する}$ .

$f(X^{a}e_{i},X^{d.-a-1}.e:)=(-1)^{a}\alpha_{\dot{\mathrm{s}}}$ , $\alpha:\in F^{\mathrm{x}}$

または
$f(X^{b}f_{j},X^{\delta_{j}-b-l}g_{j})=\epsilon f(X^{\delta_{\dot{g}}-b-l}g_{j}, X^{b}f_{j})=(-1)^{b}$.

(iii) 集合 $\{e_{i}, f_{j},g_{j}\}$ は定数倍を除いて $T$ の作用で閉じている.
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23. 命題 2.2.1 の基底を用いて $H\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)$ を次のように定める:

$H(X^{a}e_{i})$ $=$ $(1-l$. $+2a)X^{a}e_{i}$ ,

$H(X^{b}f_{j})$ $=$ $(1-\delta_{j}+2b)X^{b}f_{j}$ ,
$H(X^{b}g_{j})$ $=$. $(1-\delta_{j}+2b)X^{b}g_{j}$ .

$X^{d-1}\neq 0$ かつ $X^{d}=0$ であったから $d= \max\{l., \delta_{j}\}_{i_{\dot{\beta}}}$ である. 整数 $\lambda$ に対し weight
$\lambda$ の weight 空間 $V(\lambda)$ を

$V(\lambda)=\langle v\in V|Hv=\mu v, \mu\geq\lambda\rangle$

で定義する. $V(\lambda)$ はそれに含まれる $H$ の固有ベクトル, すなわち基底 $\{X^{a}e_{i}, X^{b}f_{j},X^{b}g_{j}\}$

の元で張られる. 特に $V(\lambda.)$ は $V$ の斉次部分空間である. $V_{j}(\lambda)=V(\lambda)\cap V.\cdot$ とすれば
$V\dot{.}(\lambda)$ もまた, それに属する基底 $\{X^{a}e_{i}, X^{b}f_{j}, X^{b}g_{j}\}$ の元で張られ, $TV_{*}.(\lambda)=V_{-+e}(\lambda)$ であ

ることが確かめられる. 定義から, 任意の $\lambda$ に対し $XV_{i}(\lambda)\subset\dot{V}_{i+l}(\lambda+2)$ である.

明らかに $\mu\leq\lambda$ ならば $V(\lambda)\subset V(\mu)$ で, 定義より $V=V(1-d)$ かつ $V(d)=\{0\}$ で

ある. 任意の $i$ に対し $\lambda_{i}$ で Vi=Vl.(\lambda �を満足する最大の整数 $\lambda.\cdot\leq d-1$ を表すことに
すれば, $TV\dot{.}-V_{i+e}$ より $\lambda_{i+\prime},$ $-\lambda_{\mathrm{i}}$ である. 次の補題が成立する.

補題 231([6] 補題 3.4). $V_{|+ml}.(\lambda:+2m)$ は $X^{m}V_{i}$ を含む $V_{1+m\mathrm{t}}$. の weight 空間の中で,
最小のものである. 特に $V_{i+m1}(\lambda_{i}+2m)=0$ と $X^{m}V_{i}.=0$ は同値である.

部分空間 $\{0\}\subsetneq W\subset V_{i}$ に対しその次数付き補空間 $W^{[perp]}$ を次のように定義する.

$W^{[perp]}=\{v\in V_{\mathrm{c}-i}|f(v, W)=\{0\}\}$ .

このとき次の補題は容易である.

補題 232. 斉次 weight 空間 $V_{i}(\lambda)$ が零空間でないとき, $V_{*}.(\lambda)^{[perp]}=V_{\mathrm{c}-:}(1-\lambda)$ が成立する.

3 自己双対的 lattice sequence によるフイルター付け
3.1. $F$ を剰余標数が 2 でない非アルキメデス的局所体, 0 をその付値環, $\mathfrak{p}$ を $0$ の極大

イデアル, $k_{F}$ を $F$ の剰余体 $0/\mathfrak{p}$ とする. $F$ は対合 $\sigma_{0}$ を持つと仮定し, $F$ の $\sigma_{0}$ による固

定休を $F_{0}=F^{\sigma 0}$ で表す. $\emptyset 0,\mathrm{P}\mathrm{o}$ をそれぞれ $F_{0}$ の付値環とその極大イデアルとする. この
とき $F$ の素元 $\varpi$ は $\sigma \mathrm{o}(\varpi)=\pm\varpi$ を満たすようにとれる.

$V$ を $F$ 上の $N$ 次元ベクトル空間, $\epsilon\in\{\pm 1\}$ とし, $f$ を $V$ 上の非退化 $(\epsilon$ , \sigma 0 $)$-半双線形
形式とする. $G$ を形式 $(f, V)$ の等長変換全体の成す群

$G=\{g\in GL(V)|f(gv,gw)=f(v,w), v, w\in V\}$

とする. $f$ から定まる $A=\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{F}(V)$ 上の対合を $\sigma$ で表すとき, $G$ の Lie 環は,

$A^{-}=\{X\in A|X+\sigma(X)=0\}$
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32. S.Stevens が [8] で構成した, 自己双対的 lattice sequence によるフィルター付けを
思い出そう. $V$ の開 compact 部分 $0$-加群を, $V$ の lattice と呼ぶ. Bushnell-Kutzko が [2]
で導入した $V$ の lattice sequenoe とは, $\mathrm{Z}$ から $V$ の lattice 全体の成す集合への写像 A
で, 次の条件を満足するものをいう:

(i) $\Lambda(i)\supset\Lambda(i+1),$ $i\in \mathrm{Z}$ ,
(ii) 自然数 $e=e.(\Lambda)$ が存在して $\varpi\Lambda(i)=\Lambda(i+e)i\in \mathrm{Z}$ を満たす.

A が lattice $\mathrm{s}\Re \mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ であるとき, 条件 (ii) を満たす自然数 $e$ は一意に定まり, それを A
の周期と呼ぶ.

$V$ の lattioe $L$ に対し, その双対 lattice $L\#$ を

$L\#=\{v\in V|f(v, L)\subset \mathfrak{p}\}$

で定める. このとき $(L\#)\#=L$ が成り立つ. lattice sequence A が自己双対的であるとは,
整数 $d$ で

$\Lambda(i)\#=\Lambda(d-i),$ $i\in \mathrm{Z}$

を満たすものが存在するときにいう.
$V$ の l.attice sequence A より, $A$ の lattice から成るフィルター付け $\{a_{n}(\Lambda)|n\in \mathrm{Z}\}$ を

$a_{n}(\Lambda)=\{X\in A|X\Lambda(i)\subset\Lambda(i+n), i\in \mathrm{Z}\}$

で定める. ,lattice sequence A が自己双対的であることは, 任意の $n$ に対し $a_{n}(\Lambda)$ が \sigma -安

定であることと同値である.
写像 $\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F_{0}}-\mathrm{t}\mathrm{r}_{F/F\mathrm{o}}\circ \mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F}$ をトレースの合成とする. $A$ の lattice $\Gamma$ に対して

$\Gamma^{*}$ $-$ $\{X\in A|\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F_{0}}(X\Gamma)\subset \mathrm{p}_{0}\}$

$=$ $\{X\in A|\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F}(X\Gamma)\subset \mathfrak{p}\}$

と定義する. このとき, 次が成立する.

命題 3.21([2] 命題 23, 210). (a) $a_{0}(\Lambda)$ は $A$ の hereditary order で $a_{1}(\Lambda)$ はその

Jacobson 根基である.
(b) $\varpi a_{n}(\Lambda)=a_{n+e(\Lambda)}(\Lambda),$ $n\in \mathrm{Z}$ .
(c) $a_{n}(\Lambda)\cdot a_{m}(\Lambda)\subset a_{n+m}(\Lambda),$ $n,m\in \mathrm{Z}$ .
(d) $a_{n}(\Lambda)^{\iota}=a_{1-n}(\Lambda),$ $n\in \mathrm{Z}$ .

A を自己双対的 lattice sequenoe とする. このとき, 任意の $n$ について $a_{n}(\Lambda)$ は \sigma -安定

であったから

$a_{n}(\Lambda)^{-}=a_{n}(\Lambda)\cap A^{-}=\{X\in a_{n}(\Lambda)|X+\sigma(X)=0\}$

は $A^{-}$ の $0_{0}$-lattice となる. $G$ の開 compact 部分群 $P_{\Lambda}$ を

$P_{\Lambda}=G$寡旬 $(\Lambda)^{\mathrm{x}}$
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で定め, $P_{\Lambda}$ の開。ompact 部分群がら成るフィルター付け $\{P_{\Lambda,n}. |n\geq 1\}$ を

$P_{\Lambda,n}=G\cap(1-\vdash a_{n}(\Lambda)),$ $n\geq 1$

で定義する.
記号 $\Lambda$ は Pontrjagin dual を表すものとし, $F_{0}$ の自明でない加法的指標 $\Omega$ でその

conductor が $\mathfrak{p}_{0}$ であるものを固定する. このとき次が成立する.

命題 3.2.2([7] 補題 31, 32). (a) 任意の $n,m>0$ に対しで $P_{\Lambda,n}$ は $P_{\Lambda}$ の正規部分群
で, 交換子群 $[P_{\Lambda},, {}_{n}P_{\Lambda,m}]$ は $P\text{い}+m$ に含まれる.

(b) $2n\geq m\geq n>0$ であるとき, 有限アーベル群の同型 $P_{\mathrm{A},n}/P_{\Lambda m1}\simeq$ 。$n(\Lambda)^{-}/a_{m}(\Lambda)^{-}$

が写像 $x\mapsto x-1$ から誘導される.
(c) $2n\geq m\geq n>0$ であるとき, 有限アーベル群の同型 $a_{1-m}(\Lambda)^{-}/a_{1-n}(\Lambda)^{-}\simeq$

$(P_{\Lambda,n}/P_{\Lambda,m})^{\Lambda};b+a_{1-n}(\Lambda)^{-}\mapsto\psi_{b}$ が

$\psi_{b}(p)=\Omega(\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F_{0}}(b(p-1))),$ $p\in P_{\mathrm{A},n}$

により得られる.

3.3. L.Morris も [6] で, $G$ の開 compact 部分群とそのフィルター付けを構成している.
ここでは彼の構成した $\mathrm{C}$-ffltration を, 自己双対的 lattice sequence によるフイルター付け
として特徴付ける.

$\mathcal{L}$ を $V$ の lattioe から成る集合とする. $\mathcal{L}$ が包含関係について全順序であり, 更に $F^{\mathrm{x}}$

の元の積に関して閉じているとき, $\mathcal{L}$ は $V$ の lattice chain であるという. $\mathcal{L}$ が lattice
chain であるとき, 番号付け $\mathcal{L}=\{L_{i}\}_{i\in \mathrm{Z}}$ で次の条件を満たすものが存在する.

(i) $L_{i}\supsetneq L_{i+1},$ $i\in \mathrm{Z}$ ,
(ii) 自然数 $e$ が存在して $\varpi L.\cdot=L:+\epsilon’ i\in \mathrm{Z}$ .

(ii) の $e$ は $\mathcal{L}$ により一意に定まる. これを lattice chain $\mathcal{L}$ の周期と呼び, $e=e(\mathcal{L})$ と書
く. 一般に $e(\mathcal{L})\leq\dim_{F}V=N$ が成り立つ. 以下 lattice chain $\mathcal{L}$ に対して $\mathcal{L}=\{L_{i}\}_{*\in}.\mathrm{z}$

と書けば, 上の条件を満たす番号付けを表すものとする.
$\mathcal{L}$ が $V$ の lattice chain であるとき, $c\#_{=}\{L\#| L\in \mathcal{L}\}$ もまた lattice chain となり,
これを $\mathcal{L}$ の双対 lattice chain と呼ぶ. $\mathcal{L}=\mathcal{L}\#$ であるとき $\mathcal{L}$ は自己双対的であるという.

定義 33.1([6] 補題 4.4). lattice chain $\mathcal{L}$ と, その双対 lattice chain $\mathcal{M}=c\#$ の組
$(\mathcal{L}, \mathcal{M})$ が $\mathrm{C}$-chain であるとは, $\mathcal{L}\cup \mathcal{M}^{\cdot}$ が自己双対的 lattice chain $\text{て^{}\mathrm{e}}$ , 更に番号付け
$\mathcal{L}=\{L:\}_{i\in \mathrm{Z}},$ $\mathcal{M}=\{M_{\dot{l}}\}_{i\in \mathrm{Z}}$ で

$M_{}\supset L_{:}\supset M_{1+1}+\cdot\supset L_{\dot{f}+1},$ $i\in \mathrm{Z}$ (3.3.1)

を満たすものが存在するときにいう.

$\mathrm{C}$-chain $(\mathcal{L}, \mathcal{M})$ に対して写像 A: $\mathrm{Z}arrow \mathcal{L}\cup \mathcal{M}$ を

$\Lambda(2i)=M_{j}\supset\Lambda(2i+1)=L:,$ $i\in \mathrm{Z}$
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で定義すれば, A は周期 $e(\Lambda)=2e(\mathcal{L})$ の lattice sequence である. また $\mathcal{M}=\mathcal{L}\#$ であっ
たから $L_{0}^{\#}=M_{c}$ を満たす整数 $c$ が一意に存在し, 任意の $i$ lこついて $L^{\#},\cdot$

. =Af。-j かつ
$M_{i}^{\#}=L_{\mathrm{c}-i}$ が成立する. これより $\Lambda(i)^{\neq}=\Lambda(2c+1-i)$ であることが確かめられ, A は

自己双対的である.
逆に, 自己双対的 lattice sequence $\Lambda$ が

$\mathrm{C}(\mathrm{i})\Lambda(2i+1)\supseteq\Lambda(2i+2),$ $i\in \mathrm{Z}$ .

C(\"u) $e(\Lambda)$ は偶数で $d$ は奇数である.

を満足するとき, $\mathcal{L}=\{L_{i}=\Lambda(2i+1)|i\in \mathrm{Z}\},$ $\mathcal{M}=$ $\{\% =\Lambda(2i)|i\in \mathrm{Z}\}$ とおけば,
$\mathrm{C}$-chain $(\mathcal{L},\mathcal{M})$ が得られる.
上の記号のもとで $\mathrm{C}$-chain と, 条件 $\mathrm{C}(\mathrm{i}),$ $\mathrm{C}(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす自己双対的 lattice sequence を
同一視し, $\Lambda-(\mathcal{L}, \mathcal{M}),$ $e(\Lambda)-2e(\mathcal{L})-2e,$ $d-2c+1$ と書 $\text{く}$ . A が $\mathrm{C}$-chain であるとき,
$e(\Lambda)\leq 2N$ である.

$\mathrm{C}$-chainA から定まる $A$ のフィルター付け $a_{n}(\Lambda)$ を記述しよう. lattice chain $\mathcal{L}=$

$\{L_{i}\}:\in \mathrm{z}$ に対して, $\mathfrak{U}(\mathcal{L})$ を対応する hereditary order

$\mathfrak{U}(\mathcal{L})=\{X\in A|XL\subset L, L\in \mathcal{L}\}$

とし, $\mathfrak{P}(\mathcal{L})$ をその Jacobson 根基 $\text{と}$

. する. このとき

$\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{n}=\{X\in A|XL_{i}\subset L_{:+n}, i\in \mathrm{Z}\},$ $n\in \mathrm{Z}$

が成り立つ.
$\mathrm{A}=(\mathcal{L}, \mathcal{M})$ を $\mathrm{C}$-chain とする. このとき, 定義から

$a_{2\mathrm{j}}(\Lambda)=\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{j}\cap \mathfrak{P}(\mathcal{M})^{j},$ $j\in \mathrm{Z}$

が従う. これと命題 32.1 (d) から

$a_{2j+1}(\Lambda)$ $=$ $a_{-2j}(\Lambda)^{*}=(\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{-j}\cap \mathfrak{P}(\mathcal{M})^{-j})^{*}$

$=$ $(\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{-j})^{*}+(\mathfrak{P}(\mathcal{M})^{-j})^{*}=\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{j+1}+\mathfrak{P}(\mathcal{M})^{j+1}$

が任意の $j$ について成立する.

4 古典群の strata
41. 古典群の strata は次のように定義される.

定義 4.11([8] 定義 26). 自己双対的 lattice sequence $\Lambda$ , 自然数 $n$ , 剰余類 $b+a_{1-n}(\Lambda)^{-}$

に対応する $P_{\Lambda,n}/P_{\Lambda,n+1}$ の指標 $\psi_{b}$ から成る三つ組 $(\Lambda,n,\psi_{b})$ を stratum と呼ぶ. 商 $n/e(\mathcal{L})$

を stratum の level と呼ぶ.
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ が $\mathrm{C}$-chain で, $n$ が偶数である stratum $(\mathrm{A}, n,\psi_{b})$ を $\mathrm{C}$-stratum と呼ぶ (団).
$(\ovalbox{\tt\small REJECT}, \mathrm{v}\mathrm{r},,\psi_{b})$

. を stratum, $k\ovalbox{\tt\small REJECT}(n, e(\mathrm{A}))$ とする. $b\mathrm{e}a,.(\mathrm{A})^{-}$ であるから, $y\ovalbox{\tt\small REJECT}\varpi^{n/k}b^{e(\mathrm{A})/k}$

は整環.(A) に属し, $y$ の固有多項式 $\Phi_{b}(\ovalbox{\tt\small REJECT})$ は $\mathit{0}$-係数の多項式である. $\phi_{b}(X)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 頓 )
$(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathrm{p})\in\ovalbox{\tt\small REJECT}[X]$ と置けば, これは $b+a_{l}.(\mathrm{A})$ から一意に定まる.

定義 412([8] 定義 27). stratum $(\Lambda, n, \psi_{b})$ が $\phi_{b}(X)\neq X^{N}$ を満たすとき, $(\Lambda, n, \psi_{b})$ は

fundamental であるという.

命題 4.1.3. $\mathrm{A}=(\mathcal{L},\mathcal{M})$ を $\mathrm{C}$-chain, $\mathrm{C}$-stratum $(\Lambda, 2n,\psi_{b})$ は fundamental でないと仮定
する. このとき, $b+a_{1-2n}.(\Lambda)$ は巾零元を含む.

証明 まず $b\in a_{-2n}\subset \mathfrak{P}(\mathcal{L})^{-n}$ である. 仮定より $\phi_{b}(X)=X^{N}$ であるから, $y^{N}\in$

$a_{1}(\Lambda),$ $b^{e(\Lambda)N/k}\in\varpi^{-2nN/\mathrm{k}}a_{1}(\Lambda)=a_{1-2n\epsilon(\Lambda)N/k}(\Lambda)$ が従う. これを二乗すれば, $b^{2e(\mathrm{A})N/\mathrm{A}}$
.

$\in$

$a_{2-4ne(\Lambda)N/k}(\Lambda)\subset \mathfrak{P}(\mathcal{L})^{1-2ne(\Lambda)N/k}$ を得る. 従って, 次の補題から $b+\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{1-n}\subset b+a_{1-2n}(\Lambda)$

は巾零元を含む. 口

補題 4.1.4 ([1] 補題 2.1). $\mathcal{L}$ を lattice chain, $n\in \mathrm{Z},$ $b\in \mathfrak{P}(\mathcal{L})^{n}$ とする. このとき,
$b+\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{n\mathrm{I}1}$ が巾零元を含む為の必要十分条件は, ある $m\geq 1$ に対し $b^{m}\in \mathfrak{P}(\mathcal{L})^{mn\mathrm{I}1}$ と

なることである.

第 7 節では次の定理の証明を与える.

定理 4.1.5. A を $\mathrm{C}$-chain, $x\in a_{2j}(\Lambda)^{-}$ とし, $x+a_{2j+1}(\Lambda)$ は巾零元を含むと仮定する. こ

のとき $\mathrm{C}$-chain $\Lambda’$ と整数 $j’$ で次の条件を満たすものが存在する.
(a) $x+a_{2j+1}(\Lambda)\subset a_{2j’}(\Lambda’)$ .
(b) $2j’/e(\Lambda’)>2j/e(\Lambda)$ .

42. $G$ の既約許容表現 $\pi$ が stratum $(\Lambda,n,\psi_{b})$ を含むとは, $\pi$ の $P_{\mathrm{A},n}$ への制限 $\pi|_{P_{\Lambda.n}}$

が $\psi_{b}$ を含むことをいう.
$\pi$ を既約許容表現, A を自己双対的 lattice $\mathrm{s}\Re \mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{c}\mathrm{e}$ とする. このとき $\pi$ は smooth であ
るから, 十分大きな $n\geq 1$ に対して $P_{\Lambda,n}$ で固定されるベクトルを持ち, stratum $(\Lambda,n, 1)$

を含む. 自己双対的 lattice sequenoe は存在するから, 任意の既約許容表現はある stratum
を含む.
次に本稿の主定理を述べる.

定理 4.2.1. $G$ の既約許容表現 $\pi$ は, 任意の白己双対的 lattice chain A に対し, $P_{\Lambda,1^{-}}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{d}$

vector を持たないと仮定する. このとき, $\pi$ に含まれる $\mathrm{C}$-stratum の中でその level が最
小であるものは fundamental である.

証明 $\mathrm{C}$-chain の周期は $2N$ を越えないから, $\pi$ に含まれる C–stratum の中でその level
が最小であるものが存在することを注意しておく.

$(\Lambda, 2n,\psi_{b})$ を $\pi$ に含まれる $\mathrm{C}$-stratum の中でその level が最小であるものとする. この
$\mathrm{C}$-stratum が fundamental でないと仮定して, 矛盾を導こう.
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命題垣 3 より, $b+a_{1-2n}(\Lambda)$ は巾零元を含む. 従って定理 4. L5 から $\mathrm{C}$-chain $\Lambda$’と整数
$j’$ で

$b+a_{1-2n}(\Lambda)\subset a_{2j’}(\Lambda’)$ (4.2.1)

かつ
$2j’/e(\Lambda’)>-2n/e(\Lambda)$ (4.2.2)

を満たすものが存在する.
(4.2.1) より特に $a_{1-2n}(\Lambda)\subset a_{2j’}(\Lambda’)$ であり, 双対性から $a_{2n}(\Lambda)\supset a_{1-2j’}(\Lambda’)$ を得る. こ

こで $n’=-j’$ と置けば, $a_{2n}(\Lambda)$ :) $a_{2n’+1}(\Lambda’)$ と $n\geq 1$ から $n’\geq 0$ を得る. 実際 $n’<0$
ならば $1\in a_{0}(\Lambda’)\subset a_{2n’+1}(\Lambda’)$ となり $1\not\in a_{2n}(\Lambda)$ に反する. 従って, 部分群の包含関係
$P_{\mathrm{A},2n}\supset P_{\Lambda’,2n’+1}$ が成立する.
任意の $p\in P_{\Lambda,2n}$ に対して $\psi_{b}(p)$ は

$\psi_{b}(p)=\Omega(\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F_{0}}(b(p-1)))$

で与えられ, (4.2.1) より $b\in a_{2j’}(\Lambda’)$ であるから写像 $\Omega(\mathrm{t}\mathrm{r}(b-))$ : $a_{2n}(\Lambda)arrow \mathrm{C}$ ; $x\mapsto$

$\Omega(\mathrm{t}\mathrm{r}_{A/F_{0}}(bx))$ は $(a_{2j’}(\Lambda’))^{*}=a_{2n’+1}(\Lambda’)$ 上 1 である. 従って $\psi_{b}(P_{\Lambda_{j}’2n’+1})=\{1\}$ となり,
$\pi$ は $P_{\Lambda’,2n’+1}$ によって固定される零でないベクトルを持ち, 仮定より $n’\geq 1$ を得る. 特
に $\pi$ は lcvcl $2n’/e(\Lambda’)$ の stratum を含む.
このとき (4.2.2) から

$2n’/e(\Lambda’)=-2j’/e(\Lambda’)<2n/e(\Lambda)$

となり level $2n/e(\Lambda)$ の最小性に矛盾する. 口

4.3. $G$ の既約許容表現 $\pi$ に含まれる 2 つの strata に関して考察する.

命題 43.1([1] 注意 29). A を自己双対的 lattice sequence, $n\geq 1,$ $b\in a_{-n}(\Lambda)$ とする. 自
己双対的 lattice sequenoe $\Lambda’$ と $n’\geq 1$ で次の条件を満たすものが存在するとき, stratum
$(\Lambda, n, \psi_{b})$ は fundamental ではない.

(i) $b\in a_{-n’}(\Lambda’)$ ,
(ii) $n/e(\Lambda)>n’/e(\Lambda’)$ .

証明 仮定より $y=\varpi^{n/k}b^{e(\Lambda)/k}\in a_{1}(\Lambda’)$ を得る. $a_{1}(\Lambda’)$ は hereditary order $a_{0}(\Lambda’)$ の

Jacobson 根基であるから $y$ の固有多項式 $\Phi_{b}(X)$ は 0-係数で, modulo $\mathfrak{p}$ で $X^{N}$ に合同で
ある. 口

[ $3\downarrow$ 定理 4.1 と同様に次の結果が成立する.

命題 432. $\pi$ を $G$ の既約許容表現とする. strata $(\mathrm{A},n, \psi_{b}),$ $(\Lambda’,n’,\psi\nu)$ が $\pi$ に含まれる
と仮定する. このとき.$q\in G$ が存在して

$(b+a_{1-n}(\Lambda)^{-})\cap g(b’+a_{1-n’}(\Lambda’)^{-}).q^{-1}\neq\emptyset$

ル迩 f.^す
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従って次の結果を得る.

系 433. $\pi$ を $G$ の既約許容表現とする. strata $(\Lambda,n, \psi_{b}),$ $(\Lambda’,n’, \psi_{\{f})$ が $\pi$ に含まれると
仮定する. このとき, $(\Lambda,n,\psi_{b})$ が fundamental であるならば, $n/e(\Lambda)\leq n’/e(\Lambda’)$ が成立
する. 特に, $\pi$ に含まれる二つの fundamental strata の level は等しい.

5 $\mathrm{C}$-ffltration の巾零剰余類
5.1. $\mathrm{A}=(\mathcal{L}, \mathcal{M})$ を $\mathrm{C},\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{i}\mathrm{n}$ とする. 以下, $a_{n}=a_{n}(\Lambda),$ $\Lambda_{i}=\mathrm{A}(i)$ と略記する. この

節では $a_{2j}/a_{2j+1}$ の剰余類について考察する. $a_{2j},$ $a_{2j+1}$ は $\sigma$-不変であったから, $\sigma$ より

$a_{2j}/a_{2j+1}$ 上の対合 $\overline{\sigma}$ が定まる.
剰余類 $X=x+a_{2:+1}\in a_{2j}/\emptyset 2j+1$ が対合 $\overline{\sigma}$ に関して skew であるとき, $X$ は skew で

あるという. $\overline{\sigma}$ の定義から, $X$ が skew であるための必要十分条件は $x+\sigma(x)\in a_{2j+1}$ と

なることである.
$(a_{2j}/a_{2j+1})^{-}$ を $a_{2j}/a_{2j+1}$ の skew な剰余類全体のなす集合とすれば, 次の補題が成り

立つ.

補題 51.1([6] 補題 6.1). 写像

$a_{2j}^{-}/a_{2j\cdot 11}^{-}$ $arrow$ $(a_{2j}/a_{2j+1})^{-}$

$x+$ 蝙 il $\mapsto$ $x+a_{2j+1}$

は同型である.

52. 命題 321(c) により, $\mathrm{F}_{q}$ 上の \sim 次数付き多元環

$\overline{a}=\oplus a_{2j}/a_{2j+1}j\in \mathrm{Z}$

が構成される、
剰余類 $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ が $\overline{a}$ の元として巾零であるとき, $X$ は巾零であると
いう. $X$ が巾零であるための必要十分条件は, $x^{n}\in a_{2nj+1}$ となる $n\geq 1$ が存在すること
である. [1]補題 2.1 より, この条件は次のように言い換えられる.

命題 5.21. 剰余類 $x+a_{2j+1}$ が巾零であるための必要十分条件は, $x+a_{2\mathrm{j}+1}$ が巾零元を
含むことである.

5.3. $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ とする. $V$ の lattice $L$ に対して, lattice $XL$ を

$XL=xL+a_{2j+1}L$

で定める. また $X^{0}L=L$ とし, $n\geq 2$ についても帰納的に $X^{n}L=X(X^{n-1}L)$ と定める.
このとき $a_{2j+1}=\mathfrak{P}(\mathcal{L})^{j+1}+\mathfrak{P}(\mathcal{M}\mathrm{y}+1$ であることから, 次の補題が成立することが確か

められる.
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補題 531. $\mathrm{A}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ ] $L\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{A}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$. を満足する lattice $L$ に対して, $\mathrm{A}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\}2\mathrm{j}}\mathrm{X}$) $XL\mathrm{D}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{i}+2\mathrm{j}+1}$ が成立
する.

この補題を帰納的に用いれば, 巾零剰余類についての次の主張を得る.

補題 532. 剰余類 $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ は巾零であると仮定する. このとき任意の
Hこ対して, 次の条件を満たす $r=r(i)\geq 0$ が一意に存在する.

(i) $0\leq s<r(i)$ に対し $\Lambda_{\dot{l}+2sj}\supset X^{\epsilon}\Lambda.\cdot\supseteq\Lambda_{i+2sj+1}$ ,
(ii) $X^{r}\Lambda:=\Lambda_{i+2tj+1}$ ,
(iii) $s>r$に対しん $+\mathit{2}\epsilon j+l\supset X^{\epsilon}\Lambda.$ .

更に $x^{n}\in a_{2nj+1}$ を満たす任意の $n\geq 1$ に対して, $n\geq r(i)$ である.

注意 53.3. 任意の \sim こついて条件 $\mathrm{C}(\mathrm{i})$ より $\Lambda_{A-+1}\ell\supseteq\Lambda_{2i+2}$ であったから, $r(2i+1)>0$
である.

6 $\mathrm{C}$-filtration $\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$

61. 以下 $e_{0}$ を拡大 $F/F_{0}$ の分岐指数とする. 従って, $F,$ $F_{0}$ の素元 $\varpi,\varpi_{0}$ は

$\varpi_{0}=\varpi^{e_{0}},$ $\sigma_{0}(\varpi)=(-1)^{e_{0}+1}\varpi$

を満たすように取れる.
$\mathrm{C}$-chain $\mathrm{A}=(\mathcal{L},\mathcal{M})$ に対し, $\mathrm{Z}$-次数付き $k_{F}$-ベクトル空間 A を次のように定義する :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=.\oplus_{\mathrm{Z}}\tilde{\Lambda}_{1}\dot{l}\in.,\overline{\Lambda}_{\dot{|}}=\Lambda:/\Lambda:+1$
.

A の周期は $e(\Lambda)=2e$ であることから, $\varpi_{0}$ の積から同型 $\overline{\varpi_{0}}\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{kp}(\tilde{\Lambda})_{2ee_{0}}$ が誘導され,
この同型により Z/2ee0Z-次数付きベクトル空間

$\overline{\Lambda}=$

$\oplus$ $\overline{\Lambda}_{}$

$i\in \mathrm{Z}/2e\mathrm{e}0\mathrm{Z}$

が構成される.
素元 $\varpi$ の積により, $\overline{\Lambda}$ には $2e$ 次の斉次同型 $\overline{\varpi}$ が誘導 $.\text{さ}$れる. 構成の方法から–\mbox{\boldmath $\varpi$}e0 $=\mathrm{i}\mathrm{d}_{\overline{\Lambda}}$

を得る.

62. $\overline{\Lambda}$ 上に非退化な半双線形形式を定めよう. はじめに $\tilde{\Lambda}$ 上に形式 $\tilde{f}$を定義する.
$\mathrm{Z}/2ee_{0}\mathrm{Z}$ の完全代表系として $\{i|c+1-ee_{0}\leq i\leq c+ee_{0}\}$ を選ぶ. ここで $e(\Lambda)=2e$

かつ $\Lambda_{i}^{\#}=\Lambda_{2e+1-1}$. であったことを注意しておく.
$c|1-cc_{0}\leq i\leq c|ec_{0}-1$ に対して, 写像 f- を

$f.\cdot$ : $\varpi_{0}^{m}\Lambda_{1}$. $\mathrm{x}\varpi_{0}^{n}\Lambda_{-\cdot+2c}.arrow \mathit{0}/\mathfrak{p}$ ;
$(\varpi_{0}^{m}x,\varpi_{0}^{n}y)\mapsto f(x, y)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p})$
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で定義する. このとき $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}+2c\ovalbox{\tt\small REJECT} Ai\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , であることから $f(\mathrm{A}.\mathrm{A}_{=\ovalbox{\tt\small REJECT}+2c})\mathrm{c}\mathrm{o}$ である.
$i\ovalbox{\tt\small REJECT} c+ee_{0}$ の場合, 写像 $f\text{。}+ee_{0}$ を

$f_{e+ee_{\mathrm{O}}}$ : $\varpi_{0}^{m}\Lambda_{c+ee0}\mathrm{x}\varpi_{0}^{n}\Lambda_{c+ee0}arrow 0/\mathfrak{p}$ ;
$(\varpi_{0}^{n\iota}x,\varpi_{0}^{n}y)\mapsto\varpi_{0}^{1}f(x, y)$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \mathfrak{p})$

と定義する. Ao+6。$=\varpi_{0}\Lambda_{e|\mathrm{c}\mathrm{c}_{0}|1}^{\#_{t}}$ であるから $f_{\mathrm{c}+\epsilon \mathrm{e}\mathrm{o}}$ も矛盾無く定まる.
$\sigma_{0}$ から誘導される $k_{F}$ 上の対合を–

$\sigma 0$ で表す.

補題 6.21. (a) 任意の $i$ に対して $f\dot{.}$ は両変数について加法的で, 第 1 $\circ$変数について $\overline{\sigma 0}^{-}$

半線形, 第 2 変数について 0-線形である.
(b) $c+1-ee_{0}\leq i\leq c+ee_{0}-1$ に対して $f_{1}.(x, y)=\epsilon\overline{\sigma_{0}}(f_{-:+2\mathrm{c}}(y,x))$ , また $i=c+ee_{0}$

に対しては $f_{\mathrm{c}+ee0}(x,y)=\epsilon\overline{\sigma_{0}}(f_{e+ee\mathrm{o}}(y,x))$ が成立する.
(c) $c+1$ -ee0\leq i\leq c+eへ -1 に対して $f.\cdot$ は非連 bな形式

$\varpi_{0}^{m}\Lambda:/\varpi_{0}^{m}\Lambda_{1+1}.\mathrm{x}\varpi_{0}^{n}\Lambda_{-i+2\epsilon}/\varpi_{0}^{n}\Lambda_{1-:+2a}arrow 0/\mathfrak{p}$

を誘導する. 同様に $f_{c+e\mathrm{e}\mathrm{o}}$ は非退化な形式

$\varpi_{0}^{m}\Lambda_{\mathrm{c}+e\mathrm{e}\mathrm{o}}/\varpi_{0}^{m}\Lambda_{\mathrm{c}+e\epsilon 0+1}\mathrm{x}\varpi_{0}^{n}\Lambda_{\mathrm{c}+ee_{\mathrm{O}}}/\varpi_{0}^{n}\Lambda_{\mathrm{c}+ee\mathrm{o}+1}arrow 0/\mathfrak{p}$

を誘導する.

証岨 $\sigma_{0}(\varpi_{0})=\varpi_{0}$ であることから (a), (b) は白明である.
(c). $c+1-ee_{0}\leq i\leq c+ee_{0}-1$ の場合について示す. 残りの場合も全く同様で

ある. $\varpi_{0}^{m}x\in\varpi_{0}^{m}\Lambda_{i}$ が $f_{i}(\varpi_{0}^{m}x, \varpi_{0}^{n}\Lambda_{-\cdot+2c}.)=\{0\}$ を満たすと仮定すれば $f(x, \Lambda_{-i+2e})=$

$f(x, \Lambda_{\mathrm{i}+1}^{\#})\subset \mathfrak{p}$ となり, 双対 lattice の定義から $x\in\Lambda_{:+1}$ を得る. 第 2 変数についても同
様の議論が成立するから $f.\cdot$ は非退化である. 口

この補題から $f_{i}$ を用いて $\tilde{\Lambda}$ 上の $(\epsilon,\overline{\sigma_{0}})$-半双線形形式 $\tilde{f}$が自然に定義できる.
最初の形式 $f$ は $\varpi 0$ と可換であるから $\tilde{f}$ は $\overline{\Lambda}$ 上の非退化 $(\epsilon,\overline{\sigma_{0}})$-半双線形形式 $\overline{f}$ を誘

導する. 更に $\overline{f}$ は次の条件を満足する :

$i+j\not\equiv 2c$ (m何 $2ee_{\{\mathrm{l}}$) ならば $\overline{f}(\overline{l}.,\overline{\Lambda}_{j})\equiv 0$ . (6.2.1)

形式 $\overline{f}$ から定まる $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{\mathrm{k}_{F}}(\overline{\Lambda})$ の対合を $\overline{\sigma}_{\overline{f}}$ で表せば, $\sigma \mathrm{o}(\varpi)=(-1)^{\epsilon_{0}+1}\varpi$ であることよ

り $\overline{\sigma}_{\overline{f}}(\overline{\varpi})=(-1)^{a\mathrm{o}\mathrm{I}1}\overline{\varpi}$ を得る.
これら条件と第 2 章の結果を用いて, $\overline{\Lambda}$ 上の $\overline{\varpi}$ と可換な巾零かつ skew 斉次準同型か

ら, $\overline{\Lambda}$ の斉次 weight 空間を構成することができる.
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63. この節では $\ovalbox{\tt\small REJECT}$上の巾零かつ skew 斉次準同型と, 巾零かつ skew 剰余類との対応を
みる. 剰余類 $X\ovalbox{\tt\small REJECT} x1a_{2\mathrm{j}- 1- 1},\in a_{\mathit{2}j}/a_{2j+\mathit{1}}$ に対して $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}(X)\epsilon \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{7_{F}},(\ovalbox{\tt\small REJECT})_{2\ovalbox{\tt\small REJECT}}}$が

$\tilde{\phi}_{2j}(X)$ : $\Lambda.\cdot/\Lambda_{i+1}arrow\Lambda_{i+2j}/\Lambda_{i+2j+1}$ ;
$v_{i}+\Lambda_{i+1}.\mapsto xv_{i}+\Lambda:+2j+1$

によって定まる.
$X$ は $\varpi,\varpi_{0}$ と可換であるから, $\tilde{h}j(X)$ は–

$\varpi$ と可換な写像 $\overline{\phi}_{2j}(X)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k_{F}}(\overline{\Lambda})_{2j}$ を誘導
する. [2] 命題 2.4 より写像

$\overline{\phi}_{2j}$ : $a_{2j}/a_{2j+1}arrow \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k_{F}}(\overline{\Lambda})_{2j}$

は単射である. 更に次の可換図式を得る :

$a_{2j}/02j+1\mathrm{x}a_{2\mathrm{k}}/a_{2k+1}$ $arrow a_{2(j+k)}/02(j+k)+1$

2jx�\sim k\downarrow $\overline{h}_{(d+k)}.\downarrow$

$\mathrm{F}_{\mathrm{J}}\mathfrak{n}\mathrm{d}_{k_{F}}(\overline{\Lambda})_{2j}\cross \mathrm{F}_{\mathrm{J}}\mathfrak{n}\mathrm{d}_{k_{F}}(\overline{\Lambda})_{2k}arrow \mathrm{F},\mathfrak{n}\mathrm{d}_{k_{F}}(\overline{\Lambda})_{2(j\mathrm{I}k)}$

ただし右向きの矢印はそれぞれの積による写像である. これより次の主張を得る.

命題 631. 剰余類 $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ が巾零であることと $\overline{\phi}_{2j}(X)\in \mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k_{F}}.(\overline{\Lambda})_{2j}$

が巾零であることは同値である.

次に skew 剰余類との関連をみよう. 形式 $\overline{f}$ により定まる $\mathrm{E}\mathrm{n}\mathrm{d}_{k_{P}}(\overline{\Lambda})$ 上の対合を $\overline{\sigma}_{\overline{f}}$ で

表す. 形式 7 は $f$ から構成されたものであったから, 任意の $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ に

対して
$\overline{\phi}_{2j}(\overline{\sigma}(X))=\overline{\sigma}_{\overline{f}}(\overline{\phi}_{2j}(X))$

が成立することが確かめられる.

命題 6.3.2. $X=x+a_{2j+1}\in a_{2j}/a_{2j+1}$ が skew であることは, $\overline{\phi}_{2j}(X)$ が $\overline{f}$ に関して skew
であることと同値である.

7 定理 4.1.5の証明

71. この節では定理 4L5の証明を与える. $\mathrm{A}=(\mathcal{L}, \mathcal{M})X=x+a_{2j+1}(\Lambda)e=e(\mathcal{L})$ と

おく. 先の結果から $X$ は $\overline{\Lambda}=\oplus_{:\in \mathrm{Z}/2\mathrm{e}\mathrm{e}_{0}\mathrm{Z}}\overline{\Lambda}_{i}$ 上に斉次, 巾零, skew かつ $\overline{\varpi}$ と可換に作用
し, 第 2 章の結果を適用して $\overline{\Lambda}$ の斉次 weight 空間を構成できる.

7.2. $N=\{Xa\text{氏} |i\in \mathrm{Z}, a\geq 0\}$ とすれば補題 532 から

$N=\{X^{a}\Lambda:|i_{l}\in \mathrm{Z},0\leq a<\mathrm{r}(i)\}$
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かつ $\mathrm{A}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}+2a\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{D}X\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}+’ a\ovalbox{\tt\small REJECT} 11}}$ を得る. 従って $\mathcal{N}$ は包含関係に関して全順序集合\Leftarrow なり,
特に lattice chain である.

$N$ の lattice $N$ に対し, 0 $\ovalbox{\tt\small REJECT} k<l\ovalbox{\tt\small REJECT} e(\mathrm{A}\circ$ なる $k,$ $l$ と整数 $n$ が存在して $X^{k}N\ovalbox{\tt\small REJECT}\varpi" X^{1}N$

を満たす. 従って $\mathrm{V}\in N$ と $0<e’\ovalbox{\tt\small REJECT} e(N)$ で

$X^{k}N_{0}\not\equiv X^{l}N_{0}$ $(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} \varpi),$ $0\leq k<l\leq e’-1$

かつ $X^{e’}N_{0}=\varpi^{n}N_{0}$ を満たすものが存在する. このとき

$N’=\{\varpi^{m}X^{a}N_{0}|m\in \mathrm{Z}, .0\leq a\leq e’-1\}$ (7.2.1)

は周期 $e’$ の lattice chain で, $X$ は $N’$ 上に全単射で作用する.

73. $N’$ から $\mathrm{C}$-chain を構成しよう. 23. 節と同様に $\lambda_{\mathrm{i}}$ を –\Lambda .$\cdot$

. $=\overline{\Lambda}_{i}(\lambda_{\dot{\mathrm{t}}})$ を満たす最大の
$\backslash \mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{h}\mathrm{t}$ とする.

$N$ を $N’$ の lattice とする. $N’\subset N$ であったから, $N$ はある $i\in \mathrm{Z}$ と $0\leq a<r(i)$

に対して $N=X^{a}\Lambda$: と表せ, 従って $\Lambda_{+2aj}.\cdot\supset X^{a}\Lambda:\supsetneq\Lambda_{\mathrm{i}+2aj+1}$ を満たす. $V$ の O-lattice
$l(N)$ を写像

$\Lambda_{:+2aj}arrow\Lambda_{+2aj}\dot{.}/\Lambda_{i+2aj+1}=\overline{\Lambda}:+2aj\simeq\overline{\Lambda_{j+2aj}.}.\neq 0$

による $\overline{\Lambda}_{1+2aj}.(\lambda_{i}+2a)$ の逆像として定義する. 従って $\Lambda_{:+2aj}\supset l(N)\supset N\supseteq\Lambda_{i+2aj+1}$ が成
立する. 補題 2.3.1 よ引 (N) は $N=X^{a}\Lambda_{i}$ の表示の仕方に依らずに決まる.

$\mathcal{L}’=\{l(N)|N\in N’\}$ と定めれば, 各 $l(N)$ には $\overline{\Lambda}$ の斉次 weight 空間が対応する. 同
じ次数をもつ weight 空間は包含関係に関し全順序であったから, $\mathcal{L}’$ も全順序集合となり,
明らかに写像 $l$ : $N’arrow \mathcal{L}’$ は $\varpi$ の積と可換であるから, $\mathcal{L}’$ は lattice chain となる.

命題 73.1. 写像 $l.;N’arrow \mathcal{L}’$ は全単射である. 特に $e(\mathcal{L}’)=e(N’)=e’$ .

証明 単射であることのみを示せば十分である. $N=X^{a}\Lambda:\in N’$ かつ $0\leq a<r(i)$ とす

れば $\Lambda_{1+2aj}.\supset l(N)\supset N\supset\Lambdaarrow:+2aj+1$ である. このとき

$\Lambda_{\+2(r(\dot{\iota})-1)j}..\supset X^{r(:)-1-a}l(N)\supset X^{r(:)-1}\Lambda_{i}\supset\Lambda_{+2(r(:)-1)j+1}arrow$

であるから
$\Lambda_{i+2\mathrm{r}(:)j}\supset X^{r(:)-a}l(N)\supset X^{f(\dot{*})}\Lambda:=\Lambda_{+2(r(:)j+1}$.

を得る. $X^{r(:)-a}l(N)$ の $\overline{\Lambda}_{+2\mathrm{r}(:)j}\dot{.}$ での像は $\neg(:)-Xa.\overline{\Lambda}_{i+2aj}(\lambda:+2a)$ で, これは補題 2.3.1 よ
り零であるから $X^{\mathrm{r}(1)-a}.l(N)=\Lambda:+2r(:)j+1$ を得る. 従って $X^{k}l(N)\subset\Lambda_{*+2(a+k)j+1}$. を満たす
最小の $k$ が $r(i)-a$ である.
よって $N’=X^{a’}\Lambda_{i’}\in N’(0\leq a’<r(i’))$ に対し $l(N)=l(N’)$ であるとすれば, $i+2aj=$

$i’+2a’j$ かつ $r(i.)-a=r(i’)-a’$ , 従って $X^{r(i)-a}N=\Lambda:+2r(\dot{\cdot})j+1=\Lambda\dot{.}’+2t(i’)j+1=X^{r(i)-a}N’$

が成立する. $X$ は $N’$ 上に全単射で作用するから $N=N’$ となる. 口
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7.4. $\mathcal{M}’=\mathcal{L}^{\prime\#}$ を $\mathcal{L}’$ の双対 lattice chain とする. $L\in \mathcal{L}’$ はある $i$ に対して $\Lambda_{i}\supset L\supsetarrow$

$\Lambda_{i+1}$ で, $\overline{\Lambda}_{\dot{f}}$ の斉次 weight 空間 $\overline{\Lambda}_{i}(\lambda)$ の逆像として定義される. このとき $\Lambda_{B\mathrm{c}-i},\supseteq L\#\supset$

$\Lambda_{2c+1-i}$ は $\overline{\Lambda}_{2c-i}$ の部分空間 $\overline{\Lambda}_{i}.(\lambda)^{[perp]}$ の逆像であることが確かめられる. ここで $[perp]$ は $\overline{\Lambda}$ 上
の形式 $\overline{f}$ に関する斉次直交補空間を意味する. 補題 232 から $\overline{\Lambda}_{i}(\lambda)^{[perp]}=\overline{\Lambda}_{2c-i}(1-\lambda)$ , 従っ
て $L\in \mathcal{L}’$ に対して, その双対 lattice $L\#$ も斉次 weight 空間の逆像として与えられる.
任意の $i$ に対して $\overline{\Lambda}\dot{.}$ の weight 空間は包含関係について全順序であったから, $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$

も包含関係に関して全順序で lattice chain となる.

7.5. 写像 $I:\mathcal{L}’arrow \mathcal{L}’$ を $l(N)\in \mathcal{L}’$ に対して

$I(l(N))=l(XN)$

で定義する. 写像 $X$ : $N’arrow N’,$ $l$ : $N’arrow \mathcal{L}’$ はどちらも全単射であるから, $I$ も全単射
である. 次の補題は定義から明らかである.

補題 7.5.1. $N=X^{a}\Lambda:\in N’(0\leq a<r(i))$ かつ $L=l(N)\in \mathcal{L}’$ とする. このとき
$\Lambda_{\dot{l}+2aj}\supset L\supset\Lambda_{i+2aj+1}rightarrow$ である. 更に $a<r(i,)-1$ ならば

$\Lambda_{:+2(a+1)j}\supset IL\supsetneq\Lambda:+2(a+1)j+1$

が成立し, $a=r(i)-1$ のときは

$IL-XN-X^{a+1}N-\Lambda_{i+2(a+1)j+1}$

となる.

補題 752. 任意の $L\in \mathcal{L}’$ に対し $IL\supset XL$ .
証明 $L=l(N)\in \mathcal{L}’(N=X^{a}\Lambda:\in N’, 0\leq a<r(i)$ とする. このとき $\mathrm{A}_{:+2aj}$ $\supset L\supset N\supsetarrow$

$\Lambda_{\dot{\iota}+aj+1}$ で, $L$ は weight 空間 $\overline{\Lambda}_{+aj}.\cdot(\lambda:+2a)$ の逆像として定義され, $\Lambda_{:+2(a+1)j}\supset XL\supset$

$\Lambda_{*+2(a+1)j+1}$. が成立する.
(I) $a=r(i)-1$ の場合: $XN=\Lambda_{i+2t(:)j+1}$ であるから $IL=l(XN)=XN$ を得る. ま

た $XN=X^{r(:)}\Lambda_{i}=\Lambda_{1+2\mathrm{r}(i)j+1}$. は $\neg(i)X\cdot\overline{\Lambda}_{i}=0$ を意味する. 従って補題 2.3.1 より

$0=\overline{\mathrm{A}}_{+2r(i)j}.(\lambda_{i}+2r(i))\supset\overline{X}\cdot\overline{\Lambda}_{+2(r(:)-1)j}(\lambda_{i}+2(r(i)-1))$

であるから $XL=IL=\Lambda_{-+2r(\dot{\cdot})j+1}$ .
(II) $a<r(i)-1$ の場合: このとき $\Lambda_{i+2(a+1)j}\supset IL\supset XN\supseteq \mathrm{A}_{i+2(a+1)j+1}$ となる. IL は

斉次 weight 空間 $\overline{\Lambda}_{+2(a+1)j}\dot{.}(\lambda_{i}+2(a+1))\supset\overline{X}\cdot\overline{\Lambda}_{i+2a}(\lambda:+2a)$の逆像として定義された.
ここで –X. $\overline{\Lambda}_{i+2a}(\lambda_{i}+2a.)$ は $XL$ の $\overline{\Lambda}_{+2aj}.\cdot$ での像であるから, $IL\supset XL$ が従う. 口

補題 75.3. 任意の $L\in \mathcal{L}’$ に対して, IL は $XL$ を含む $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の lattioe で最小のもの
である.

証明 $L=l(N),$ $N\in N’$ に対して, 補題 752 より $IL\supset XL\supset XN$ が従う. $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の

la田 ce には $\overline{\Lambda}$ の斉次 weight 空間が対応している. 従って補題 2.3.1 から $IL=l(XN)$ は
$XN$ を含む $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の lattice のうち最小のものである. 主張はこれより明らか. 口
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76. 写像 $I$ は $\mathcal{L}’$ の包含関係を保存する. すなわち次の主張が成立する.

補題 761. $L,$ $L’\in \mathcal{L}’$ が $L\supset L’$ を満たすならば, $IL\supset IL’$ である.

証明 .補題 752 と仮定から $IL\supset XL\supset XL’$ が従う. 補題 753 より $IL’$ は $XL’$ を含む
$\mathcal{L}’$ の latticc で最小のものであるから, 主張が従う. 口

$\mathcal{L}’=\{L_{i}’\}_{i\in \mathrm{Z}}$ とする. 写像 $I$ は $\mathcal{L}’$ の包含関係を保つ仝単射であるから, ある $j$ ’が存在
して, 任意の $i$ に対し $IL_{\dot{\mathrm{t}}}’=L_{i+j’}’$ が成立する. $\mathcal{L}’$ の周期性と $e’=e.(\mathcal{L}’)$ より, $j’$ は次の式

で与えられる.

$I^{e’}L=\varpi^{j’}L,$ $L\in \mathcal{L}’$ . (7.6.1)

補題 753 より $X\subset \mathfrak{P}(\mathcal{L}’)^{j’}$ が得られ, $\sigma(X)=-X$ かつ $\sigma(\mathfrak{P}(\mathcal{L}’)^{j’})=\mathfrak{P}(\mathcal{M}’)^{j’}$ と合わ
せて

$X\subset \mathfrak{P}(\mathcal{L}’)^{j’}\cap \mathfrak{P}(\mathcal{M}’)^{j’}$ (7.6.2)

が従う. これより $((\mathcal{L}’,\mathcal{M}’)$

.
が $\mathrm{C}$-chain であれば) 条件 (a) が成立する.

77. 条件 (b) が成立することを示す. $\mathcal{L}’=l(N’)$ と (7.2.1) から

$\mathcal{L}’=\{\varpi^{m}I^{a}l(N_{0})|m\in \mathrm{Z},0\leq a<e’\}$

で, $e’$ は $\mathcal{L}$’の周期であったから $e’,j’$ は互いに素である.
$N’$ は $X$ の作用で閉じているから $N=X^{a}\Lambda_{i}\in N’$ で $a=r(i)-1$ を満たすもの
が存在する. このとき $\Lambda_{j+2aj}\supset l(N)\supset Narrow\supset \mathrm{A}:+2aj+$’で, 補題 7.5.1 より $I(l(N))=$

$l(XN)=\Lambda_{:+2(a+1)j+1}$ , 従つて $\Lambda_{i+2(a+e’)j+1}\supset I^{e’}(l(N))$ が成立する. よって, 包含関係
$\Lambda_{i+2(a+d)j+1}\supset I^{e’}(l(N))=\varpi^{j’}l(N)arrow\supset\varpi^{j’}\Lambda_{i+2aj+1}=\Lambda:+2aj+2ej’+1$ を得. これより

$j’/e’>j/e$

が確かめられる.

78. 後は $(\mathcal{L}’, \mathcal{M}’)$ が $\mathrm{C}$-chain であることを示せば定理 4.1.5 の証明は完了する. 写像
$I\#$ : $\mathcal{M}’arrow \mathcal{M}’;M\mapsto I\# M$ を

$I^{\#}M=(I^{-1}M^{\#})^{\#}$

で定義する. $L’\dot{.}\in \mathcal{L}’$ に対して $IL’\dot{.}-L_{+j}’.\cdot$, であったから, $M_{l}-\in \mathcal{M}’-\{M’\dot{.}\}|.\in \mathrm{z}$ についても

$I\# M’.\cdot=M_{+j’}’\dot{.}$ が成立する. 特に $I\#$ は $\mathcal{M}’$ の包含関係を保ち, $I^{d}=\varpi^{j’}$ より $(I\#)^{e’}=\varpi^{j’}$

となる.

補題 7.8.1. $L\in \mathcal{L}’,$ $M\in \mathcal{M}’$ が $M\supset L$ を満たすならば $I\# M\supset IL$ である.
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証明 写像 $I\#\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathcal{M}’arrow \mathcal{M}’$ は次数 $J$ の平行移動であった. これと $XC\mathfrak{P}(\mathcal{M}\cross$ より,
$M\mathrm{C}\mathcal{M}’$ に対して $I\# M\supset XM$ が成立する. 従って仮定から $I\# M$ ) $XM$ ) $XL$ が得ら
れ, 補題 753 より $I\# M\mathrm{D}$ IL となる. 口

命題 7.8.2. $L\in \mathcal{L}’,$ $M\in \mathcal{M}’$ に対し, $L\supset Marrow$ が $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の隣り合う lattice (すなわち $L$

と $M$ の間には $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の他の lattioe は存在しない) であると仮定する. このとき, 任意
の $n\in \mathrm{Z}$ について $I^{n}L\supset I\#^{n}Marrow$ も $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の隣り合う lattice である.

証明 $I^{\epsilon’}-\varpi^{j’}$ かつ $(I\#)^{e’}-\varpi^{j’}$ であったから $0\leq n\leq d-1$ の場合について証明すれ
ぱ十分である.
ある $0\leq n\leq d-1$ に対して $(I\#)^{n}M\supset$

.
$I^{n}L$ であると仮定しよう. このとき補題 781

より $(I\#)^{e’}M\supset I^{e’}L$ であるから仮定に反する. 従って, 任意の $0\leq n\leq e’,-1$ に対して
$I^{n}L\underline{\supset}(I\#)^{n}M$ が成立する.

$I^{n}L\underline{\supset}L’\supseteq(I\#)^{n}M$ を満たす $\mathcal{L}$’の lattice $L’\dot{\hslash}$‘存在すると仮定する. このとき補
題 7.6.1 と先の議論により $I^{d}L\supset I^{e’-n}L’arrow\supseteq(I\#)^{e’}M$ が得られる. これはすなわち $\varpi^{f}$

.
$L\supseteq$

$I^{e’-n}L’\supset\varpi^{j’}Marrow$ であるから仮定に反している. 同様にして, $I^{n}L\supseteq(I\#)^{n}M$ の間に $\mathcal{M}’$ の

Iattice が存在するときも矛盾が導かれ, 主張を得る. 口

$(\mathcal{L}’, \mathcal{M}’)$ が $\mathrm{C}$-chain であることを示そう. $\mathcal{L}’\cup\lambda 4’$ の隣り合う lattice $L\supseteq M$ で $L\in \mathcal{L}’$

かつ $M\in \mathcal{M}’$ となるものを固定する. これらに対して番号付け $\mathcal{L}’=\{L’\dot{.}\}:\epsilon \mathrm{z},$ $\mathcal{M}’=$

$\{M’\dot{.}\}:\epsilon \mathrm{z}$ を

$L_{0}’=L$. $\supsetneq M_{1}’=M$

を満たすようにとる. このとき $e’$ と $j’$ は互いに素であったから, 任意の $n\in \mathrm{Z}$ に対し
て整数 $s,$ $t$ で $n=se’$ $+tj’$ を満たすものが存在する. 命題 782 より $L_{n}’=\varpi^{s}I^{t}L_{0}’arrow\supset$

♂(I#)tMl’ $=M_{n+1}’$ は $\mathcal{L}’\cup \mathcal{M}’$ の隣り合う lattice であるから, 任意の $n$ について

$L_{n}’\supset M_{n+1}’\supset L_{n+1arrow}’arrow\supset M_{n+2}’$

が成立する. したがって ( $\mathcal{L}’,$ $\mathcal{M}’\rangle$ は $\mathrm{C}$-chain である.
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