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1. 序論

本稿は [4] の続編であり, 引き続き組合せ調和写像の離散群の超剛性への応用に
ついて考察する. 本稿では, 像空間が特異な非正曲率空間の場合を扱う. 本研究の
背景や超剛性の例, その組合せ調和写像による証明の筋書きについては, [4] の序論
を参照して頂きたい.
本稿では, まず, アダマール空間の定義, 基本事項およひ例について述べる. 次

に, 単体複体から非正曲率空間への同変写像のエネルギーを定義し, エネルギーを
最小化する同変写像の存在およひその性質について述べる. 最後に, 応用として一
つの固定点定理を与える. その証明は, エネルギー最小同変写像にボホナー松島型
公式を適用することによってなされる.

2. アダマール空間

本節では, アダマール空間の定義, 基本事項およひ例について述べる.
距離空間 $(Y, d)$ が測地的空間 (geodesic space) であるとは, $Y$ の任意の 2点乃 $q$

に対して $p$ から $q$ への測地線, すなわち曲線 $c:[a, b]arrow Y$ で

$d(c(t), c(t’))=|t-t’|$ , $\forall t,$ $t’\in[a, b]$

という性質を持つものが存在するときをいう. $\Delta$ を $Y$ 内の測地三角形とする. す
なわち, $\Delta$ は $Y$ の 3 点乃 $q,$ $r$ とそれらを結ぶ 3 つの測地線分を指定したものであ
る. $\Delta$ に対応して, 平面 $\mathrm{R}^{2}$ 上の三角形 $．elta=\overline{pqr}$ を

$d(p, q)=|\overline{p}-\overline{q}|$ , $d(q, r)=|\overline{q}-\overline{r}|$ , $d(r,p)=|\overline{r}-\overline{p}|$

をみたすようにとる. このとき, $\Delta$ の周上の任意の 2 点 $x,$ $y$ と対応する $\overline{\Delta}$ 上の 2
点 $\overline{x},$ $\overline{y}$ に対して

$d(x, y)\leq|\overline{x}-\overline{y}|$

が成り立つとき, $\Delta$ は CAT(0) 条件をみたすという. 測地的空間 $(Y, d)$ がアダマー

ル空間 (Hadamard space) であるとは, $(Y, d)$ が距離空間として完備であり, $Y$ 内

の任意の測地三角形が CAT(0) 条件をみたすときをいう. アダマール空間内の任意
の 2 点を結ぶ測地線は一意的である. また, アダマール空間は可縮である.
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以下, $(Y_{)}d)$ をアダマール空間と、する. $p\in Y$ に対して, $p$ における $Y$ の接錐
$TC_{p}Y$ とその上の 「内積擬き」 およぴ距離が定義できる. 詳細は文献 [3] を参照し
てもらうことにして, ここでは概略を述べておく. まず, $p\in Y$ を始点とする非自
明な測地線 $c,$ $c’$ の間の角度 $\angle_{p}(c, d)$ を比較三角形の角度を使って定義することが
できる. $p$ を始点とする非自明な測地線全体の集合に} 角度が 0 のときに同値とす
る同値関係を定め, 同値類全体の集合を $S_{p}Y$ で表す. $S_{p}Y$ は $p$ における方向空間
(space of direction) とよばれる. 測地線 $c$ の属する同値類を $[c]$ で表す. $\angle_{p}(\cdot, \cdot)$ は

$\ovalbox{\tt\small REJECT} Y$ に距離を誘導する. $S_{p}Y$上の錘

$TC_{p}Y=S_{p}Y\mathrm{x}[0, \infty)/S_{p}Y\mathrm{x}\{0\}$

を $p$ における $Y$ の接錘 (tangent cone) とよぶ. $TC_{p}Y$ 上には「内積擬き」 $\langle\cdot, \cdot\rangle$ お
よひ距離晦$C_{p}Y$ がそれぞれ

$\langle([c], t), ([c’], t’)\rangle=tt’\cos\angle_{p}([c], [c’])$ ,
$d_{TC_{p}Y}(([c], t), ([c’],t’))^{2}=t^{2}+\theta^{2}-2\langle([c], t), ([c’], t’)\rangle$

によって定義される. 最後に, 写像 $\pi_{p}$ : $Yarrow TC_{p}Y$ を $\pi_{p}(q)=([\mathrm{c}_{\mathrm{p},q}], d_{Y}(p, q))$ に
よって定義する. ここで, $c_{p,q}$ は $p$ と $q$ を結ぶ測地線である. $\pi_{p}$ は距離を減少させ
る写像である.

アダマール空間の典型的な例をいくっかあげておく.

例 1. (i) アダマール多様体 (完備かっ単連結な Riemann 多様体で, 断面曲率が非
正であるもの).
(ii) 樹木 (tree) $Y$ を局所有限な樹木とし, 各頂点は少なくとも 3っの辺の端点に
なっていると仮定する. 各辺の長さを例えば 1 として距離を定めると, $Y$ はアダ
マール空間である. 辺の内点における接錐は直線に等長的である. 一方, $p$ が頂点
のとき, $TC_{p}Y$ はいくっかの半直線の和集合においてすべての端点を同一視したも
のに等長的であり, $v,$ $w\in TC_{p}Y$ の間の角度は

$\angle_{p}(v, w)=\{$
0($v,$ $w$ が同じ半直線に属するとき)
$\pi$ (そうでないとき)

によって与えられる.

アダマール空間の直積は再ひアダマール空間であるので, と $\langle$ に局所有限な樹木
の直積はアダマール空間である.
(叩 Bruhat-Tits ビルディング ビルディングとは, ある性質をもっ部分複体 (ア
’‘9一トメント $c$ よば$l$

.
$\vee$る) \breve /族 zJatn\lambda L\Leftrightarrow l. /こ\not\in *\uparrow ^1*Lr, 各ノパートメントはコク

セター複体 (コクセター群に付随して定まる単体複体) に同型であることが要請さ
れる. コクセター複体がユークリッド空間を三角形分割したものであるとき, ビル
ディングは Bruhat-Tits ビノレディングとよばれる. このとき, 各アパートメントに
ユークリッド距離を移植することにより, ビルディングに距離を定めることができ,
この距離によって Bruhat-Tits ビルディングはアダマール空間になる.
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1 次元の Bruhat-Tits ビルデイングは) 樹木で各頂点が少なくとも 2 つの辺の端
点になっているものに他ならない.

2 次元の Bruhat-Tits ビルディングの例として, 代数群 $PGL(3, \mathbb{Q}_{p})(\mathbb{Q}_{p}$ は $p$ 進
体) に付随して定まるものがよく知られている. この場合, コクセター複体は下図
のものであり, 対応するコクヤター群は, 図の直線に関する鏡映によって生威され
るユークリッド的鏡映群 ( $\overline{A_{2}}$ 型とよばれるもの) である.

Type $\overline{A_{2}}$

$p=2$ の場合, 各頂点のリンクは次のようなグラフである:

図の中に様々な 6角形が見えるが, これらはアパートメントによるリンクの切り
口そ衣してお 9, コクセター慣俸 kこおける頂息のリンクでゐる止 6月序に河応する.
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3. 組合せ調和写像

本節では} 単体複体から非正曲率空間への同変写像のエネルギーを定義し, エネ
ルギーを最小化する同変写像の存在およひその性質について述べる. 内容的には
[4] の第 2節と重複するが, ここではより一般に, 離散群の単体複体への作用が自由

$\backslash \prime \mathrm{A}$い $\varpi$ロも $1D\mathrm{t}/$ .
$X$ を単体複体と $\llcorner$ , $X(r)$ (resp. $\vec{X}(r)$ ) で $X$ の $r$ 単体 (resp. 順序っき $r$ 単体) 全

体の集合を表す.

定義 1. $X$ 上の許容ウェイト (mlmissible weight) とは, $\bigcup_{r\geq 0}X(r)$ 上の正値関数 $m$

で

$\sum_{\mathrm{t}\in X(r+1),t\supset s}m(t)=m(s)$
, $s\in X(r)$

をみたすもののことをいう.

$m$ を自然に $\bigcup_{\mathrm{r}\geq 0}\vec{X}(r)$ 上の関数とみなしたものも同じ記号で表す.
以後, $X$ kこは許容ウエイ $\int\backslash m$ 刀 1今 $\mathrm{X}$ ウ\sim しているとし, 井 $\Gamma$ 刀 1早悴的, 回儒小連

続かつココンパクトに, しかも $m$ を保って作用しているとする. $\vec{F}(r)$ で $\vec{X}$ (r) へ
の $\Gamma$ 作用の代表系を表す. また, $s\in\vec{X}(r)$ に対し $\Gamma_{s}$ で $s$ の固定化群を表す. $\Gamma$ 作
用は固有不連続だから, $\Gamma_{s}$ の位数 $|\Gamma_{s}|$ は有限である.

$Y$ をアダマール空間とし, $\rho$ : $\Gammaarrow \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{m}(Y)$ (Isom(Y) は $Y$ の等長変換群を表
す) を準同型とする. 写像 $f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$ が $\rho$-同変であるとは, $f(\gamma x)=\rho(\gamma)f(x)$

$(x\in X(0), \gamma\in\Gamma)$ をみたすときをいう. 任意の $\rho$ に対して r同変写像が存在する.

定義 2. $\rho$ 同変写像 $f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$ のエネルギー $E(f)$ を

$E(f)= \frac{1}{2}\sum_{(x,y)\in \mathrm{F}_{(1)}}\frac{m(x,y)}{|\Gamma_{(oe,y)}|}d_{Y}(f(x), f(y))^{2}$

によって定義する.
$\rho$ 同変写像 $f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$ がエネルギー最小であるとは, すべての k同変写像

$g:X(\mathrm{O})arrow Y$ に対して $E(f)\leq E(g)$ をみたすときをいう.

エネルギー最小な $\rho$ 同変写像の存在について, 次の命題が成り立っ.

命題 3. $X,$ $\Gamma_{f}Y_{f}\rho$ は前述の通りとし, さらに $Y$ は局所コンパクト, $\rho$ は簡約的
であると仮定する, このとき, エネルギー最小な $\rho$ 同変写像 $f:X(\mathrm{O})arrow Y$ が存在
する.

証明は [4] にある. 簡約性の定義も同文献を参照されたい.

命題 4. $f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$ を命題 3 のとおりとする. このとき, 任意の $x\in X(0)_{f}$

$v\in TCf(x)Y$ に対して

(1)
$\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}oe)(0)}\langle F_{x}(y), v\rangle\leq 0$
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が成り立つ, ここで, $F.(y)\ovalbox{\tt\small REJECT}\pi_{f(=)}(f(\emptyset)$ とおいている, $(TC_{f(x)}Y_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}d_{\ovalbox{\tt\small REJECT} C_{f(=)}Y})$ が $\mathbb{R}^{N}$

に等長的なら, 不等号は等号になる.

注意 1. (i) 不等式 (1) は, $\{F_{x}(y)|y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)\}$ の $TC_{f(x)}Y$ における 「重心」
が原点 $0_{f(x)}$ に一致することを意味している.
(ii) 不守 $\mathrm{f}\backslash _{d}$ 1 の証明は, $Y$ がアダマールタ $1\Re\uparrow*$の債凸-には [4] で $\Leftrightarrow^{-},\mathrm{c}$ られている.

$\Gamma$ の $X$ への作用が非常に自由な場合に, そこでの証明を $Y$ が一般のアダヤール
空間の場合に一般化することは難しくない. 今の場合 , $\Gamma$ の作用は自由ですらない
ため, 証明には多少の技術的困難が伴い, アダマール空間内の測地四辺形に関する
Reshetnyak の結果を必要とする.

4. 固定点定理

本節では, 一つの固定点定理を述ぺ, その証明を与える. 定理は, $Y$ があるクラ

スのアダマール空間の場合に, 命題 3 のエネルギー最小 $\rho$ 同変写像が定値写像にな
る (よって, $\rho(\Gamma)$ が $Y$ に固定点をもつ) ための十分条件を与える. 証明は, エネル
ギー最小 $\rho$ 同変写像にボホナー松島型公式を適用することによってなされる.
以後, すべての $x\in X(0)$ に対して $\mathrm{L}\mathrm{k}x$ は連結であると仮定し,

$\mu(x)$ $=$ $\inf\{\frac{\frac{1}{2}\sum_{(y,\psi)\in(\vec{\mathrm{L}\mathrm{k}x})(1)}m(x,y,y’)(\varphi(y)-\varphi(y’))^{2}}{\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x,y)\varphi(y)^{2}}|$

$\varphi\in C^{0}(\mathrm{L}\mathrm{k}x),$
$\varphi\not\equiv 0,\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)\varphi(y)=0\}$

とおく. $\mu(x)$ は $\mathrm{L}\mathrm{k}x$ の離散ラプラシアン

$( \Delta_{\mathrm{L}\mathrm{k}x}\varphi)(y)=\varphi(y)-\frac{1}{m(x,y)}\sum_{y’;(y,y’)\in(\vec{\mathrm{L}\mathrm{k}x})(1)}m(x, y, y’)\varphi(y’))$

$\varphi\in C^{0}(\mathrm{L}\mathrm{k}x)$

の最小正固有値に一致する.

定理 5. $Y$ はアダマール多様体, 局所有限な樹木, あるいはいくつかの局所有限な
樹木の直積のいずれかであるとする. $X,$ $\Gamma_{f}\rho$ は前述の通りとし, さらに $\rho$ は簡約
的で, $X$ は

(2) $\mu(x)>\frac{1}{2}$ , $\forall_{x\in X(0)}$

をみたすと仮定する. このとき, 命題 3のエネルギー最小 $\rho$ 同変写像 $f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$

は定値写像である. とくに, $\rho(\Gamma)$ は $Y$ に固定点を持っ.

注意 2. (i) $Y$ がアダマール多様体のとき, 定理の主張は M.-T. Wang [5] による.

(ii) 定理の条件をみたす単体複体 $X$ の典型的な例として} 次元 2 以上の Bruhat-
Tits ビルデイング, Ballmann-Swiatkowski複体 [2] 等がある.
(iii) $X$ が定理の条件をみたすとき $\Gamma$ は Kazhdanの性質 (T) をもつことが Ballmann-
Swiatkowski [2] によって示されている. 一方, Kazhdan の性質 (T) をもつ局所コン
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パクト群の樹木への作用が固定点をもつことが Alperin [1], 綿谷 [6] によって示さ
れている.

定理 5 の証明の鍵になるのは, 次のボホナー松島型公式である.

命題 6. $X_{f}\Gamma,$ $Y_{f}\rho$ は前述のとおりとし
$f$

$f$ : $X(\mathrm{O})arrow Y$ を $\rho$ 同変写像とする. こ

のとき
$f$
次の和公式が成り立つ :

0 $=$ $\sum_{x\in F(0)}\frac{1}{|\Gamma_{x}|}\{$
$\sum_{arrow}$ $m(x, y, y’)d_{TC_{f(x)}Y}(F_{x}(y))F_{x}(y’))^{2}$

$(y,\sqrt)\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(1)$

(3) -

$\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)d_{TC_{f(ae)}Y}(0_{f(x)}, F_{x}(y))^{2}$

$+ \sum_{(y,y’)\in(\vec{\mathrm{L}\mathrm{k}x})(1)}m(x, y, y’)\{d_{Y}(f(y), f(y’))^{2}-d_{TC_{f\{x)}Y}(oF_{e}(y), F_{x}(y’))^{2}\}]$ .

注意 3. $\pi_{f(x)}$ : $Yarrow TC_{f(x)}Y$ は距離を減少させる写像なので,

$d_{Y}(f(y))f(y’))\geq d_{TC_{f(\mathrm{a}\mathrm{e})}Y}(F_{x}(y), F_{x}(y’))$ , $(y, y’)\in(\vec{\mathrm{L}\mathrm{k}x})(1)$

が成り立つ. よって, (3) の右辺 $[]$ 内の第 3項は非負である.

定理 5 の証明. $Y$ が樹木の場合に証明する. $x\in X(0)$ を固定する. $f(x)$ が $Y$

の頂点である場合が本質的である. このとき, 接錐 $TCf(x)Y$ は何本かの半直線
の和集合においてすべての端点を同一視したものに等長的である. 以下, 簡単の
ために半直線の本数は 3 本であるとし, それらを $H_{s}(s=1,2,3)$ で表す. また,
$I_{s}=\{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)|F_{x}(y)\in H_{s}\},$ $A_{s}= \sum_{y\in I_{s}}m(x, y)|F_{x}(y)|$ とおく. このとき,
命題 4 の不等式 (1) tま三角不等式

$A_{1}\leq A_{2}+A_{3}$ , $A_{2}\leq A_{3}+A_{1}$ , $A_{3}\leq A_{1}+A_{2}$ .

に同値である. よって, 平面 $\mathbb{R}^{2}$ 上の (退化しているかもしれない) 三角形で三辺の
長さが $A_{1},$ $A_{2}$ , A3 であるものが存在する. 言い換えれば, $\mathrm{R}^{2}$ の単位ベクトル $\mathrm{e}_{s}$ で
$\sum_{s=1}^{3}A_{s}\mathrm{e}_{s}=0$ をみたすものが存在する. そこで, $y\in I_{s}$ のとき $\mathrm{v}(y)=|F_{x}(y)|\mathrm{e}_{\epsilon}$

と定めると, 明らかに

(4)
$\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)\mathrm{v}(y)=0$

;

$|\mathrm{v}(y)|=|F_{x}(y)|$ , $y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)$ ;

$|\mathrm{v}(y)-\mathrm{v}(y’)|\leq d_{TC_{f(ae)}Y}(F_{x}(y)_{)}F_{x}(y’))$ , $y,$ $y’\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)$

6



が成り立つ. したがって

$\sum_{-}$ $m(x, y)y’)d_{TC_{f(x\rangle}Y}(F_{x}(y), F_{x}(y’))^{2}- \sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)|F_{x}(y)|^{2}$

$(y, \oint)\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(1)$

$\geq$
$\sum_{arrow}$

$m(x, y, y’)| \mathrm{v}(y)-\mathrm{v}(y’)|^{2}-\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)|\mathrm{v}(y)|^{2}$

$(y,\psi)\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(1)$

である. 定理 5 の条件 (2) と (4) より右辺は非負であり, しかも $\mathrm{v}(y)=0(^{\forall}y\in$

(Lkx)(0) $)$ でない限り正になる. このことは $f(x)$ が $Y$ の辺の内点である場合にも
同様に正しい. 一方, 命題 6 の和公式 (3) およひ注意 3 により, 次の不等式が威り立
つのであった

0 $\geq$ $\sum_{x\in F(0)}\frac{1}{|\Gamma_{x}|}\{$
$\sum_{arrow}$

$m(x, y, y’)d_{TC_{f(\varpi)}Y}(\dot{F}_{x}‘(y), F_{x}(y’))^{2}$

$(y,y’)\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(1)$

- $\sum_{y\in(\mathrm{L}\mathrm{k}x)(0)}m(x, y)d_{TC_{f(x)}Y}(0_{f(x)}, F_{l}(y))^{2}]$ .

以上より結
.

, すべての $(x, y)\in\vec{X}(1)$ に対して $F_{x}(y)=0_{f(x)}$ であることが結論さ
れる. すなわち, $f$ E定値写像である. $\cdot$ (証明おわり)

当面の課題は, 証明中の議論を $Y$ が次元 2以上の Bruhat-Tits ビルディングの場
合にも適用可能な形に改良し, マルグリス超剛性を包括する新たな超剛性定理を定
式化することである.
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