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1 イントロダクション

リ-マン球面 $\hat{\mathrm{C}}$ 上の有理関数 $h$ の反復合成を考えることにょって, 複素\not\supset 学系 $(\hat{\mathrm{C}}, h)$

が与えられる. $h$ のジュリ 7集合 $J_{h}$ は $h$ で完全不変であり, また, $h$ は $J_{h}$ 4iで
minimal である. 力学系 $(\hat{\mathrm{C}}, h)$ の本質的な部分は, $J_{h}$ に含まれて $\triangleright \mathrm{l}$ると考えられ
る. そこで, 複素力学系 $(\hat{\mathrm{C}}, h)$ を $J_{h}$ に制限し, それに対してヒルベルト $\mathrm{C}^{*}$ 双加群
$(X_{h}, \phi)$ , さらにそれから Pimsner 構成法にょって $\mathrm{C}^{*}$ 環 $O_{h}$ を構成してその性質を
研究する.

複素力学系におけるジュリア集合はクライン群における極限集合と類似のもの
であり, 作用の boundary にあたるものと考えられる. Laca-Spielberg [8] および
Anathalaman-Delaroche [1] は, 離散群の strongly boundary action ?こ対して, 接合
積が単純かつ純無限であることを証明した. 従って, ジュリア集合に制限して $\mathrm{f}\not\in$った
Cl-環も単純かつ純無限になることを期待するのは自然である.
本稿においは, 有理関数 $h$ {?}こ対して構成される Cl-環 $\mathit{0}_{h}$ が, いっでも単純であ

$\text{り}$ かつffl無限であることを証明する. 単純性につぃては Schweizer [9] にょって $\mathrm{C}^{*}$

\hslash Y’単位元を持ち, full である場合に一般的に証明されてぃる. しがし, その証明は,
dilation を使ったもので, 具体例に適用するとゎかりにくぃ. それに対して, ここ $\vee C’$

は, self contained で見通しのよい証明を与える. $(h, J_{h})$ は一般には分岐 $\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{I}\backslash }$ を含み,
ヒルベ $\mathrm{K}\mathrm{s}$ ト C*-双加群 $X_{h}$ は有限生成にならない. このような場合 $X_{h}$ の” $\mathrm{A}\mathrm{F}$”part
の解析が困難でそれが $O_{h}$ の解析を困難にしてぃる. 類似の多くの研究においても,
特異点を含む場合は避けられてぃる. 以下に提示する手法は, 分岐点の存在にょっ $\vee \mathrm{C}$

ほ &んど困難を生じない. なお, 有限生成でないヒルベルト C*-双加群につぃては,
Kajiwara-Pinzari-Watatani[7] で, 系統的に研究してぃる.
なお, Deaconu-Muhly[3] も一般に特異点のある $\text{力}$学系に対してヒルベルト $\mathrm{C}^{*}$

双加群によって Clを作っているが, 特異点を除外して構成しており, 我々のもの
とは一般に異なる.
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2 定義と基本性質, 例
$h$ を次数が 2 以上の多項式とする. $J_{h}$ で $h$ のジュリア集合を表す. 次のように
correspondence $C_{\tau J}$ を定義する.

$C_{h}=\mathrm{g}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{p}\mathrm{h}(h|_{J_{h})})\subset J_{h}\cross J_{h}$

$=\{(x, y)\in J_{h}\cross J_{h}|y=h(x)\}$

Cl-環 $A$ を $A=\mathrm{C}(J_{h})$ とし, 線型空間 $X_{h}$ を $X_{h}=\mathrm{C}(C_{h})$ とする. そのとき,
$a,$ $b\in A,$ $f,$ $b\in X$ [こ対して,

$(fb)(x,y)=f(x, y)b(y)$

$(f|g)_{A}(y)= \sum_{h(x)=y}e_{x}^{h}\overline{f(x,y)}g(x, y)$

$(\phi(a)f)(x, y)=a(x)f(x,y)$

によって右プレヒルベルト $A$ 加群構造, および $A$ の左表現 $\phi$ を定義する. なお, $e_{x}^{h}$

は $h$ の $x$ における分岐指数である.
有理関数の分岐指数は次で定義される.

$\bullet$ $h’(x\mathrm{o})\neq 0$ なら $e_{x0}=1$

$\bullet$ $h’(x_{0})=0$ で $h(x)-h(x_{0})$ が $x=x_{0}$ を $k$ 位の零点としてもつとき $e_{x_{0}}=k$ .

このとき, $X_{h}$ は自動的に完備になり, $\phi$ は $A$ から $\mathcal{L}(X_{A})$ への忠実な *準同型で
ある. すなわち, $(X_{h}, \phi)$ はヒルベルト $\mathrm{C}^{*}$ -双加群の性質を全てみたす. しかし, 一般
に有限生成とは限らない.

定義 1. $(X_{h}, \phi)$ から Pimsner 構成によって作られる $\mathrm{C}^{*}$ 環を $O_{h}$ とかき, 複素力学
系 $(\hat{\mathrm{C}}, h)$ から作られる C*-環という.

$\gamma_{t}(S_{x})=e^{itx}S_{x},$ $\gamma_{t}(a)=a,$ $a\in A$ によって, $O_{h}$ のへのゲージ作用を定義する.

種々の例

例 2.1. $h(z)=z^{2}+c$ . 複素変数の 2次式はすべてこの形に共役である.

特別な $c$ の値に関する結果.
2次写像の族に対して, マンデルブロ集合 $M$ を定義する.

$M= \{c\in \mathrm{C}|\sup_{n\in \mathrm{N}}|h^{n}(0)|<\infty\}$

$M$ の主カージオイドとは, $\{c\in \mathrm{C}|c=\alpha-\alpha^{2}, |\alpha|<1/2\}$

47



1. $c\not\in M$ のとき. $O_{h_{C}}\simeq O_{2}$ (クンッ環). Oh。は単純かっ, 純無限.

2. $c$ が主カージオイドの内部の点のとき, Ohc\simeq Oh。である. このとき, Oh。は
単純かつ, 純無限である.

$\mathrm{K}_{0}(O_{h_{C}})=\mathrm{Z}$ , $\mathrm{K}_{1}(O_{h_{C}})=\mathrm{Z}$

3. $c=-2$ のとき. $J_{h}=[-2,2]$ であり, この写像はテント写像と共役. これは,
ジュリア集合が分岐点を含む例である.

$\mathrm{K}_{0}(O_{h_{-2}})=\mathrm{Z}$ , $\mathrm{K}_{1}(O_{h_{-2}})=\{0\}$

注 2.1. 2. は, 以前 [4] で研究した連続クンックリーガー環の例である $h(z)=z^{n}$ の
特別な場合である. また, Deaconu-Muhly [3] は 3. の力学系 (テント写像) に対して
$\mathrm{C}^{*}$ 環を作っているが, 単純 $\mathrm{C}^{*}$ 環になっていない.

例 22. $h(z)= \frac{(z^{2}+1)^{2}}{4z(z^{2}-1)}$ のとき, $J_{h}=\hat{\mathrm{C}}$ であり, ジュリア集合中に 6個の分岐点
や。ゎ.

注 22. Deaconu[3] も, この力学系に対してヒルベルト $\mathrm{C}^{*}$-双加群から $\mathrm{C}^{*}$ 環を作っ
ているが, 特異点を除外しており, 我々のものとは異なる.

定理 2. 有理関数 $h$ の次数 $d=\deg(h)$ が 2 以上で, $z_{0}$ を $h$ の (超) 吸引不動点と
する. $h$ のすべての分岐点が $z_{0}$ のある 1 つの (超)吸 J直接鉢に含まれていれば, $h$

の生成する $\mathrm{C}^{*}-$ 環 $O_{h}$ は Cuntz 環 $O_{d}$ に同型となる.

例 23. $h(z)= \frac{2z^{2}-1}{z}$ なら $O_{h}\simeq O_{2}$ となる.

3 定理

定理 3. $h$ を次数が 2 以上の有理関数とする. $O_{h}$ は単純かっ純無限である.

定理の証明には, 一連の補題が必要である.
$C_{h}^{n}$ を correspondence $\{x, y\in J_{h}\mathrm{x}J_{h}|y=h^{n}(x)\}$ とする. そのとき, $\mathrm{C}(C_{h}^{n})$ は,

$X_{h}$ の場合と同様に, 次のように, A-A 双加群になる.

$(fb)(x, y)=f(x, y)b(y)$

$(f|g)_{A}(y)= \sum_{x=(h^{n})^{-1}(y)}e_{l}^{h^{n}}\overline{f(x,y)}g(x, y)$

$(\phi(a)f)(x, y)=a(x)f(x,y)$
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補題 4. $n$ を自然数とするときに, $(X_{h})^{\otimes n}$ は, 自然に $\mathrm{C}(C_{h}^{n})$ に同型である.

証明において, $\mathrm{C}(C_{h}^{n})$ の一様ノルムと $A=\mathrm{C}(C_{h})$ 内積から決まるノルムが同値
であることを示し, $(X_{h})^{\otimes n}$ から $\mathrm{C}(C_{h}^{n})$ への対応が全射であることは, ストーン・ワ
イエルシュトラスの定理によって示す.

補題 5. $h$ は次数が 2 以上の有理関数とする. $a\in A^{+},$ $a\neq 0$ とする. 任意の $\epsilon>0$

(こ対して, $n\in \mathrm{N},$ $f\in X^{\otimes n}$ で,

$(f|f)_{A}=I$ , $||a||-\epsilon\leq S_{f}^{*}aSf\leq||a||$

となるものがとれる.

Proof. コンパクト空間 $J_{h}$ 上の関数 $a$ が最大値をとる点の開近傍 $\tilde{V}$ を十分小さく
とると, 任意の $x\in\tilde{V}$ に対して

$||a||-\epsilon\leq a(x)\leq||a||$

とできる. さらに, $J_{h}$ の空でない開集合 $V$ とコンパクト部分集合 $K$ を, $V\subset K\subset\tilde{V}$

となるようにとる. $h$ の次数が 2 以上であるから, Beardon [2] Theorem 425 を用
いて, 十分大きな $n$ をとることによって, $h^{n}(V)=J_{h}$ とできる.

$f\in(X_{h})^{\otimes n}\simeq \mathrm{C}(C_{h^{n}})$ (こ対して

$S_{f}^{*}aS_{f}(y)=(f|af)_{A}(y)$

$= \sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}\overline{f(x,y)}a(x)f(x, y)$

$= \sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}a(x)|f(x, y)|^{2}$

である. ここで,

$F_{1}=\{(x, y)\in J_{h}\mathrm{x}J_{h}|y=h^{n}(x), x\in K\}$

$F_{0}=\{(x, y)\in J_{h}\mathrm{x}J_{h}|y=h^{n}(x), x\in(\tilde{V})^{c}\}$

とおく. $F_{1}$ およひ $F_{0}$ は $J_{h}\cross J_{h}$ の閉集合であるからコンパクトで, $F_{1}\cap F_{0}=\phi$ と
なる. $g\in \mathrm{C}(C_{h^{n}}),$ $0\leq g(x)\leq 1$ で,

$g(x)=\{$
0
1

$(x,y)\in F_{0}$

$(x, y)\in F_{1}$

となるものがとれる.
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ち
$h^{n}(V)\ovalbox{\tt\small REJECT}$ みであることより, 任意の $yarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$ (こ対して $h^{n}(x_{0})\ovalbox{\tt\small REJECT} y,$ $x_{0}CV$ すなゎ
$(x_{0}, y)CFF$ となる $x_{0}$ がとれる. 従って,

$(g|g)_{A}(y)= \sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|g(x, y)|^{2}$

$\geq e_{x0}^{h^{n}}|g(x_{0}, y)|^{2}$

$\geq 1$

この $g$ [こ対して $b=(g|g)_{A}$ とおく. $b(y)\geq 1$ より $b$ は正で, 可逆である. $f=$
$gb^{-1/2}\in(X_{h})^{\otimes n}$ とおく. そのとき,

$(f|f)_{A}=(gb^{-1/2}|gb^{-1/2})_{A}$

$=b^{-1/2}(g|g)_{A}b^{-1/2}$

$=I$

である.
$y$ を固定する.

$||a||-\epsilon=(||a||-\epsilon)(f|f)_{A}(y)$

$=(||a||- \epsilon)\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|f(x, y)|^{2}$

である. ここで, $x\in\tilde{V}$ なら, $||a||-\epsilon\leq a(x),$ $x\in(\tilde{V})^{c}$ なら $f(x, y)=0$ となること
より,

$(||a||- \epsilon)\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|f(x, y)|^{2}\leq\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}a(\approx)|f(x, y)|^{2}$

を得る. よって,

$||a||- \in\leq\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}a(x)|f(x, y)|^{2}$

$=S_{f}^{*}aS_{f}(y)$

がなりたつ. 口

補題 6. $h$ は次数が 2 以上の有理関数とする. $a\in A,$ $a\geq 0_{f}a\neq 0$ とする. 任意の
$\epsilon>0$ (ただし, $0<\epsilon<||a||$) [こ対して, $n\in \mathrm{N}$ と $u\in(X_{h})^{\Phi n}$ で

$||u||\leq(||a||-\epsilon)^{-1/2}$ $S_{u}^{*}aS_{u}=I$

となるものが存在する.
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$P\ovalbox{\tt\small REJECT} 0\ovalbox{\tt\small REJECT} a\mathrm{c}A$ (こ対して補題 5(こよって $f\mathrm{c}(X_{h})^{0n}$ をとり, $c\ovalbox{\tt\small REJECT} S\ovalbox{\tt\small REJECT} aS_{f}$ とおく.
$0<||a|\ovalbox{\tt\small REJECT}\in\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{C}\ovalbox{\tt\small REJECT}||a||$ であるから, $c$ は正で可逆である. $u\ovalbox{\tt\small REJECT} fc1/2$ とおく. その
とき,

$S_{u}^{*}aS_{u}=(u|au)_{A}$

$=(fc^{-1/2}|afc^{-1/2})_{A}$

$=c^{-1/2}(f|af)_{A}c^{-1/2}$

$=I$

である. また, $||u||=||fc^{-1/2}||\leq||c^{-1/2}||$ と $||a||-\epsilon\leq c$ より,
$c^{-1/2}\leq(||a||-\epsilon)^{-1/2}\square$

がなりたつ.

補題 7. $h$ を 2 次以上の有理関数とする. $n$ を任意の自然数で, $T\in \mathcal{L}(X^{\otimes n})$ とす
る. 任意の $\epsilon>0$ と任意の自然数 $m$ に対して, $0\leq a\leq 1$ となる $a\in A$ で

$||\phi(\alpha^{n}(a))T||\geq||T||-\epsilon$

かつ $k=1,$ $\cdots,$ $m$ に対して
$a\alpha^{k}(a)=0$

となるものが取れる.

Proof. $T\in \mathcal{L}(X^{\otimes n})$ に対して,

$||T||= \sup_{f||||_{2}=1}||Tf||_{2}$

である. ここで,
$||f||_{2}^{2}= \sup_{y\in J_{h}}$ $\sum_{-,x\in(h^{n})1(y)}e_{x}^{h^{n}}|f(x, y)|^{2}$

である. $T\in \mathcal{L}(X^{\otimes n})$ に対して,

$||Tf||_{2}^{2}= \sup_{y\in J_{h}}\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|(Tf)(x, y)|^{2}$

であり, また,

$|| \phi(\alpha^{n}(a))Tf||_{2}^{2}=\sup_{y\in J_{h}}\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|(a(y)Tf)(x,y)|^{2}$
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任意の $\epsilon>0$ に対して,

$||f||_{2}=1$ , $||T||\geq||Tf||_{2}\geq||T||-\epsilon$

となる $f$ を固定する. $||Tf||_{2}$ の表示により,

$||Tf||_{2}= \sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y\mathrm{o})}e_{x}^{h^{n}}|(Tf)(x, y_{0})|^{2}>(||T||-\epsilon)^{2}$

となるような $y_{0}$ が存在する. また, 中間の項は $y$ 変数に関して連続であるから $y_{0}$

の開近傍 $U_{y0}$ で, 任意の $y\in U_{y0}$ に対して

$\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y)}e_{x}^{h^{n}}|(Tf)(x, y)|^{2}>(||T||-\epsilon)^{2}$

となるものがとれる. ここで, $a\in A,$ $0\leq a\leq 1$ を, ある $y_{1}\in U_{y0}$ {こ対して $a(y_{1})=1$

となるよう (ことる. ここでとった $a$ (こ対して $y_{1}\in U_{y0}$ であることより,

$|| \phi(\alpha^{n}(a))Tf||_{2}^{2}\geq\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y_{1})}e_{x}^{h^{n}}|a(y_{1})||(Tf)(x, y_{1})|^{2}$

$\geq\sum_{x\in(h^{n})^{-1}(y_{1})}e_{x}^{h^{n}}|(Tf)(x, y_{1})|^{2}$

$>(||T||-\epsilon)^{2}$

がなりたつ.
ここで,

$P_{m}=\{x\in J_{h}|h^{k}(x)=x, 1\leq k\leq m\}$

とおく. $h$ が有理関数であることより, $P_{m}$ は有限集合である. 一方, Beardon [2] 定
理 424 により, 有理関数のジュリア集合は完全集合であるから, 任意の $m$ に対し
て, $U_{y0}\backslash P_{m}\neq\phi$ である. $y_{1}\in U_{y0}\backslash P_{m}$ をとり, 前{ことった $a$ を, $a(y_{1})=1$ とと
る. $h^{k}(y_{1})\ni y_{1}(k=1, \ldots, m)$ より, $y_{1}\ni(h^{k})^{-1}(y_{1})$ である. $y_{1}$ の近傍 $W_{k}$ で,
$(h^{k})^{-1}(W_{k})\cap W_{k}=\phi$ となるものとる. $W= \bigcap_{k=1}^{m}W_{k}$ とお $\text{く}$ . $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset W$ とすると,

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\alpha^{k}(a))\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(a)=\phi$ $(k=1, \ldots, m)$

となり, $\alpha^{k}(a)a=0(k=1, \ldots, m)$ が従う. 口

補題 8. $h$ ま次数が 2以上の有理関数とする. $C$ を $O_{h}$ の代数的な元とし, $B=C^{*}C$

とおく. さら {こ, $B= \sum_{j}B_{j}$ とする. ただし, $\gamma_{t}(B_{j})=e^{jt}B_{j}$ である. そのとき, 任
意の $\epsilon>0$ に対して $P\in A,$ $0\leq P\leq I$ で次を満たすものがとれる.
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1. $PB_{j}P=0$ $(j\neq 0)$

$\mathit{2}$. $||PB_{0}P||\geq||B_{0}||-\epsilon$

Proof. $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ とするとき, $S_{x}=S_{x_{1}}S_{x_{2}}\ldots S_{x_{\mathfrak{n}}}$ とかき, $n$ を $x$ の lengh

$y\text{の}1\mathrm{e}\mathrm{n}\text{とよ},\mathrm{s}_{\backslash }^{\theta}$

. gCh=\emptyset \Sigma .\lambda C値\emptyset \gamma \breve -f2\breve -\mbox{\boldmath $\tau$}Pb1] を
$t$ (

$mC_{J}$

と
$\mathrm{k}^{1}\text{く}=e^{jt}.C_{j}$

) であるとき [こ $C_{j}$ に現れる $S_{x}S_{y^{*}}$ の $x$ ,

$j\neq 0$ のとき, 各 $B_{j}$ は次の形の有限和である.
$j>0$ のときは,

$S_{x}S_{y}^{*}$ $x\in(X_{h})^{\otimes k+j}$ , $y\in(X_{h})^{\otimes k}$ $0\leq k+j\leq m$

$j<0$ のときは,

$S_{x}S_{y}^{*}$ $x\in(X_{h})^{\otimes k}$ , $y\in(X_{h})^{\otimes k+|j|}$ $0\leq k+|j|\leq m$

$m$ {こ対して $\alpha^{j}(a)a=0,1\leq j\leq m$ をみたす $a$ を取っていたとする. $P=\alpha^{m}(a)$ と

置く. $j>0$ のとき,

$PS_{x}S_{y}^{*}P=\alpha^{m}(a)S_{x}S_{y}^{*}\alpha^{m}(a)$

$=S_{x}\alpha^{m-(k+j)}(a)\alpha^{m-k}$ (。) $S_{y}^{*}$

$=S_{x}\alpha^{m-(k+j)}(a\alpha^{j}(a))S_{y}^{*}$

$=0$

$j<0$ のときも同様に, 0 になる. $B_{0}\in \mathcal{L}(X_{h})^{\otimes n}$ であるが, $n\leq m$ と取っているの

で, $B_{0}\in \mathcal{L}(X_{h})^{\otimes m}$ と思うことができる. $(B_{0})^{1/2}$ と $(\epsilon’)^{2}+2\epsilon’||B_{0}^{1/2}||<\epsilon$ となるよ
うな $\epsilon’>0$ に対して補題 6 の $a\in A$ をとる. すなわち,

$||\phi(\alpha^{m}(a))B_{0}^{1/2}||\geq||B_{0}^{1/2}||-\epsilon’$

である. さらに,

$||PB_{0}P||=||PB_{0}^{1/2}||^{2}$

$\geq(||B_{0}^{1/2}||-\epsilon’)^{2}$

$=||B_{0}||-\epsilon$

となる.
これは, Kajiwara-Pinzari-Watatani [6] で提示され, Kajiwara-Watatani [4] で整

備された (I)-ffee 条件である. 口
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以上の補題を用いて定理の証明を行う.
$w\in O_{h}^{+},$ $||w||=1$ をとる. そのとき, $z_{1},$ $z_{2}\in O_{h}$ が存在して, $z_{1}^{*}wz_{2}=I$ となる

ことを示す. $E$ : $O_{h}arrow O_{h}^{\mathrm{T}}$ をゲージ作用にょる条件付期待値とする. $w\geq 0,$ $w\neq 0$

より $E(w)\neq 0$ である. そこで, $0<\epsilon<$ 」$\llcorner E\lrcorner\Delta w\rfloor 14$ となる $\epsilon$ をとる. $\epsilon$ はあとで十分小
さくとる.

$w$ (こ対して, $c\in O^{alg}$ を
$||w-c^{*}c||<\epsilon$

となるようにとる. $||c||\leq 1$ としてお $\text{く}$ . $B=C^{*}C$ とおくと,

$B= \sum_{j}B_{j}$
$(\gamma_{t}(B_{j})=e^{ijt}B_{j})$

と有限和にかける. $||B||\leq 1$ より $||B_{0}||=||E(B)||\leq 1$ である. $B$ に対して,

$PB_{j}P=0$

$||PB_{0}P||\geq||B_{0}||-\epsilon$

となるような $P$ をとる. 次がなりたっ.

$||PB_{0}P||\geq||B_{0}||-\epsilon$

$=||E(B)||-\epsilon$

$\geq||E(w)||-||E(w)-B_{0}||-\epsilon$

$\geq||E(w)||-2\epsilon$

さらに, $T=PB_{0}P\in \mathcal{L}((X_{h})^{\otimes m})$ に対して, $f\in(X_{h})^{\otimes m},$ $||f||=1$ で,

$||T^{1/2}f||_{2}^{2}=||(f|Tf)_{A}||\geq||T||-\epsilon$

となるものがとれる. これより,

$||T^{1/2}f||_{2}^{2}\geq||E(w)||-3\epsilon$

となる. さらに, $a=S_{f}^{*}TS_{f}\in A$ とおく. $||a||\geq||E(w)||-3\epsilon>\epsilon$ となる. そこで補
題 6 を適用して, $u\in(X_{h})^{\otimes m}$ で

$S_{u}^{*}aS_{u}=I$ , $||u||\leq(||a||-\epsilon)^{-1/2}$

となるものが取れる. なお, $||u||\leq(||E(w)||-3\epsilon)^{-1/2}$ である.
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さらに,

$||S_{f}^{*}PwPS_{f}-a||=||S_{f}^{*}PwPS_{ff}-S_{f}^{*}TS||$

$=||S^{*}PwfPSf-S^{*}PB_{0}PSJ|f|$

$=||S^{*}PwfPSJ-S_{f}^{*}PBPSf||$

$\leq||S_{f}||^{2}||P||^{2}||w-B||<\epsilon$

最後に, 次がなりたつ.

$||S_{u}^{*}S_{f}^{*}PwPSfS_{u}-I||=||S_{u}^{*}S_{f}^{*}PwPSfS_{u}-S_{u}^{*}aS_{u}||$

$\leq||u||^{2}||S{}_{f}PwPSf-a||$

$<||u||^{2}\epsilon$

$\leq\epsilon(||E(w)-3\epsilon||)$

ここで, $\epsilon>0$ はいくらでも小さくとれるから, $S_{u}^{*}S_{f}^{*}PwPSfS_{u}$ は可逆になり,

$S_{uff}^{*s^{*}PwPSS_{u}v=I}$

となる $v\in O_{h}$ がとれる. $z_{1}=S_{u}^{*}S_{f}^{*}P,$ $z_{2}=PS_{f}S_{u}v$ として, $z_{1}wz_{2}=I$ とできる.
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