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1 はじめに

統計的推定問題は, 標本空間 ,$1’$. から母数空間 $$ への写像 $\hat{\theta}$ を選んで, $\hat{\theta}$ によって決

まるリスクを最小にする問題である. つまり, ある適切な制約 $P$ を満たす推定量の空間
$\mathrm{c}\hat{-})=\{\hat{\theta}|\hat{\theta}:,1’arrow(-), P(\hat{\theta})=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{e}\}$ 上にある非負値関数 $R$. : $\hat{\Theta}arrow[\mathrm{t}1, \infty)$ が与えられてい
る時に, $R(\hat{\theta})$ を最小にする $\hat{\theta}$ は何か, またその時の $R(\hat{\theta})$ の値は何か, などが問題になる.
ここで, 推定量の制約 $P$ は例えば不偏性などであり, リスクを表す関数 $R_{l}$ は統計的モデ
ルと損失関数などに基づいて定まる.
適切な推定量の全体 6 に群 $G$ が変換群として作用している場合を考える. $c_{\mathrm{r}}$ が微分
可能で $\hat{\theta}_{0}\in\hat{}$ が $R$. を最小にするならば, $R(g(\hat{\theta}_{(\}}))$ の $g$ に関する微分は常に 0 であるか
ら, $\hat{\theta}_{0}$ のための良い方程式 $7^{*}(\hat{\theta})=$ ( $\}$ (必要条件) が得られる. もちろん, 微分する $\circ$だけで

は局所的な情報しか得られないので, 方程式 $?\cdot(\hat{\theta})=1\mathfrak{l}$ だけで $\hat{\theta}_{0}$ が一意に決まるとは限
らない. しかし, 例えば $G$ が解析的な性質を持ち, しかも $c_{\mathrm{r}}$ が 6 に推移的に作用するな
らば, 微分が大域的な性質を強く反映するので $?\cdot(\hat{\theta})=11$ が $\hat{\theta}_{0}$ の十分条件にもなり得る.
全ての統計的推定問題がこのような構造を持っているとは限らないが, 典型的な問題の多
くはこのような枠組で議論できると思われる. また, 量子力学系の統計的推定 (量子推定)
の典型的な問題もこのような枠組で議論できる.
本稿では, 量子コヒレント状態のホモダイン測定による推定問題を中心に, このような

枠組での統計的推定問題について考える.

2 古典的な統計的推定問題

まず, 古典の場合から考える.
$x$ は $?l$, 次元の正規分布 $N_{\tau\iota}(l^{A}, \Sigma)$ に従う確率変数とする. ただ $1_{\vee l^{\mathit{4}}}^{\cdot}$, は未知の平均ベ
クトル, $\Sigma$ は既知の分散共分散行列とする. $$ は実 $7\mathit{7}l$ 次元空間 $\mathbb{R}^{\prime 1}$’ で, $\mathbb{R}$ 線形な単射

$\Lambda,I$ : $arrow \mathbb{R}^{\iota}$. が与えられているとする. つまり $x$ の分布は $N_{n}(\mathbb{J}\ell(\theta), \Sigma)$ であるが, $\theta\in \mathrm{e}-$)

が分からないので $x$ の観測に基づいて $\theta$ を推定することを問題にする. 推定量 $\hat{\theta}$ には,
不偏性の条件を課す. )$1$ スクは不偏推定量の分散共分散行列の適当な正定値 2 次形式と
する. また, $\hat{\theta}$ : $\mathbb{R}^{f\prime}arrow\ominus$ は $\mathbb{R}$ 線形 $(\hat{\theta}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{n}11\mathrm{R}(\mathbb{R}^{n}, \Theta))$ であるとする. 条件を満たす推定
量の全体 $\hat{\Theta}$ は

$\hat{0}-=\{\hat{\theta}|\hat{\theta}\mathrm{o}M=\mathrm{i}\mathrm{c}1_{n\iota}\}$
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となる. ただし, $\mathrm{i}\mathrm{c}1_{\eta 1}$. は $\mathbb{R}^{7\prime L}$ の恒等写像を表すものとする. $\mathbb{J}’.I$ の像 $\mathrm{i}_{1\mathrm{I}1}\Lambda I$ だけを見た時の
$fl,I$ の逆写像を $\Lambda I^{-1}$ とすると,

$\hat{\mathrm{O}-}=\{\hat{\theta}=\Lambda I^{-1}+L|L\in \mathrm{H}_{0\mathrm{l}}\mathrm{n}_{\mathbb{R}}(\mathbb{R}^{\tau\iota}, ), \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}L=\mathrm{i}_{1\mathrm{I}1}\mathbb{J}/I\}$

と書ける. $\{L|\mathrm{k}\mathrm{c}^{\iota}.\mathrm{r}L=\mathrm{i}\mathrm{m}\Lambda f\}$ は和に関して $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{c}1$ 群であるから微分を考えることができ,
この問題の解 (最良線形不偏推定量) はまた一様最小分散不偏推定量でもある.

3 量子力学系の状態と測定
量子力学系の状態は, 複素数体 $\mathbb{C}$ 上のヒルベルト空間 $?${ 上の射影作用素に基づいて構

成される. また, その典型的な測定 (射影測定, 単純測定) は, $H(\overline{\mathrm{X}_{-}})\mathcal{K}$ 上のいくつかのエル

ミート作用素 $\hat{\theta}_{1},$ $\ldots,\hat{\theta}_{n\iota}$ で互いに可換なものによって表される. ただし, $\mathcal{K}$ は $\mathbb{C}$ 上の別の

ヒルベルト空間であり, $\mathcal{K}$ に対応する空間の状態は測定のために任意に選ぶことができ
ることにする. ここでも適切な条件を満たす推定量の空間 $\hat{\Theta}$ に群が作用する場合を考え
る. 例えば, エルミート作用素や射影作用素の空間にはユニタリ群が作用する. 特に射影
空間にはユニタリが推移的に作用する.
量子コヒレント状態モデルの統計的推定問題 [1, 2, 3, 4, 5, 6] は量子推定問題の典型的

な例である. この議論では $\mathcal{H}$ は無限次元である.

3.1 単一モードの場合

$\mathbb{R}$ 上の $\mathcal{L}^{2}$ 可積分な $\mathbb{C}$ 値関数の全体 $\mathcal{L}^{2}(\mathbb{R})$ を $\mathcal{H}$ とする. $7${ の基底を $|11\rangle$ , $|1\rangle$ , $|2\rangle$ , $\ldots$ と

する.

$a$

$=,$
$\sum_{1=0}^{\infty}\sqrt{\uparrow\iota}|r\iota\rangle\langle_{7b}+1|$,

$|\alpha\rangle_{\mathrm{c}}$ $=$ $\sum_{l1=0}^{\infty}\mathrm{e}\mathrm{x}_{1^{)(-|\alpha|^{2}/2)\alpha^{r\iota}/\sqrt{?|.!}|n\rangle}}$.

とする. ($\iota$ を消滅作用素, |\mbox{\boldmath $\alpha$})。に関する射影で表される状態をコヒレント状態, $\alpha\in \mathbb{C}$ を

その複素振幅と言う.
$D(z)=\mathrm{c}^{\backslash }\mathrm{x}_{1^{\mathrm{J}(-\overline{z}a+za^{*})}}$ $(z\in \mathbb{C})$

とする. ただし, 星印 $*$ は $\mathbb{C}$ 上の作用素としての共役 (行列の転置と複素共役) を表す.
$\{D(z)\}$ は $\mathcal{H}$ 上のユニタリ作用素の部分群であり, コヒレント状態の空間に推移的に作
用する. また,

$[r_{(,\vee\sim)}.= \mathrm{e}..\backslash ^{r}1’(\frac{1}{2}(^{\overline{\sim}}’..a^{2}. -za^{*2}))$

とすると $\{U(_{/}^{\sim}.)\}$ もまた $\gamma${ 上のユニタリの部分群である. 状態 (射影作用素) の $U(z)$ に

よる変換をスクイージングと言う.

65



$\prime f${ における典型的な測定として, 個数測定とホモダイン測定がある. 個数測定は, 非負整
数 $n\in \mathbb{Z}^{+}=\{(), 1,2, \ldots\}$ の $|7l,\rangle$ の射影作用素への対応で表され, 状態を表す射影作用素を
$\rho$ とすると, $\prime r\iota\in \mathbb{Z}^{+}$ が観測される確率は $\langle 7t|/.J|\mathit{7}l\rangle$ で定まる. ただし, $\langle_{7l}|=|7l\rangle^{*}$ とする. 従っ

て, 状態を表す射影作用素が $|(\gamma\rangle_{c}.\langle\alpha|_{\epsilon!}$ ならば, 個数測定によって得られ確率分布は平均 $|\mathrm{r}.\nu|^{2}$

のボアソン分布 $Poi$ ( $|(\mathrm{y}|^{2})$ となる. $?\cdot,$
$\phi\in \mathbb{R}$ に対して, $D(7^{\cdot}‘\lrcorner.\sqrt{-l}\phi)|$ \mbox{\boldmath $\alpha$})。(\mbox{\boldmath $\alpha$}\models D(re $\sqrt$-l\phi 戸 $=$

$|\alpha+\mathrm{r}\mathrm{e}^{\sqrt{-1}}$\phi S
$\rangle$ 。(\mbox{\boldmath $\alpha$}+r $\mathrm{e}^{\sqrt{-1}\phi}.|_{c}$. の場合は $Poj,(|\alpha...+re^{\sqrt{-\mathrm{I}}\phi}.|^{2})$ となる. 従って, $?$

.
$arrow\infty$ の極限

を考えると, $N(\beta\cos\phi+\gamma \mathrm{I}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{u}\phi, 1/4)(\alpha=\beta+\sqrt{-1}\gamma)$ が得られる. このように極限を考
えた測定をホモダイン測定と言う.
コヒレント状態の全体 $\mathrm{c}=\{|c\nu\rangle_{c}.\langle \mathrm{c}x|_{\mathrm{c}}|’.k\in \mathbb{C}\}$ には $D=\{D(z)|z\in \mathbb{C}\}$ が推移

的に作用するが, $\mathcal{R}=\{U=e_{\lrcorner}\mathrm{x}_{1^{)(\sqrt{-1}\emptyset a^{*}(J)}}|\phi\in \mathbb{R}\}$ とすると $\mathcal{R}$ は $D$ の部分群で
あり, 任意の $\rho\in c$ , 任意の $U\in \mathcal{R}$ に対して $\rho$ の個数測定と $U\rho U^{*}$ の個数測定は同
じ確率分布になる. したがって, このような状態の族に関しては, 個数測定の自由度は

$D/\prime \mathcal{R}\cong[0, \infty)$ となる. 同様に, $\mathcal{E}=\{D(_{\dot{\acute{i}}},)|/-\vee\cdot\cdot\in \mathbb{R}\}$ とすると, ホモダイン測定の自由度
は $D/^{c}\circ\cong O(2, \mathbb{R})/(.O(1, \mathbb{R})\mathrm{x}O(1, \mathbb{R}))$ となる. ただし, $O(\cdot, \mathbb{R})$ は実直交群を表す.

3.2 多モードの場合

$\gamma t^{\overline{\mathrm{z}}\mathrm{J}r\iota}=\mathcal{H}\otimes\cdots\otimes \mathcal{H}=L^{2}(\mathbb{R}^{\prime\iota}.)$ とし,

$a_{i},=\mathrm{i}c1_{\mathcal{H}}\otimes\cdots\otimes \mathrm{i}\mathrm{d}_{\mathcal{H}}\otimes a\otimes^{-}\mathrm{i}\mathrm{d}_{\gamma\{}\otimes^{\backslash }\cdots\otimes \mathrm{i}\mathrm{r}1_{\mathcal{H}}\check{i\Uparrow \mathrm{f}\mathrm{l}d_{\mathit{2}}}$

とする. ただし, i(l、は $H$ の恒等写像とする. $a_{?\prime}$
. を消滅作用素と言う. $P_{q}(\mathrm{r}\iota_{1}, \ldots, ‘\iota_{n})$ は

$a_{1},$
$\ldots,$

$\mathrm{r}\iota_{ll},$
$a_{1}^{*},,$

$\ldots,$
$a_{r\iota}^{*}$ の $q$ 次の斉次多項式で $P_{q}(a_{1},, \ldots, \mathrm{r}x_{?l})=P_{q}((\iota_{1}, \ldots, r\gamma_{\iota},.)^{*}$ とする. すると,

$U=(^{\backslash }.\mathrm{x}_{1})(\sqrt{-1}P_{q}((\iota_{1}, \ldots, c\iota_{n}))$

は $\mathcal{H}^{\otimes n}$. のユニタリ変換である. 従って, $H^{\otimes ll}$. の射影作用素 $|\mathfrak{l}\mathrm{I}\rangle$ $\langle[)|\otimes\cdots|11\rangle\langle 1\mathrm{I}|$ ( $7l$ 個) を

$|0\rangle\langle 0|\otimes\cdots|0\rangle\langle 0|\mapsto U|0\rangle\langle 0|\otimes\cdots|0\rangle\langle 0|U^{*}$

と変換したものもまた射影作用素であるが, $q=1$ の場合, それらの状態を 71, モードコヒ
レント状態と呼ぶ. また, ($l=2$ の場合, $u$ による変換をスクィージングと言う.
多モードの場合においても, 個数測定とホモダイン測定が基本的になる. 個数測定は

$(z_{1}, \ldots, z_{r\iota})\in(\mathbb{Z}^{+})^{r\iota}\}$こ対して $H^{\otimes\iota}$? の射影作用素

レ $1\rangle$ $\langle \mathrm{z}_{1}|\otimes\cdots\otimes|.’..\iota\rangle\langle,\prime_{n}.|$

を対応させる測定で, その確率は

$\langle$ $z_{1}|\otimes\cdots$ \otimes $\langle$ z,\iota l\rho l� l)\otimes $\cdot$ . . $\otimes|z_{n}\rangle$

で与えられる. ただし, $\rho$ は状態を表す $H^{\otimes_{-}r\iota}$ の射影作用素である. 多モードの場合のホモ
ダインは, 単一モードの場合と同様に,

$p\mapsto \mathrm{c}\mathrm{x}_{1})(\sqrt{-1}\tau\cdot P_{1}(c\iota_{1)}\ldots, a_{?\mathrm{t}}))\rho \mathrm{c}.\mathrm{x}\mathrm{p}(\sqrt{-1}r\cdot P_{1}(a_{1}, \ldots, a_{\iota},))^{*}$
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という変換をして個数測定をし $I^{\cdot}arrow \mathrm{X}$ の極限を考えたものである. 多モードのコヒレ
ント状態に対してホモダイン測定を行なうと $n$ 次元の正規分布が得られる.

4 全等方性条件

$\mu\otimes n=\mathcal{L}^{2}(\mathbb{R}^{7l})$ 上の多モードコヒレント状態の推定問題を考える. $\ominus=\mathbb{R}^{n}$’ とす
る. $P_{r_{\mathit{1}}}(\mathrm{e}\iota_{1}, \ldots, a_{n})$ は消滅作用素 $a_{1},$ $\ldots$ , 果 $\iota$ ’

$a_{1}^{*},$
$\ldots,$

$a_{\iota}^{*}$, の $q$ 次の斉次多項式で $P_{q}(a_{1}, \ldots, a_{n})=$

$P_{q}(a_{1}, \ldots, a_{r\iota})^{*}$ とする $((I=1,2)$ . $P_{2}$ は既知とする. $P_{1}$ は未知だが, その係数は未知の母
数 $\theta\in$ で $\mathbb{R}$ 線形的に表されているとする. すなわち, 既知の $\Lambda I_{1},$ $\mathrm{A}f_{2}\in \mathrm{H}_{0\mathrm{I}}\mathrm{n}_{1\mathrm{R}}(\Theta, \mathbb{R}^{\iota}.)$

によって

$P_{\rceil}$ ( $a_{1},$
$\ldots,$

$(\iota_{?l}.)=\iota_{(a_{1},\ldots,a_{n})(\Lambda\prime I_{\rceil}\theta-\sqrt{-1}\Lambda\cdot I_{2}\theta)+^{l}(a_{1}^{*}},$
$\ldots$ , a7,)(Afl\mbox{\boldmath $\theta$}+ $\sqrt$-l\Lambda I2の

と書ける. ただし, ’は転置を表す. このときに, ホモダイン測定を用いて $\theta$ を推定する.
一般に $\mathcal{H}^{\otimes\iota}$’ の測定だけでは $\theta$ を識別できない. そこで, $H^{\otimes?\mathfrak{l}}$. を含む $?\{^{\otimes 2\iota}$’ においてホモ

ダイン測定を行なうことにする. 推定量には, 不偏性の条件を課す. また, $0-$ の非負定値
対称形式 $c_{7}$ をあらかじめ定めておき, $G$ と $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}$ の分散共分散行列 $1^{\gamma}$ との行列
としての積のトレース $\mathrm{t}\mathrm{r}(GV)$ をリスクとする.
この問題は, 古典的な確率変数を用いて次のように表せる. $X,$ $1’$’ は $2?l$, 次元確率変数

で, それぞれ $N_{2n}.(\Lambda I\theta, \Sigma),$ $N_{2?l}(0, \mathrm{i}\mathrm{d}_{2\mathrm{z}}.,,)$ に従う. $x,$ $]’$. の値域をそれぞれ $\lambda^{J},$ $y$ とする. ,$\iota^{J}$ ,
$\mathcal{Y}$ の双対空間 $t\iota’*,$ $y*$ には

$(\begin{array}{ll}() -\mathrm{i}\tau \mathrm{l}_{\mathit{7}l}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{l}_{7l} 0\end{array})$

という形の交代形式 $B\text{よ}*$ , $B_{\mathcal{Y}^{*}}$ が与えられているとする. -.Y, $1$ ’ の分散共分散行列 $\mathfrak{l}\cdot V$ は,
$\mathcal{X}^{*}\oplus y*$ の非負定値計量である. $\theta\in$ の推定量�は $\mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathbb{R}}(\mathcal{X}\oplus y, \Theta)$ の元とする. た

だし, その双対写像� $*\in \mathrm{H}()1\mathrm{n}_{\mathrm{R}}(\Theta^{*}, \lambda^{P*}$
.

$\Uparrow.\mathrm{J}\mathcal{Y}^{*})$ の像 $\mathrm{i}\mathrm{m}\grave{\theta}^{*}\wedge B_{1^{*}}.\cdot\cdot\dagger$
$B_{\mathcal{Y}^{*}}$ を制限したものは

0 形式になっている (全等方性), という条件を課す. 推定量�の分散 $v$ は, $\mathcal{X}^{*}\oplus y*$ の

計量 $\mathrm{t}\mathrm{t}^{\gamma}$ の $\hat{\theta}^{*}$ による $^{*}$ への引き戻しである. リスクは $\mathrm{t}\mathrm{r}(C_{\tau}1^{\gamma},)$ であるが, これを最小に
する�に関して次が成り立つ.

定理 1
(i) $\mathrm{i}\mathrm{m}\mathbb{J}/I$ と kcr�は $\mathfrak{s}\pi^{\gamma-[perp]}$ に関して直交する.
$(\mathrm{i}\mathrm{i}.)(-)$ の計量 $G$ を $\hat{\theta}\in \mathrm{H}\mathrm{o}\mathrm{m}_{\mathrm{R}}$ ( $X$ � $y,$ $\Theta$ ) で $\mathcal{X}0\grave{J}\mathcal{Y}$ に引き戻して 0よ $\mathrm{q}.$) $\mathcal{Y}(\{)_{\mathcal{X}}$ は $\lambda’$ の零

元) に制限したものを $H$ とすると, $H$ を表す $/\uparrow.\overline{\tau}$列と $B_{\mathcal{Y}^{*}}$ を表す行列は可換である.

定理 2 $7r|_{l}=?\iota$ ならば, 定理 1 (ii) の解は一意である.
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