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1 はじめに

な信頼区間は, 簡便で分かり易いが, $p$ が 0や 1 に近いときには良くないことが分かつている. そのた
めの改良が漸近的にいろいろ行われてきている. また, 最近, 医薬学の分野では, $p$ が 0 や 1 に近い場
合に正確な信頼区間を求めることが要請され, その方法についても再検討を迫られている (たとえば
[BCDOI], [BCD02], [IHOI] 参照).
本論ではそのような要請を踏まえて, いくつかの離散型分布の場合に正確な信頼区間を構成する方
法を提案する. たとえば, 実際に標本の大きさ $n$ 力]’ 10 から 50 まで動くときに, $p$ の正確な 95%信頼
区間の上端, 下端の値の表を作成する. その際に, 従来の漸近信頼区問およひ正確な信頼区間の構成法
について述べ, それらの信頼区間の被覆確率, 区間の幅等に関して数値比較を行うとともに, ここで,
提案した新しい正確な信頼区間との比較も数値的に行う. また, ポアソン分布, 負の 2項分布の母数の
正確な信頼区間も構或する. さらに高次の漸近信頼区間の構成について論じ, それらの信頼区間の数
値比較を行う.

2 問題設定

確率変数 $X$ が確率量関数 (probabffity mass function 略して p.m.f.) $f(x, \theta)$ をもつ分布に従うとす
る. ただし, $\theta$ は未知で, $\theta\in\Theta\subset R^{1}$ とする. このとき, $0<\alpha<1$ について, $X$ に基づく $l(X),$ $u(X)$

が存在して, 任意の $\theta\in\Theta$ に対して

$P\{l(X)\leq\theta\leq u(X)\}\geq 1-\alpha$ (2.1)

が成り立つとき, 区間 $[l(X), u(X)]$ を $\theta$ の信頼係数 $1-\alpha$ の信頼区間といい, $X=x$ について区間
$[l(x), u(x)]$ を $\theta$ の 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})%信頼区間という.
確率変数 $X$ が $B(n,p)$ に従うとき, $p$ に対する信頼区間の求め方についてはさまざまな方法がある

が, 大きくは漸近理論に基づき求める方法と正確に (2.1) を満たすように求める方法の 2通りに分ける
ことができる. 本論で{ま, 前者については Brown, Cai and DasGupta ([BCDOI], [BCD02]) に従って,
従来の方法およひ Akahira, Takahashi and Takeuchi [ATT97] によるランダム信頼区間を求める方法
を紹介し, また, 後者については Clopper-Pearson [CP34], Crow [C56], Blyth&Still [BS83] に従っ
て紹介し, さらに, 今回, 提案する新しい方法について述べる $([\mathrm{A}\mathrm{K}\mathrm{T}02])$ . また, ポアソン分布 $Po(\lambda)$ ,
負の 2 項分布 $NB(k,p)$ の場合についても, 同様の方法でそれぞれ $\lambda,$ $p$ の信頼区間を構成する.

32項確率 $p$ に対する漸近信頼区間

ます, $X$ が 2 項分布 $B(n,p)$ に従うとき, $\hat{p}:=X/n,\hat{q}:=1-\hat{p}$ とすると,

$P \{-u_{\alpha/2}\leq\frac{\sqrt{n}(\hat{p}-p)}{\sqrt{pq}}\leq u_{\alpha/2}\}\approx 1-\alpha$ $(narrow\infty)$
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$CI_{S}:=[\hat{p}-u_{\alpha/2}\sqrt{\frac{\hat{p}\hat{q}}{n}},\hat{p}+u_{\alpha/2}\sqrt{\frac{\hat{p}\hat{q}}{n}}]$ (3.1)

が $p$ の漸近的な 100(1–\mbox{\boldmath $\alpha$})%信頼区間になり, これを 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})% 標準区間という. ただし, $u_{\alpha/2}$ を

標準正規分布 $N(0,1)$ の上側 100(\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)% 点とする.

また, $\tilde{X}:=X+u_{\alpha/2}^{2}/2,\tilde{n}:=n+u_{\alpha/2}^{2},\tilde{p}:=\tilde{X}/\tilde{n}$ とすると,

$P \{-u_{\alpha/2}\leq\frac{\sqrt{n}(\hat{p}-p)}{\sqrt{p(1-p)}}\leq u_{\alpha}/2\}\approx 1-\alpha$ $(narrow\infty)$

より

$CI_{W}:=[ \tilde{p}-\frac{u_{\alpha/2}\sqrt{n}}{\tilde{n}}\sqrt{\hat{p}\hat{q}+\frac{u_{\alpha/2}^{2}}{4n}},\tilde{p}+\frac{u_{\alpha/2}\sqrt{n}}{\tilde{n}}\sqrt{\hat{p}\hat{q}+\frac{u_{\alpha/2}^{2}}{4n}}]$ (3.2)

が $p$ の漸近的な 100(1–\mbox{\boldmath $\alpha$})% 信頼区間になる. この信頼区間の構成方法は Wilson[W27] により提案

されたので, これを 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})%W-ilson 区間という.

上記の 2つの区間について, 標準区間 (3.1) は単純な形をしているが $p$ が 0 または 1 に近いときには
信頼区間としてはあまり良い性質をもっていない, 一方, Wilson 区間 (3.2) は比較的良い性質をもっ

ているが, 複雑な形をしている (第 5.1 節参照). よって, (3.1) において $n,\hat{p},\hat{q}$ の代わりに, それぞれ

$\tilde{n},\tilde{p},\tilde{q}:=1-\tilde{p}$ を用いた区間

$CI_{AG}:=[\tilde{p}-u_{\alpha/2}\sqrt{\frac{\tilde{p}\tilde{q}}{\tilde{n}}},\overline{p}+u_{\alpha/2}\sqrt{\frac{\tilde{p}\tilde{q}}{\tilde{n}}}]$ (3.3)

において, $\alpha=0.05$ について u。/2 $=$. $1.96$ となるため, その代わりに 2 を用いたものが, Agersti &
Coull[AC98] によって提案されたので, この区間を 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})%Agresti&Coull 区間という.

前出の 3つの区間は非 Bayes 的観点から得たが, Bayes 的観点から信頼区間を導出することもでき
る. まず, 2項分布に対する共役分布であるベータ分布を事前分布としてとる. すなわち事前分布とし
て確率密度関数 (probability density function 略して p.d.f.)

$\pi(p)=\pi^{-1}p^{-1/2}(1-p)^{-1/2}$ $(0<p<1)$

をもつベータ分布 Be(1/2, 1/2) をとる. これを Jeffreys事前分布という. このとき, $B(n,p)$ の p.m.f.
を $p$ を与えたときの $X$ の条件付確率量関数 (conditional(c)$\mathrm{p}$ .m.f.) $f(x|p)={}_{n}\mathrm{C}_{x}p^{x}(1-p)^{n-x}$ と見な

すと, $X=x$ を与えたときの $p$ の事後分布はベータ分布 Be(x+(1/2), $n-x+(1/2)$ ) になる. ここで,

Be(x+(1/2), $n-x+(1/2)$ ) 分布の上側 100(\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)% 点を $b_{\alpha/2}$ , 下側 100(\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)% 点を $b_{1-\alpha/2}$ で表わし

て, Jeffreys 事前分布による 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})%Jeffreys区間を

$CI_{J}:=[l_{J}(oe), u_{J}(oe) ]$ (3.4)

とする. ただし,

$l_{J}(x)=\{$
0 $(x=0)$ ,

$b_{1-\alpha/2}$ (その他),
$u_{J}(x)=\{$

1 $(x=n)$ ,

$b_{\alpha/2}$ (その他)
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次に, [ATT97] に基づきランダム信頼区間について述べる. まず, $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ を互いに独

立にいずれも未知の母数 $p$ をもつベルヌーイ分布 $Ber(p)$ に従う確率変数列とする. また, $Ber(p)$ の

$r$ 次のキュムラントを $\kappa_{r}(p)(\gamma\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2, \cdots)$ と表わす. 特に, 1 次, 2 次のキュムラントは

$\kappa_{1}(p)=p,$ $\kappa_{2}(p)=pq$ $(q=1-p)$

になる. いま, $T:= \sum_{i=1}^{n}X_{i}$ とすると, $T$ は十分統計量となり,

$Z_{n}:= \frac{T-np}{\sqrt{npq}}$

のように規準化する. このとき, $T$ の分布の $n^{-1}$ のオーダーまでの Edgeworth 展開は

$P_{\theta}\{T\leq t\}=P_{\theta}\{Z_{n}\leq z\}$

$= \Phi(z)-\phi(z)\{\frac{\beta s(p)}{6\sqrt{n}}(z^{2}-1)+\frac{\beta_{4}(p)}{24n}(z^{3}-3z)$

$+ \frac{\beta_{3}^{2}(p)}{72n}(z^{5}-10z^{3}+15z)-\frac{1}{24npq}z\}+o(\frac{1}{n})$

ただし,

$z= \frac{t+(1/2)-p}{\sqrt{npq}}$ , $\beta_{3}(p)=\frac{q-p}{\sqrt{pq}}$ , $\beta_{4}(p)=\frac{1-6pq}{pq}$

とする. このとき, 帰無仮説 $\mathrm{H}:p=$�, 対立仮説 $\mathrm{K}:p\neq p0$ の水準 $\alpha$ の検定問題において一様最強力
不偏ランダム検定関数

$\phi(T)=\{$

1 $(T<t_{1}, T>t_{2})$ ,
$\uparrow \mathrm{A}$

. $(T=t_{\dot{f}})$ $(i=1,2)$ ,

0 $(t_{1}<T<t_{2})$

(3.5)

が得られる (Lehmmn[L86]). ここで, $t_{1},$ $t_{2},$ $u_{1},$ $u_{2}$ は条件

$E_{p\mathrm{o}}[\phi(T)]=\alpha$ , (3.6)
$E_{p\mathrm{o}}[T\phi(t)]=n\alpha p0$ (3.7)

から決定される. このとき, (3.6), (3.7) を満たす $t_{1},$ $t_{2},$ $u_{1},$ $u_{2}$ を選ぶ方法はたくさんあるが, ここでは

$t_{1}:= \min\{x|{}_{n}\mathrm{C}_{x}p^{x}(1-p)^{n-x}\geq\frac{\alpha}{2}\}$ ,

$t_{2}:= \min\{x|{}_{n}\mathrm{C}_{x}p^{x}(1-p)^{n-x}\geq 1-\frac{\alpha}{2}\}$

とし, 条件 (3.6), (3.7) より $u_{1},$ $u_{2}$ を決定する. いま, $U$ を $T$ と独立に $[0, 1]$ 上の一様分布に従う確率
変数とする. ここで, $\mathrm{Y}:=T+U$ とすると,

$\phi^{*}(\mathrm{Y})=\{$

1 $(\mathrm{Y}<t_{1}+u_{1}, \mathrm{Y}>t_{2}-u_{2}+1)$ ,
0 $(t1+u_{1}<\mathrm{Y}<t_{2}-u_{2}+1)$

のように $\mathrm{Y}$ の関数として (3.5) を考えることができる. そこで, 連続補正を考慮に入れ,

$\underline{y}(p\mathrm{o}):=t_{1}+u_{1}-\frac{1}{2}$ ,

$\overline{y}(p\mathrm{o}):=t_{2}-u_{2}+\frac{1}{2}$

114



とおく. このとき方程式
$\overline{y}(\underline{p})=\mathrm{Y}$, $\underline{y}(\overline{p})=\mathrm{Y}$

を解くことにより水準 $1-\alpha$ の $p$ のランダム信頼区間 $[\underline{p}(\mathrm{Y}),\overline{p}(\mathrm{Y})]$ を得る. このとき, 次の定理が成り

立つ ([ATT97]).

定理 3.1 $\underline{y}(p),$ $\overline{y}(p)$ は

$\underline{y}(p)=np+\sqrt{npq}(-u_{\alpha/2}+\Delta_{1})$ ,
$\overline{y}(p)=np+\sqrt{npq}(u_{\alpha/2}+\Delta_{2})$

として $o(n^{-1})$ まで近似される. ただし,

$\Delta_{1}=\frac{\beta_{3}(p)}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}+\frac{\beta_{3}^{2}(p)}{72n}(4u_{\alpha/2}^{3}-15u_{\alpha/2})$

$- \frac{\beta_{4}(p)}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/2})-\frac{1}{24npq}\{12u_{1}(1-u_{1})-1\}u_{\alpha/2}$

$- \frac{1}{4npqu_{\alpha/2}}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+o(\frac{1}{n})$ ,

$\Delta_{2}=\frac{\beta_{3}(p)}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}-\frac{\beta_{3}^{2}(p)}{72n}(4u_{\alpha/2}^{3}-15u_{\alpha/2})$

$+ \frac{\beta_{4}(p)}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/2})+\frac{1}{24npq}\{12u_{2}(1-u_{2})-1\}u_{\alpha/2}$

$- \frac{1}{4npqu_{\alpha/2}}\{u_{2}(1-u_{2})-u_{1}(1-u_{1})\}+o(\frac{1}{n})$ .

証明は省略 ([ATT97] 参照). この近似式は数値的にかなりよいことが [ATT97] の表より分かる. こ

こで, 条件 (3.6), (3.7) より $u_{1},$ $u2$ を求めるのは容易でないので, $u_{1},$ $u_{2}$ を

$\hat{u}_{1}=np-\sqrt{npq}u_{\alpha/2}+\frac{1}{6}(q-p)u_{\alpha/2}^{2}-t_{1}+\frac{1}{2}$ ,

$\hat{u}_{2}=-np-\sqrt{npq}u_{\alpha/2}-\frac{1}{6}(q-p)u_{\alpha/2}^{2}+t_{2}+\frac{1}{2}$

に置き換えて

$\underline{y}(p)=np+\sqrt{npq}(-u_{\alpha/2}+\hat{\Delta}_{1})$ , (3.8)
$\overline{y}(p)=np+\sqrt{npq}(u_{\alpha/2}+\hat{\Delta}_{2})$ (3.9)

とする. ただし,

$\Delta_{1}^{0}:=\frac{\beta_{3}(p)}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}+\frac{\beta_{3}^{2}(p)}{72n}(4u_{\alpha/2}^{3}-15u_{\alpha/2})-\frac{\beta_{4}(p)}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/2})$ ,

$\Delta_{2}^{0}:=\frac{\beta_{3}(p)}{6\sqrt{n}}u_{\alpha/2}^{2}-\frac{\beta_{3}^{2}(p)}{72n}(4u_{\alpha/2}^{3}-15u_{\alpha/2})+\frac{\beta_{4}(p)}{24n}(u_{\alpha/2}^{3}-3u_{\alpha/2})$
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.1 $:= \Delta_{1}^{0}-\frac{[perp]}{24npq}\{12\hat{u}_{1}(1-\hat{u}_{1})-1\}u_{\alpha/2}$

$- \frac{1}{4npqu_{\alpha/2}}\{\hat{u}_{2}(1-\hat{u}_{2})-\hat{u}_{1}(1-\hat{u}_{1})\}+o(\frac{1}{n})$ ,

$\hat{\Delta}_{2}:=\Delta_{2}^{0}+\frac{1}{24npq}\{12^{\cdot}2(1-\hat{u}_{2})-1\}u_{\alpha/2}$

$- \frac{1}{4npqu_{\alpha/2}}\{\hat{u}_{2}(1-\hat{u}_{2})-\hat{u}_{1}(1-\hat{u}_{1})\}+o(\frac{1}{n})$

とする. そこで, (3.8), (3.9) より方程式 $\overline{y}(\underline{p})=\mathrm{Y},$ $\underline{y}(\overline{p})=\mathrm{Y}$ の解 $\underline{p}=\underline{p}(\mathrm{Y}),\overline{p}=\overline{p}(\mathrm{Y})$ を求めて, 区間
$CI_{R}:=[\underline{p}(\mathrm{Y}),\overline{p}(Y)]$ を得る. [ATT97] によれば, この区間も数値的にかなり良いことが分かる.

42項確率 $p$の正確な信頼区間

Clopper and Pearson [CP34] では, 信頼係数の条件

$P\{l(X)\leq p\leq u(X)\}\geq 1-\alpha$ ,

すなわち
$P\{p<l(X)\}+P\{p>u(X)\}\leq\alpha$

を
$P \{p<l(X)\}\leq\frac{\alpha}{2}$ $P \{p>u(X)\}\leq\frac{\alpha}{2}$

{こ置き換えた. このとき, $X=x$ [こついて, $p$ の 100(1-\mbox{\boldmath $\alpha$})%Cl0pper-Pearson区間を

$CI_{GP}:=[l_{GP}(x), u_{GP}(oe)]$

で定義する. ただし

$l_{CP}(x)=\{$
0 $(x=0)$ ,

$\sup\{p|P\{X\geq x\}\leq\alpha/2\}$ (その他),

$u_{CP}(x)=\{$
1 $(x=n)$ ,

$\inf\{p|P\{X\leq x\}\leq\alpha/2\}$ (お。他)

とする. また, ベータ分布 Be(a, $b$) 分布の上側 100\mbox{\boldmath $\alpha$}% 点を $B(\alpha;a, b)$ , すなわち

$\int_{0}^{B(\alpha;a,b)}\frac{1}{B(a,b)}p^{a-1}(1-p)^{b-1}dp=1-\alpha$

とすると,

$\sup\{p|P\{X\geq x\}\leq\frac{\alpha}{2}\}=\{p|P\{X\geq x\}=\frac{\alpha}{2}\}=B(1-\alpha/2;x,n-x+1)$,

$\inf\{p|P\{X\leq x\}\leq\frac{\alpha}{2}\}=\{p|P\{X\leq x\}=\frac{\alpha}{2}\}=B(\alpha/2;x+1,n-\cdot x)$
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次に, Crow [C56] は, 0 や 1 に近い $p$ に対してはなるべく $X$ のとり得る範囲が狭くなるような信

頼区間を考えた. [C56] の方法は分かりにくいため, 本論では異なるアルゴリズムを構成した. まず,

$0\leq p<1/2$ とする.

(i) $P\{1\leq X\leq u_{1}\}\geq 1-\alpha$

となる最小の $u_{1}(u_{1}=0,1, \cdots)$ を求める. また, その $u_{1}$ に対して

$P\{1\leq X\leq u_{1}\}=1-\alpha$

を満たす $p$ を $p_{1}<d_{1}$ とする.

(ii) 初めて $p_{1}<p0,j$ となるまで
$P\{0\leq X\leq j\}=1-\alpha$

を満たす $p0,j(j=0,1, \cdots)$ を求める. このとき,

$0\leq p\leq p0,0$ では $X=0$,

$p0,0\leq p\leq p_{0,1}$ では $0\leq X\leq 1$ ,
$p_{0,1}\leq p\leq$ 内,2 では $0\leq X\leq 2$ ,

.$\cdot$.
$p_{0_{\dot{\theta}}-1}\leq p\leq p_{1}$ では $0\leq X\leq j$

をとることにする.

(iii) ここまでに, $p=\tilde{p}$ まで区間が決定しているとする. 各 $i$ について $P\{i\leq X\leq \mathfrak{R}.\}\geq 1-\alpha$ とな

る最小の $u_{i}$ を求め, $P\{i\leq X\leq u_{i}\}=1-\alpha$ を満たす $p$ を乃く $d_{\dot{\iota}}$ とする. また, $P\{i+1\leq X\leq$

$u_{i+1}\}\geq 1-\alpha$ となる最小の $u_{i+1}$ を求め, $P\{i+1\leq X\leq u_{i+1}\}=1-\alpha$ を満たす $p$ を $p_{*}.+1<\mu_{\dot{l}+1}$ と

する. このとき,

. $p_{\dot{\iota}}’>p_{i+1}$ かつ $u_{i}-i\geq u_{i+1}-(i+1)$ ならば,

$\tilde{p}\leq p\leq p_{i+1}$では $i\leq X\leq \mathfrak{R}$.

とする.

. $p_{-}’>p:+1$ かつ $u:-i<u_{i+1}-(i+1)$ ならば,

p\tilde \leq p\leq p}では $i\leq X\leq \mathfrak{R}$.

とする.

. $p^{\underline{\prime}}<p.\cdot+1$ ならば,
p\tilde \leq p\leq p;では $i\leq X\leq u$:

とする. さら [ニ, $P\{i\leq X\leq u:+k\}=1-\alpha$ を満たす $p$のうち大きい方を p|.講とする. $p:,k>\mu.+1$

となるまで, $k=1,2,$ $\cdots$ と増やしていき ,

$p_{1}’$. $\leq p\leq pi,1$ では $i\leq X\leq \mathfrak{R}$. $+1$ ,
$p:,1\leq p\leq p\dot{\iota},2$ では $i\leq X\leq u_{i}+2$,

.$\cdot$.

$\{$

$pi,k-1\leq p\leq p:,k$ では $i\leq X\leq u_{1}$. $+k$ $(u:+k-i<u:+1-(i+1))$ ,

$pi,k-1\leq p\leq pi+1$ では $i\leq X\leq u_{i}+k$ $(u_{i}+k-i\geq \mathrm{h}.+1-(i+1))$

とする.
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(iii) の手順を $p(_{+}$ . $>1/2$ となるまで $i\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$ $\cdots$ と続ける. そして, 乃 $+$ ’ $\ovalbox{\tt\small REJECT} p\ovalbox{\tt\small REJECT} 05$ では $i+1\ovalbox{\tt\small REJECT} X\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$u\ovalbox{\tt\small REJECT}+$’とする,
さらに, 1/2 $\ovalbox{\tt\small REJECT} p\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ については, $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ で求めた区間と $p\ovalbox{\tt\small REJECT} 1/2$ で対称になるよう求める.

ffll4.1 $n=10,$ $\alpha=0.05$ の場合を考える. このとき, $P\{1\leq X\leq u_{1}\}\geq 1-\alpha$ となる最小の $u_{1}$ は

$u_{1}=6$ であり, $P\{1\leq X\leq 6\}=1-\alpha$ を満たす $p_{1},$ $d_{1}$ はそれぞれ 0267, 0381 である. まず, 始めて

0267 を超えるまで $P\{0\leq X\leq j\}=1-\alpha$ を満たす $p(0<p<1)$ を求めると,

$p=0.005$ で $P\{0=X\}=1-\alpha$ ,
$p=0.037$ で $P\{0\leq X\leq 1\}=1-\alpha$ ,

$p=0.087$ で $P\{0\leq X\leq 2\}=1-\alpha$ ,

$p=0.150$ で $P\{0\leq X\leq 3\}=1-\alpha$ ,

$p=0.222$ で $P\{0\leq X\leq 4\}=1-\alpha$ ,

$p=0.304$ で $P\{0\leq X\leq 5\}=1-\alpha$

となるため,

$0\leq p\leq 0.005$ では $X=0$,

$0005\leq p\leq 0.037$ では $0\leq X\leq 1$ ,
$0037\leq p\leq 0.087$ では $0\leq X\leq 2$ ,

$0.087\leq p\leq 0.150$ では $0\leq X\leq 3$ ,
$0150\leq p\leq 0.222$ では $0\leq X\leq 4$ ,

$0222\leq p\leq 0.267$ では $0\leq X\leq 5$

となる.

次に, $P\{2\leq X\leq u_{2}\}\geq 1-\alpha$ となる最小の $u_{2}$ を求めると $u_{2}=8$ となり, $P\{2\leq X\leq 8\}=1-\alpha$

を満たす $p_{2},$ $d_{2}$ はそれぞれ 0397, $0.603<1/2$ となる. 今, $d_{1}=0.381<$ 力 $=0.397$ より,

$0267\leq p\leq 0.381$ では $1\leq X\leq 6$

となる. さらに $P\{1\leq X\leq u_{1}+1\}=P\{1\leq X\leq 7\}=1-\alpha$ を満たす $p$ のうち大きい方を求める
と $p1,1=0.491$ となり, $p_{1,1}=0.491>p_{2}=0.397$ かつ $(u_{1}+1)-1=6=u_{2}-2$ より

$0381\leq p\leq 0.397$ では $1\leq X\leq 7$,
$0.397\leq p\leq 0.5$ では $2\leq X\leq 8$
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上記より, $1/2<p\leq 1$ については

$0.5<p\leq 0.603\text{て^{}\backslash }\backslash \#\mathrm{h}2\leq X\leq 8$,
$0.603\leq p\leq 0.619\text{て^{}\mathrm{v}}l\mathrm{f}3\leq X\leq 9$ ,
$0.619\leq p\leq 0.733\text{で}\mathrm{I}\mathrm{J}4\leq X\leq 9$,

$0.733\leq p\leq 0.778- c*|\mathrm{h}5\leq X\leq 10$ ,
$0.778\leq p\leq 0.850\text{で}$ la $6\leq X\leq 10$ ,
$0.850\leq p\leq 0.913\text{て^{}\wedge}\mathrm{I}\mathrm{J}7\leq X\leq 10$,
$0.913\leq p\leq 0.963- \mathrm{c}\dagger\mathrm{h}8\leq X\leq 10$,
$0.963\leq p\leq 0.995-C^{*}\mathrm{f}\mathrm{J}9\leq X\leq 10$ ,
$0.995\leq p\leq 1$ では $X=10$

となる. 以上のことをまとめると, $X=x(x=0,1, \cdots, 10)$ を与えたときの $p$ に対する 95%Cr0w 区
間の上端及ひ下端は表 4.1 のようになる.

表 4.1 95%Cr0w信頼区間の上端及ひ下端 $(n=10)$ .

この 95%Cr0w 区間について, 被覆確率と信頼区間のグラフは, 図 4.1 のようになる.

$X$

$p$
$p$

図 4.1 95%Cr0w信頼区間とその被覆確率 $(n=10)$

Blyth&Still [BS83] による $p$ の信頼区間は, Crow 区間と本質的には同じだが, 確率が $1-\alpha$ より

大きいところで幅が同じものが重なり合っているときはその中点で切り替える. 例えば, $p:\leq p\leq\ovalbox{\tt\small REJECT}$

で $P\{a\leq X\leq b\}$ と $P\{a+1\leq X\leq b+1\}$ とが $1-\alpha$ より大きいところで重なり合っていたとした
ら, その中点 $\tilde{p}=\frac{1}{2}(p_{i}+pj)$ を求め,

$p_{\dot{\iota}}\leq p\leq\tilde{p}$ では $a\leq X\leq b$ ,
$\overline{p}\leq p\leq p_{j}$ では $a+1\leq X\leq b+1$
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例 4.2 例 4.1 と同様, $n=10,$ $\alpha=0.05$ の場合について考える. このとき, $0\leq p<1/2$ について,
$0267\leq p\leq 0.304$ において $P\{0\leq X\leq 5\}$ と $P\{1\leq X\leq 6\}$ が 095 より上で重なり合っているため,
中点 0285 で 2 つを切り替える. また, $0397\leq p\leq 0.491$ において $P\{1\leq X\leq 7\}$ と $P\{2\leq X\leq 8\}$

が 0.95 より上で重なり合っているため, 中点 0444 で 2 つを切り替える. 後は, Crow 区間と同様にす
る. よって, $X=x(x=0,1, \cdots, 10)$ を与えたときの $p$ の 95%Blyth&Stiu 区間の上端及び下端は表
42 のようになる.

表 4295%B\not\equiv h&Still信頼区間の上端及び下端 $(n=10)$ .

$X$ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-7ffl 0 0.005 0.037 0.087 0.150 0.222 0.285 0.381 0.444 0.556 0.715
$-\mathrm{h}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 0.285 0.444 0.556 0.619 0.715 0.778 0.850 0.913 0.963 0.995 1

この 95%Blgh&StiU 区間について, 被覆確率と信頼区間のグラフは, 図 42 のようになる.

$X$

被覆確率

$p$ $p$

図 4295%Blyth&Still 区間とその被覆確率 $(n=10)$

次に, 今回提案する信頼区間の新たなアルゴリズムについて述べる ([AKT02]). まず, $1/2\leq p\leq 1$

として, $p=1/2$ から始める. いま, $p=1/2$ に対して区間の幅が最も短くなる区間は, 通常

(a) $\alpha^{*}(p)=(n/2)-m,$ $\beta^{*}(p)=(n/2)+m$,

または

(b) “$\alpha^{*}(p)=(n/2)-m+1,$ $\beta^{*}(p)=(n/2)+m$” または “$\alpha^{*}(p)=(n/2)-m,$ $\beta^{*}(p)=(n/2)+m-1$”

のどちらかにより与えられる. ただし, $m$ は $0<m<n/2$ をみたす整数とする. (b) の場合

$\alpha^{*}(\frac{1}{2}-0)=\frac{n}{2}-m$, $\beta^{*}(\frac{1}{2}-0)=\frac{n}{2}+m-1$ ,

$\alpha^{*}(\frac{1}{2}+0)=\frac{n}{2}-m+1$ , $\beta^{*}(\frac{1}{2}+0)=\frac{n}{2}+m$

$[]^{}.f_{X\text{ると}\mathrm{B}_{\mathrm{a}\theta i\mathrm{B}\mathrm{a}\text{る}^{}\mathrm{s}}}\check{}$ . $\text{そ_{}\check{}}\text{で}$

$Q(p):=P \{\alpha^{*}(\frac{1}{2}+0)\leq X\leq\beta^{*}(\frac{1}{2}+0)|p\}$ ,

$S(p):=P \{\alpha^{*}(\frac{1}{2}+0)+1\leq X\leq\beta^{*}(\frac{1}{2}+0)|p\}$ ,

$R(p):=P \{X=\alpha^{*}(\frac{1}{2}+0)|p\}-P\{$ $X= \beta^{*}(\frac{1}{2}+0)+1|p\}$
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とおく. そして

$Q( \frac{1}{2})\geq 1-\alpha$ , $S( \frac{1}{2})<1-\alpha$ , $R( \frac{1}{2}+0)>0$

より, $p^{*}(>1/2)$ を

$p^{*}:=\{$
$\inf\{p|S(p)>1-\alpha\}$ ( $S(p)>1-\alpha$となる $P$ が存在するとき),

$\inf$ {$p|Q(p)<1-\alpha$ or $R(p)<0$} (その他のとき)
(4.1)

と定義する. もし, $S(p^{*}+0)>1-\alpha$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{*}+0)=\alpha^{*}(\frac{1}{2})+1$ , $\beta^{*}(p^{*}+0)=\beta^{*}(\frac{1}{2})$

とする. $S(p^{*}+0)<1-\alpha,$ $Q(p^{*}+0)<1-\alpha,$ $R(p^{*}+0)>0$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{*}+0)=\alpha^{*}(\frac{1}{2})$ , $\beta^{*}(p^{*}+0)=\beta^{*}(\frac{1}{2})+1$ (4.2)

とする. また, $S(p^{*}+0)<1-\alpha,$ $Q(p^{*}+0)>1-\alpha,$ $R(p^{*}+0)<0$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{*}+0)=\alpha^{*}(\frac{1}{2})+1$ , $\beta^{*}(p^{*}+0)=\beta^{*}(\frac{1}{2})+1$

とする. そして再ひ, $p>p^{*}$ に対し

$Q(p)=P\{\alpha^{*}(p^{*}+0)\leq X\leq\beta^{*}(p^{*}+0)|p\}$,

$S(p)=P\{\alpha^{*}(p^{*}+0)+1\leq X\leq\beta^{*}(p^{*}+0)|p\}$ , (4.3)

$R(p)=P\{X=\alpha^{*}(p^{*}+0)|p\}-P\{X=\beta^{*}(p^{*}+0)+1|p\}$

とし,

$p^{**}:=\{$
$\inf_{p>p}*\{p|S(p)>1-\alpha\}$ ( $S(p)>1-\alpha$となる $p$ が存在するとき),

$\inf_{p>p^{\mathrm{r}}}$ {$p|Q(p)<1-\alpha$ or $R(p)<0$} (そ。他。とき)

と定義する. もし, $S(p^{**}+0)>1-\alpha$ ならば,

$\alpha^{*}(\mathrm{p}^{**}+0)=\alpha^{*}(p^{*})+1$ , $\beta^{*}(p^{**}+0)=\beta^{*}(p^{*})$

とする. $S(p^{**}+0)<1-\alpha,$ $Q(p^{**}+0)<1-\alpha,$ $R(p^{**}+0)>0$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{**}+0)=\alpha^{*}(p^{*})$ , $\beta^{*}(p^{**}+0)=\beta^{*}(p^{*})+1$ (4.4)

とする. また, $S(p^{**}+0)<1-\alpha,$ $Q(p^{**}+0)>1-\alpha,$ $R(p^{**}+0)<0$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{**}+0)=\alpha^{*}(p^{*})+1$, $\beta^{*}(p^{**}+0)=\beta^{*}(p^{*})+1$

とする. 上記のようにして $1/2\leq p\leq 1$ について $\alpha^{*}(p)$ や $\beta^{*}(p)$ を求めることができる. また,

$0\leq p<1/2$ については対称的に

$\alpha^{*}(p)=1-\beta^{*}(1-p)$ , $\beta^{*}(p)=1-\alpha^{*}(1-p)$

として求める.
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例 43 例 4.1, 42 と同様, $n=10,$ $\alpha=0.05$ のときを考える. まず,

$P\{2\leq X\leq 8|p=1/2\}=0.979\geq 0.95$ ,

$P\{3\leq X\leq 8|p=1/2\}=P\{2\leq X\leq 7|p=1/2\}=0.935<0.95$

となるから, $\alpha^{*}(\frac{1}{2}+0)=2,$ $\beta^{*}(\frac{1}{2}+0)=8$ となる. また, $p>1/2$ {こ対して

$S(p)=P\{3\leq X\leq 8|p\}\geq 0.95$

を満たす $p$ は存在せず, また

$\inf\{p|Q(p)=P\{2\leq X\leq 8|p\}<0.95\}=0.603$ ,

$\inf\{p|R(p)=P\{X=2|p\}-p\{X=9|p\}<0\}=0.554$

となるため, (4.1) より
$p^{*}=0.554$

となる. そして, (4.4) より, p*=0.554&こおいて

$\alpha^{*}(0.554+0)$ $=3$ , $\beta^{*}(0.554+0)$ $=9$

となる.

次 [こ, $p>0.556$ 1こ対して, $0619\leq p\leq 0.733$ }こおいて

$S(p)=P\{4\leq X\leq 9|p\}\geq 1-\alpha$

となるから,
$p^{**}=0.619$

になり,
$\alpha^{*}(0.619+0)=4$ , $\beta^{*}(0.619+0)=9$

になる.

さら}ニ, p>0.619}こ対して
$S(p)=P\{5\leq X\leq 9|p\}\geq 0.95$

を満たす $p$ は存在せず, また

$\inf\{p|Q(p)=P\{4\leq X\leq 9|p\}<0.95\}=0.733$ ,
$\inf\{p|R(p)=P\{X=4|p\}-P\{X=10|p\}<0\}=0.709$

となるから,
$p^{***}=0.709$

になり,
$\alpha^{*}(0.709+0)=5$ , $\beta^{*}(0.709+0)=10$

になる. $\beta^{*}(p)=10$ となったため, 後は

$P\{i\leq X\leq 10\}=0.95$ $(i=6,7, \cdots, 10)$

となる $p$ を求めればよい. 一方, $0\leq p<1/2$ については

$\alpha^{*}(p)=1-\beta^{*}(1-p)$ , $\beta^{*}(p)=1-\alpha^{*}(1-p)$

とすればよい. 以上より, $p$ についての新しい 95%信頼区間は表 43 のようになる.
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$F4.3\ovalbox{\tt\small REJECT} 1_{\vee}4^{\backslash }95\%$ $(_{\mathrm{R}}^{-}\overline{=}\ovalbox{\tt\small REJECT}\subset \mathrm{x}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma)\mathrm{k}\ovalbox{\tt\small REJECT}|\lambda \mathrm{O}^{\backslash }\backslash \mathrm{T}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}|(n=10)$ .

この信頼区間の被覆確率と信頼区間のグラフを図 43 に与える. また, $n=10(1)50$ のときの新しい

95%信頼区間の上端, 下端の値を表 44, 45 において与える. さらに, $n=25,50$ のときのこの信頼区

間の被覆確率と信頼区間のグラフを図 44, 45 において与える.

$X$

$p$
$p$

図 43 新しい 95%信頼区間とその被覆確率 $(n=10)$

$p$

図 4.4 新しい 95%信頼区間とその被覆確率 $(n=25)$

図 45 新しい 95%信頼区間とその被覆確率 $(n=50)$
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52項確率 $p$の信頼区間の数値的比較

本節において第 3節の漸近信頼区間の比較および第 4節の正確な信頼区間の比較を数値的観点から

行う.

51 漸近信頼区間の数値的比較

ここでは, 第 3節で紹介した標準, Wi化 on, Agresti&Coull, Jeffreys 区間の 4 つの (信頼) 区間 CI
を数値的に比較する.
まず, それぞれの区間の被覆確率 (coverage probability) $P\{p\in CI\}$ について, それを $p$ の関数とみ

なし, 特に $n=10,50,100,$ $\alpha=0.05$ の場合の標準区間, Wilson 区間, Agresti&Coull 区間, Jeffreys
区間それぞれのグラフは図 51\sim 図 53 のようになる.

図 51 標準, Wilson, Agersti& CouU, Jeffreys 区間の被覆確率 $(n=10, \alpha=0.05)$
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図 52 標準, Wilson, Agersti& Coull, Jeffreys 区間の被覆確率 $(n=50, \alpha=0.05)$

図 53 標準, Wilson, Agersti& Coull, Jeffreys 区間の被覆確率 (n=l�, $\alpha=0.05$ )

これより, 標準区間は被覆確率がかなり悪いので, 信頼区間として用いるのにはあまり適して $\mathrm{A}\mathrm{a}$な V‘

ことが分かる. また, Wflson, Jeffreys 区間は 0, 1 近くの $p$ を除けばほぼ $1-\alpha$付近で振動して $\mathrm{A}\mathrm{a}$るこ
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とがわかり, Agersti& Coull 区間は 0, 1 近くの $p$ [こ対しても $1-\alpha$ より大きくなっていることがわ

かる.

次に, 信頼区間 CI の被覆確率を $p$ について 0 から 1 まで積分した平均被覆確率 (average coverage
probability, 略して a.c.p.)

$\int_{0}^{1}P\{p\in CI\}dp$

について数値的に比較する.

表 5.1 標準, Wilson, Agersti&Coull, Jeffreys 区間の a.c.p. $(n=10,25,50,100,200;\alpha=0.05)$

$CIs$ $CIW$ $CI_{AC}$ $CIJ$

$n=10$ 0.76926 0.95408 0.96453 0.95316
$n=25$ 0.86295 0.95265 0.96091 0.95074
$n=50$ 0.90060 0.95178 0.95803 0.95014
$n=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ 0.92225 0.95114 0.95551 0.94995
$n=200$ 0.93457 0.95070 0.95357 0.94991

表 5.1 から標準区間の a.c.p. は $1-\alpha$未満であるから, ここからも信頼区間としての性能は良くな
いということが分かる. Agersti&Coull 区間はWflson 区間と比べるとやや大きい値になってしまっ
ているが, それは 0, 1 に近 $\mathrm{A}^{\backslash }p$ において前者の方が $1-\alpha$ を上回っているのに対し, 後者は激しく振動
しているためと思われる.

また, 信頼区間の満たすべき条件として,

$P\{p\in CI\}\geq 1-\alpha$ $(0\leq p\leq 1)$

があるため, $p$ のできるだけ広い区間で被覆確率が $1-\alpha$ を超えていることが良い信頼区間であると
して考えられる.
そこで, 表 51 と同様, $n=10,25,50,100,200;\alpha=0.05$ の場合に, $P\{p\in CI\}\geq 1-\alpha$ を満たす $p$

の区間幅 $W_{1-\alpha}$ を数値的に求める.

表 52 標準, Wilson, Agersti&Coull, Jeffreys 区間{こ対する $W_{1-\alpha}(n=10,25,50,100,200$;
$\alpha=0.05)$

$CIs$ $CI_{W}$ $CI_{AC}$ $CIJ$

$n=10$ 0 0.55431 0.74075 0.55037
$n=25$ 0.02101 0.63895 0.80619 0.56526
$n=50$ 0.09128 0.60079 0.78111 0.53335
$n=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ 0.11898 0.56060 0.68509 0.49821
$n=200$ 0.19231 0.54350 0.66472 0.48545

表 52 からも標準区間が信頼区間としてはあまり良くないことが, また, Agersti & Coull 区間は
Wilson 区間より $1-\alpha$ を超える $p$ の区間幅が大きいことが分かる.
最後に, 被覆確率の平均絶対誤差 (mean absolute errors, 略して m.a.e.)

$\int_{0}^{1}|P\{p\in CI\}-(1-\alpha)|dp$

について数値的に比較する.
ここでも, 表 51, 52 と同様に, $n=10,25,50,100,200;\alpha=0.05$の場合に, 各区間の m.a.e. を数値

的に求める.
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$F5.3h_{\mathrm{T}\overline{\backslash }}^{\Phi}\backslash \ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ , Wilson, Agersti&Coull, Jeffreys $\mathrm{H}\cross \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}7\mathrm{t}D$ m.a.e.(n $=10,25,50,100,200;\alpha=0.05$ )

$CI_{S}$ $CI_{W}$ $CI_{AC}$ $CIJ$

$n=10$ 0.18076 0.01679 0.01746 0.01920
$n=25$ 0.08730 0.01217 0.01400 0.01460
$n=50$ 0.05006 0.00857 0.01074 0.00988
$n=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ 0.02844 0.00604 0.00807 0.00682
$n=200$ 0.01633 0.00439 0.00565 0.00477

表 53 からも標準区間は信頼区間としてあまり良くないことが分かり, また Wilson 区間, Agresti&
Coull 区間, Jeffieys 区間はほぼ同程度であることが分かる.
次に, 信頼区間の長さについて比較する. いま, 区間の期待幅 (expected length, 略して $\mathrm{e}.1.$ )

$\sum_{x=0}^{n}\{u(x,n)-l(x, n)\}P\{X=x|p\}$

を考える. ただし, $u(x, n),$ $l(x, n)$ はそれぞれ信頼区間の上端およひ下端とする. そして, 区間の期待

幅を $p$ について 0 から 1 まで積分した値, すなわち平均期待幅 (a� rage expected length, 略して

a.e.l.)

$\int_{0}^{1}\sum_{x=0}^{n}\{u(x, n)-l(x, n)\}P\{X=x|p\}dp$

について 4つの信頼区間を数値的に比較する.

図 52 標準, Wilson, Agersti&Coull, Jeffreys 区間の $\mathrm{e}.1.(n=50, \alpha=0.05)$

図 5.4 から, 0や 1 に近 $\mathrm{A}$

$\mathrm{a}p$ に対しては標準区間が最も小さいことがわかるが, そのあたりの標準区間

の被覆確率はまったく $1-\alpha$ に達していないため, 好ましくない.

また, 信頼区間の a.e.l. を数値的に求める.

表 5.4 標準, Wilson, Agersti&Coull, Jeffreys 区間の a.e.l.(n $=10,25,50,100,200;\alpha=0.05$)

$CI_{S}$ $CI_{W}$ $CI_{AC}$ $CIJ$

$n=10$ 0.42781 0.43544 0.46507 0.43253
$n=25$ 0.29353 0.29434 0.30650 0.29197
$n=50$ 0.21279 0.21294 0.21833 0.21170
$n=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ 0.15225 0.15228 0.15448 0.15172
$n=200$ 0.10827 0.10827 0.10913 0.10805
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表 5.4 より, 標準区間, Wilson 区間の a.e.l. はほぼ等し $\langle$ , Jeffreys 区間の a.e.l. はそれらにひけを

とらないことが分かる. また, Agresti&Coull 区間の a.e.l. は $n$ が小さいときは他の信頼区間より際

立って長いことが分かる.
以上のことから, Agresti& Coull 区間と Jeffreys 区間が信頼区間としては比較的良い区間であると

思われるが, 信頼区間は計算したり覚えておくのに容易であるような単純な形の方が良いと考えられ
るため, その意味では Agresti&Cou垣区間がこの 4つの区間の中では最良であると考えられる.

次に, 第 3節で述べたランダム信頼区間と Agresti& Coull 区間, Jeffreys 区間を数値的に比較する.

まず, ランダム信頼区間の被覆確率のグラフを描く.

$p$ $p$

図 5.5 ランダム信頼区間の被覆確率 $(n=50,100;\alpha=0.05)$

また, 3 つの区間の a.c.p., $W_{1-\alpha}$ , m.a.e., a.e.l. を数値的に求める.

表 5.5 ランダム信頼区間, Agresti&Coull, Jeffreys 区間の a.c.p., $W_{1-\alpha}$ , m.a.e., a.e.l.
$(n=10,25,50,100,200;\alpha=0.05)$

$n=10$ $n=25$ $n=50$ $n=1\mathrm{O}\mathrm{O}$ $n=200$

a.c.p.
$CIR$ 0.96975 0.95976 0.95558 0.95302 0.95174

$CI_{AC}$ 0.96453 0.96091 0.95803 0.95551 0.95357
$CIJ$ 0.95316 0.95074 0.95014 0.94995 0.94991

$W_{1-\alpha}$

$CI_{R}$ 0.75091 0.74777 0.67570 0.61026 0.56552
CIAC 0.74075 0.80619 0.78111 0.68509 0.66472
$CIJ$ 0.55037 0.56526 0.53335 0.49821 0.48545

m.a.e.
$CI_{R}$ 0.02476 0.01596 0.01078 0.00751 0.00514

$CI_{AC}$ 0.01746 0.01400 0.01074 0.00807 0.00565
$CIJ$ 0.01920 0.01460 0.00988 0.00682 0.00477

a.e.l.
$CI_{R}$ 0.46808 0.30322 0.21613 0.15341 0.10875

$CI_{AC}$ 0.46507 0.30650 0.21833 0.15448 0.10913
$CIJ$ 0.43253 0.29197 0.21170 0.15172 0.10805

図 51, 55 よりランダム信頼区間の被覆確率は Jeffreys 区間のそれによく似ていることが分かる.
また表 55 からランダム信頼区間, Agresti&Coull 区間, Jeffreys 区間はほぼ同程度の良さを持って
いると考えられる.

5.2 正確な信頼区間の数値的比較

ここでは, 第 3節で述べた Crow 区間, Blyth& Still 区間, 新しい信頼区間の 3つの区間を数値的に
比較する. ます, 各区間の被覆確率のグラフを描く.
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図 5.6 Crow 区間, Blyth& Still 区間, 新しい信頼区間とその被覆確率 $(n=20, \alpha=0.05)$

$p$

図 5.7 Crow 区間, Blyth&Stiu 区間, 新しい信頼区間とその被覆確率 $(n=30, \alpha=0.05)$

図 56, 5.7 より, 新しい信頼区間は Blyth&Still 区間とかなり良く似ていることが分かり, それらは

被覆確率の意味では Crow 区間よりも望ましいように思える.
また, 各区間の平均被覆確率 (a.c.p.) の値を求める.

表 5.6 Crow 区間, Blyth&Still 区間, 新しい信頼区間の a.c.p. $(n=10(10)40;\alpha=0.05)$

Crow Blyth&Still new
$n=10$ 0.97135 0.97343 0.97346
$n=20$ 0.96421 0.96655 0.96665
$n=30$ 0.96156 0.96256 0.96306
$n=40$ 0.96029 0.96245 0.96255

表 56 から, a.c.p. に関しては, 3 つの区間はほぼ同じであることがわかる.
次に, 各信頼区間の期待幅 $(\mathrm{e}.1.)$ のグラフを描く.
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図.5.8Crow 区間, Blyth& Still 区間, 新しい信頼区間の $\mathrm{e}.1$ . $(n=30, \alpha=0.05.)$

図 58 からも新しい信頼区間は Blyth &Still 区間とほぼ同じ $\mathrm{e}.1$ . をもち, Crow 区間とは少しずれが
ある.

また, 各区間の平均期待幅 (a.e.l.) を数値的に求める.

表 57Crow 区間, Blyth&Still 区間, 新しい信頼区間の a.e.l. $(n=10(10)40;\alpha=0.05)$

Crow Blyth&Stiu new
$n=10$ 0.47596 0.47596 0.47596
$n=20$ 0.34482 0.34482 0.34482
$n=30$ 0.28302 0.28299 0.28299
$n=40$ 0.24761 0.24761 0.24761

表 57 からも, 3 つの区間がほぼ同じであるといえる.
最後に, [BS83] では, 信頼区間であるために望ましい性質として, 次のことを挙げている.

$(\triangleleft’)X$ の範囲 $A(p)\leq X\leq B(p)$ の上限およひ下限 $A(p),$ $B(p)$ は $p$ について非減少.
$( \mathfrak{s}\supset)p=\frac{1}{2}$ に関して対称.
$(\nearrow^{\mathrm{a}})X=x(x=0,1, \cdots, n)$ が与えられたときの $p$ の範囲

$l(x)\leq p\leq u(x)$ , $l(x+1)\leq p\leq u(x+1)$

について

$l(x)<l(x+1)$ , $u(x)<u(x+1)$

である.

(ニ) $X=x$ を固定したとき, 標本の大きさが $n$ のときの $p$ の範囲

$l_{n}(x)\leq p\leq u_{n}(x)$

であり, 標本の大きさが $n+1$ のときの $p$ の範囲

$l_{n+1}(x)\leq p\leq u_{n+1}(x)$

について,
$l_{n}(x)>l_{n+1}(x)$ , $u_{n}(x)>u_{n+1}(x)$

130



上記に関して Crow 区間はたとえば, $n=15$ , $at=0.05$ のとき, $X=6,7$ の区間はそれぞれ [0.19087,

0.66768], [0.19087, 070609] となってしまうため, 条件 $(’\backslash )$ を満たさない. そのため, Crow 区間は信
頼区間としてはあまり好ましくないといえる. また, 新しい信頼区間は条件 (ニ) を満たさない. 一方,

Blyth&Still 区間はすべての条件を満たす.(n $\leq 30$) しかし, 新しい信頼区間の方は単純なアルゴリ
ズムで求められるのに対し, Blyth&Still 区間は計算するには難しい. 前述したように信頼区間は求
めるのに容易であるような単純な形であるほうが望ましいと考えられるため, 新しい信頼区間の方が

良いと思われる.

533次の Edgeworth展開による比較

本節では, Brown, Cai and DasGupta [BCD02] に従って, 標準, Wilson, Agresti&Coull, Jeffreys
区間の被覆確率を $1/n$ のオーダーまで漸近展開した 3 次の Edgeworth展開を用 V\searrow それぞれの区間を

漸近的に比較する. まず, 次の補題が成り立つ.

補題 5.1 確率変数 $X$ について

$X\sim B(n,p)$ , $\cdot$

$:= \frac{X}{n}$ , $q=1-p$

とする. また,
$g(p, z):=(np+z(npq)^{1/2})-[np+z(npq)^{1/2}]$ ,

とし,

$Z_{n}:= \frac{n^{1/2}(\hat{\mathrm{p}}-p)}{(pq)^{1/2}}$ ,

$F_{n}(z):=P(Z_{n}\leq z)$

と表す. ただし, $[x]$ は $x$ を超えない最大の整数とする. このとき,

$z=\lambda_{1}+\lambda_{2}n^{-1/2}+\lambda_{3}n^{-1}+O(n^{-3/2})$ ( $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ : 定数)

とすれば,

$F_{n}(z)= \Phi(\lambda_{1})+\{\lambda_{2}(pq)^{1/2}+\frac{1}{6}(1-2p)(1-\lambda_{1}^{2})\}\phi(\lambda_{1})(npq)^{-1/2}$

$+ \{\frac{1}{2}-g(p, z)\}\phi(\lambda_{1})(\mathrm{r}zpq)^{-1/2}$

$+ \{\lambda_{3}-\frac{1}{2}\lambda_{1}\lambda_{2}^{2}+\frac{1}{6}(1-2p)(pq)^{-1/2}\lambda_{1}\lambda_{2}(\lambda_{1}^{2}-3)\}\phi(\lambda_{1})n^{-1}$

$+\{(4pq-1)\lambda_{1}^{5}+(7-22pq)\lambda_{1}^{3}+(6pq-6)\lambda_{1}\}\phi(\lambda_{1})(72npq)^{-1}$

$+[ \{\frac{1}{6}(1-2p)(\lambda_{1}^{2}-3)-(pq)^{1/2}\lambda_{2}\}\{\frac{1}{2}-g(p, z)\}$

$- \{\frac{1}{2}g^{2}(p, z)-\frac{1}{2}g(p, z)+\frac{1}{12}\}]\lambda_{1}\phi(\lambda_{1})(npq)^{-1}$

$+O(n^{-3/2})$ (5.1)
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近似 (5.1) ti標本の大きさが小さいときも非常に正確である. この定理を用いると, それぞれの区間
の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開を得ることができる. いま,

$\omega:=(\frac{1}{9}-\frac{1}{36pq})u_{\alpha/2}^{5}+(\frac{7}{36pq}-\frac{11}{18})u_{\alpha/2}^{3}+(\frac{1}{6}-\frac{1}{6pq})u_{\alpha/2}$ ,

$Q_{21}(l,u):=1-g(p_{)}l)-g(p,u)$ ,

$Q_{22}(l,u):= \frac{1}{2}\{-g^{2}(p, l)-g^{2}(p,u)+g(p,l)+g(p,u)-\frac{1}{3}\}$

とおく. このとき, 標準区間 $CIs$ の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開は次の定理で与えられる.

定理 5.1
$0<p<1$ , $0<\alpha<1$

とする. また,

$l_{S}:= \frac{(1-.2p)u_{\alpha/2}^{2}n^{1/2}-\{u_{\alpha/2}^{2}n(4npq+u_{a/2}^{2})\}^{1/2}}{2(pq)^{1/2}(n+u_{\alpha/2}^{2})}$ ,

$u_{S}:= \frac{(1-2p)u_{\alpha/2}^{2}n^{1/2}+\{u_{\alpha/2}^{2}n(4npq+u_{\alpha/2}^{2})\}^{1/2}}{2(pq)^{1/2}(n+u_{\alpha/2}^{2})}$ ,

とし,
$np+l_{S}(npq)^{1/2}\not\in Z$

とする. このとき, $CIs$ の被覆確率は

$P_{S}=P_{\mathrm{p}}(p\in CI_{S})$

$=(1-\alpha)+\{g(p, l_{S})-g(p, u_{S})\}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1/2}$

$+ \{-\frac{(1-2p)^{2}}{12pq}u_{\alpha/2}^{5}-\frac{1}{4pq}u_{\alpha/2}^{3}+\omega\}\phi(u_{\alpha/2})n^{-1}$

$+ \{-(1-2p)(\frac{u_{\alpha/2}^{2}}{3}+\frac{1}{2}).Q_{21}(l_{S},u_{S})+Q_{22}(l_{S},u_{S})\}u_{\alpha/2}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1}$

$+O(n^{-3/2})$ (5.2)

である.

また, Wilson 区間 $CI_{W}$ の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開は次の定理で与えられる.

定理 5.2

$0<p<1$ , $0<\alpha<1$

$np-u_{\alpha/2}(npq)^{1/2}\not\in \mathrm{Z}$
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とする. このとき, $CI_{W}$ の被覆確率は

$P_{W}=P_{p}(p\in CI_{W})$

$=(1-\alpha)+\{g(p, -u_{\alpha/2})-g(p, u_{\alpha/2})\}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1/2}$

$+\omega\phi(u_{\alpha/2})n^{-1}$

$+ \{(1-2p)(\frac{u_{\alpha/2}^{2}}{6}-\frac{1}{2})Q_{21}(-u_{\alpha/2}, u_{\alpha/2})+Q_{22}(-u_{\alpha/2}, u_{\alpha/2})\}u_{\alpha/2}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1}$

$+O(n^{-3/2})$ (5.3)

である.

また, Agresti&Coull 区間 CIAC の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開は次の定理で与えられる.

定理 5.3
$0<p<1$ , $0<\alpha<1$

とする. また,

$l_{AG}:= \frac{(2p-1)u_{a/2}^{4}-[u_{\alpha/2}^{2}(n+u_{\alpha/2}^{2})^{2}\{4npq+(1+4pq)u_{\alpha/2}^{2}\}]^{1/2}}{2(npq)^{1/2}(n+2u_{\alpha/2}^{2})}$

$uAC:= \frac{(2p-1)u_{\alpha/2}^{4}+[u_{\alpha/2}^{2}(n+u_{\alpha/2}^{2})^{2}\{4npq+(1+4pq)u_{\alpha/2}^{2}\}]^{1/2}}{2(npq)^{1/2}(n+2u_{\alpha/2}^{2})}$

とし,
$np+l_{AC}(npq)^{1/2}\not\in \mathrm{Z}$

とする. このとき, CIAC の被覆確率は

$P_{AC}=P_{p}(p\in CI_{AC})$

$=(1-\alpha)+\{g(p,l_{AC})-g(p, u_{AC})\}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1/2}$

$+ \{(\frac{1}{4pq}-1)u_{\alpha/2}^{3}+\omega\}\phi(u_{\alpha/2})n^{-1}$

$+ \{(1-2p)(\frac{u_{\alpha/2}^{2}}{6}-\frac{1}{2})Q_{21}(l_{AG},u_{AC})+Q_{22}(l_{AC},u_{AC})\}$

. $u_{\alpha/2}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1}$

$+O(n^{-3/2})$ (5.4)

である.

また, Jeffreys 区間 $CI_{J}$ の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開は次の定理で与えられる.

定理 5.4 いま,
$0<p<1$ , $0<\alpha<1$
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とする. また,

$l_{J}:= \frac{\rho_{1}-np}{(npq)^{1/2}}$ , $u_{J}:= \frac{\rho_{2}-np}{(npq)^{1/2}}$ ,

$\rho_{1}:=\max\{x|\int_{0}^{p}\frac{1}{B(x+\frac{1}{2},n-x+\frac{1}{2})}p^{(x+\frac{1}{2})-1}(1-p)^{(n-x+\frac{1}{2})-1}dp\geq 1-\frac{\alpha}{2}\}$ ,

$\rho_{2}:=\max\{x|\int_{0}^{p}\frac{1}{B(x+\frac{1}{2},n-x+\frac{1}{2})}p^{(x+\frac{1}{2})-1}(1-p)^{(n-x+\frac{1}{2})-1}dp\leq\frac{\alpha}{2}\}$

$(\rho_{1}, \rho_{2}=0,1, \cdots, n)$

とし,
$np+l_{J}(nm)^{1/2}\not\in \mathrm{Z}$

とする. このとき, $CI_{J}$ の被覆確率は

$P_{J}=P_{\mathrm{p}}(p\in CI_{J})$

$=(1-\alpha)+\{g(p, l_{J})-g(p, u_{J})\}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1/2}$

$- \frac{1}{12pq}u_{\alpha/2}\phi(u_{\alpha/2})n^{-1}$

$+ \{\frac{2p-1}{3}Q_{21}(l_{J}, u_{J})+Q_{22}(l_{J},u_{J})\}u_{\alpha/2}\phi(u_{\alpha/2})(npq)^{-1}$

$+O(n^{-3/2})$ (5.5)

である.

以上の補題, 定理の証明については [BCD02] を参照のこと.

さて, これらの展開を用いて 4 つの区間の比較を行う. まず (5.2)\sim (5.5) より, それぞれの区間 CI
の被覆確率の 3 次の Edgeworth展開は

Pp(p\in CI)=(l-\mbox{\boldmath $\alpha$})+‘‘n-1/2のオーダーの振動項
$+$

“$n^{-1}$のオーダーの非振動項

$+$ “$n^{-1}$のオーダーの振動項”

$+O(n^{-3/2})$

(5.6)

$\text{と}5\vee\supset \text{の_{}\mathrm{p}}*\theta\neq\}_{\acute{-}J}’\neq \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{して考_{}\mathrm{X}}^{-}\text{る}arrow \text{と}\mathrm{B}_{\mathrm{a}}^{\theta}- \mathrm{c}^{\backslash }\backslash \text{きる}$ . $\mathrm{A}\mathrm{a}\text{ま}$
“

$3^{E}\backslash \hslash’\#$] $\}^{\vee}.$”&1‘ $\check{9}\mathrm{F}_{\mathrm{J}\backslash }\Re \text{で}\mathfrak{R}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{項}\mathfrak{l}\mathrm{J}3\mathrm{P}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{-}\text{動}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\mathrm{e}}\mathrm{k}\text{り}\mathrm{g}$

)

低いオーダーであることが示されている ([BCD02] 参照). よって, ここではそれぞれの区間の非振動
項の比較を行う. そこで, (5.2)\sim (5.5) より

$P_{AC}-Ps= \{\frac{(1-2p)^{2}}{12pq}u_{\alpha/2}^{5}+(\frac{1}{2pq}-1)u_{\alpha/2}^{3}\}$ \phi (u\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)n-1+‘‘振動項’’

$P_{AG}-H \nu=(\frac{1}{4pq}-1)$ u3\mbox{\boldmath $\alpha$}72\phi (u\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)n-1+‘‘振動項’’ (5.7)

$P_{AC}-P_{J}= \{-\frac{(1-2p)^{2}}{36pq}u_{\alpha/2}^{5}+(\frac{4}{9pq}-\frac{29}{18})u_{\alpha/2}^{3}+(\frac{1}{6}-\frac{1}{12pq})u_{\alpha/2}\}$

. $\phi(u_{\alpha/2})n^{-1}$

+“振動項” (5.8)
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となる. また, $Ps-flv,$ $P_{S}-P_{J},$ $Pw-P_{J}$ も (5.6)\sim (5.8) から容易に求めることができる.
これらからいくつかのことがわかる. まず, (5.6), (5.7) より, 任意の $0<p<1,$ $u_{\alpha/2}$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT} c>Ps,$ $P_{AC}>Pw$ であることがわかる. また, (5.8) より $0<u_{\alpha/2}<0.323,1<u_{\alpha/2}<3.976$ ,

$u_{a/2}\neq\sqrt{(29+\sqrt{817})/4}.=$. 3.794 ならば任意の $0<p<1$ に対して $P_{AC}>P_{J}$ であることがわかる.
$*)$ いま, $u_{\alpha/2}.=$. $1.96$ より, これら 4つの区間では Agresti&Coull 区間が最も大きい被覆確率をもつ
ということがわかる.

また, $\alpha=0.05$ のときのそれぞれの区間の “$n^{-1}$ のオーダーの非振動項” を $p$ の関数として見たとき

のグラフを描く.

図 59 $CI,$${}_{S}CI_{W},$ CIAc, $CI_{J}$ の $n^{-1}$ のオーダーの非振動項の比較 $(\alpha=0.05)$

図 59 から, 標準区間は大きい負の偏りをもつことが分かる. また, $p=0,1$ の近くを除けば CIAC,
$CIw,$ $CI_{J}$ はほとんど同等である. 特に $p=0,1$ の近くでは $CI_{W},$ $CIJ$ は $CIs$ よりも少ないが $CI_{AC}$

より偏りが大きくなる. $CI_{AC}$ は全体的に他の区間より正の偏りが大きいため, ここからも他の区間

より被覆確率が大きくなることがわかる.

6 ポアソン分布およひ負の 2項分布の母数の信頼区間

今回提案した新たな信頼区間のアルゴリズムは, ボアソン分布 $Po(\lambda)$ や負の 2 項分布 $NB(k,p)$ に

も応用できる.
まず, ポアソン分布の場合について述べる. $\lambda=(0, \infty)$ より, $\lambda=+0$ から始める. この場合, 区間

の幅が最も狭くなる区間は
$\alpha^{*}(+0)=0$ , $\beta^{*}(+0)=0$

である. そこで,
$\lambda^{*}:=\inf\{\lambda|P\{X=0\}<1-\alpha\}$ ,

また,
$\alpha^{*}(\lambda^{*}+0)=\alpha^{*}(+0)$ , $\beta^{*}(\lambda^{*}+0)=\beta^{*}(+0)+1$

$*)$ [BCD02] では $u_{\alpha/2}\leq 3.95$ となっているが, これは計算ミスのように見える.
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$Q(\lambda):=P\{\alpha^{*}(\lambda^{*}+0)\leq X\leq\beta^{*}(\lambda^{*}+0)|\lambda\}$

$S(\lambda):_{-}^{-}.P\{\alpha^{*}(\lambda^{*}+0)+1\leq X\leq\beta^{*}(\lambda^{*}+0)|\lambda\}$

$R(\lambda):=P\{X=\alpha^{*}(\lambda^{*}+0)|\lambda\}-P\{X=\beta^{*}(\lambda^{*}+0)+1|\lambda\}$

とおく. そして,

$\lambda^{**}:=\{$

$\inf\{\lambda|S(\lambda)>1-\alpha\}$ ( $S(\lambda)>1-\alpha$ となる\lambda が存在するとき),
$\inf${ $\lambda|Q(\lambda)<1-\alpha$ or $R(\lambda)<0$} (その他のとき)

と定義する. もし, $S(\lambda^{**}+0)>1-\alpha$ ならば,

$\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)=\alpha^{*}(\lambda^{*})+1$ , $\beta^{*}(\lambda^{**}+0)=\beta^{*}(\lambda^{*})$

とする. $S(\lambda^{**}+0)<1-\alpha,$ $Q(\lambda^{**}+0)<1-\alpha,$ $R(\lambda^{**}+0)>0$ ならば,

$\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)=\alpha^{*}(\lambda^{*})$ , $\beta^{*}(\lambda^{**}+0)=\beta^{*}(\lambda^{*})+1$

とする. また, $S(\lambda^{**}+0)<1-\alpha,$ $Q(\lambda^{**}+0)>1-\alpha,$ $R(\lambda^{**}+0)<0$ ならば,

$\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)=\alpha^{*}(\lambda^{*})+1$ , $\beta^{*}(\lambda^{**}+0)=\beta^{*}(\lambda^{*})+1$

とする. そして再び $\lambda>\lambda^{**}$ に対し,

$Q(\lambda):=P\{\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)\leq X\leq\beta^{*}(\lambda^{*\mathrm{r}}+0)|\lambda\}$

$S(\lambda):=P\{\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)+1\leq X\leq\beta^{*}(\lambda^{**}+0)|\lambda\}$

$R(\lambda):=P\{X=\alpha^{*}(\lambda^{**}+0)|\lambda\}-P\{X=\beta^{**}(\lambda^{*}+0)+1|\lambda\}$

とし,

$\lambda^{***}:=$. $\{$

$\inf_{p>p}**\{\lambda|S(\lambda)>1-\alpha\}$ ( $S(\lambda)>1-\alpha$となる\lambda が存在するとき),
$\inf_{\mathrm{p}>p^{\mathrm{n}\mathrm{r}}}$ { $\lambda|Q(\lambda)<1-\alpha$ or $R(\lambda)<0$} (その他のとき)

と定義する. この操作を繰り返すことにより, ポアソン分布の正確な水準をもつ信頼区間を得ること
ができる. ポアソン分布の 95%信頼区間と被覆確率を図 6.1 に示し, その区間の上端, 下端の値を表
6.1 において与える.
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図 61 ポアソン分布の新しい信頼区間とその被覆確率 $(\alpha=0.05)$ .

負の 2 項分布 $NB(k, p)$ については, $p=1$ から始める. この場合も, 区間の幅が最短になる区間は

$\alpha^{*}(1-0)=0$ , $\beta^{*}(1-0)=0$

である.
$p^{*}= \sup\{p|P\{X=0\}<1-\alpha\}$,

また,
$\alpha^{*}(p^{*}-0)=\alpha^{*}(1-0)$ , $\beta^{*}(p^{*}-0)=\beta^{*}(1-0)+1$

とし,

$Q(p):=P\{\alpha^{*}(p^{*}-0)\leq X\leq\beta^{*}(p^{*}-0)|p\}$

$S(p):=P\{\alpha^{*}(p^{*}-0)+1\leq X\leq\beta^{*}(p^{*}-0)|p\}$

$R(p):=P\{X=\alpha^{*}(p^{*}-0)|p\}-P\{X=\beta^{*}(p^{*}-0)+1|p\}$

とおく. そして,

$p^{**}:=\{$
$\sup\{p|S(p)>1-\alpha\}$ ($S(p)>1-\alpha$となる $p$ が存在するとき),

$\sup${$p|Q(p)<1-\alpha$ or $R(p)<0$} (その他のとき)

と定義する. もし, $S(p^{**}-0)>1-\alpha$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{**}-0)=\alpha^{*}(p^{*})+1$ , $\beta^{*}(p^{**}-0)=\beta^{*}(p^{*})$

とする. $S(p^{**}-0)<1-\alpha,$ $Q(p^{**}-0)<1-\alpha,$ $R(p^{**}-0)>0$ ならば,

$\alpha^{*}(p^{**}-0)=\alpha^{*}(p^{*})$ , \beta *(p**-0)=\beta *(p勺 $+1$

とする. また, $S(p^{**}-0)<1-\alpha,$ $Q(p^{**}-0)>1-\alpha,$ $R(p^{**}-0)<0$ ならば

$\alpha^{*}(p^{**}-0)=\alpha^{*}(p^{*})+1$ , $\beta^{*}(p^{**}-0)=\beta^{*}(p^{*})+1$

とする. そして再び p<p**[こ対し,

$Q(p):=P\{\alpha^{*}(p^{**}-0)\leq X\leq\beta^{*}(p^{**}-0)|p\}$

$S(p):=P\{\alpha^{*}(p^{**}-0)+1\leq X\leq\beta^{*}(p^{**}-0)|p\}$

$R(p):=P\{X=\alpha^{*}(p^{**}-0)|p\}-P\{X=\beta^{*}(p^{**}-0)+1|p\}$

とし,

$p\text{ェ}*.=\{$

$\sup_{\mathrm{p}<p^{\mathrm{r}\mathrm{r}}}\{p|S(p)>1-\alpha\}$ ($S(p)>1-\alpha$となる $p$ が存在するとき),

$\sup_{\mathrm{p}<p^{*\mathrm{r}}}$ {$p|Q(p)<1$ -at or $R(p)<0$} (その他のとき)

と定義する. この操作を繰り返していくことにより, 負の 2 項分布の正確な水準をもつ信頼区間を構
成することができる.
図 62, 図 63 に $k=10,20;\alpha=0.05$のときの新しい信頼区間のグラフを示し, その区間の上端, $\text{下}$

端の値を表 62, 表 63 において与える.
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被覆確率

$\mathrm{x}$

$\mathrm{p}$

図 62 負の 2 項分布の新しい信頼区間とその被覆確率 $(k=10, \alpha=0.05)$ .

$\mathrm{p}$
$\mathrm{p}$

図 6.3 負の 2項分布の新しい信頼区間とその被覆確率 $(k=20, \alpha=0.05)$ .

このように新たな信頼区間のアルゴリズムは負の 2項分布にも応用できるが, $k$ が小さいときには

うまくいかなかったので, 改良が必要と思われる.

7 まとめ

本論において, 従来の 2項確率 $p$ についての漸近信頼区問およひ正確な信頼区間の構成法について
述べ, それらの信頼区間の被覆確率, 区間の幅等に関する数値比較を行った. また, 新しい正確な信頼

区間の構成法を提案し, その区間が従来の正確な信頼区間の中で比較的良い Blyth&Still 区間に引け
をとらないことが分かり, また新しい信頼区間は従来の区間よりも構成が比較的単純であるという長
所をもつことも分かった. 今後は正確な信頼区間とほぼ同等な漸近的構成法の導出について検討する
必要がある. さらに, 今回提案した 2 項確率 $p$ の新しい信頼区間の構成法はポアソン分布や負の 2 項
分布に応用し, それらの正確な信頼区間を導出した. 今後は他の離散型分布への応用や, $k$ が少ないと

きの負の 2 項分布への改良が課題として挙げられる.
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$F4.4$ ffl $\mathrm{b}\mathrm{V}^{\backslash }95\% l_{\supset}^{arrow},\equiv\Phi \mathrm{D}$)$\mathrm{c}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{a}5\sigma\supset \mathrm{F}^{[perp]}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma)\{\mathrm{F}}-\downarrow \mathrm{L}(n=10(1)50)$
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$F4.4(\ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{b}\vee\backslash 95\%\dagger\overline{\overline{\equiv}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{D}\cross_{\backslash }7\mathrm{R}7\mathcal{D}\mathrm{T}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma)\{\mathrm{L}\mathrm{F}(n=10(1)50)$
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$\not\equiv 4.4(\ovalbox{\tt\small REJECT})\ovalbox{\tt\small REJECT} 1_{\vee}\mathrm{V}^{\backslash }95\% l_{\mathrm{p}\mathrm{J}}^{\equiv}-.\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{E}5_{\mathrm{R}}5\sigma)^{-}\mathrm{F}\Re\#\sigma)\{\ovalbox{\tt\small REJECT}(n=10(1)50)$
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$\ovalbox{\tt\small REJECT} 4.5\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{b}\mathrm{b}^{\backslash }95\%\{_{\mathrm{r}\supset}^{-}\equiv\Phi[\cross=7_{\mathrm{R}}\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma\supset\downarrow)\ovalbox{\tt\small REJECT}[perp]\sigma \mathrm{y}(\ovalbox{\tt\small REJECT}(n=10(1)50))$
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$F4.5(\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{\neq})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{L}4^{\backslash }95\% l_{\mathrm{t}\supset}^{\equiv}-\ovalbox{\tt\small REJECT}\subset\cross 5\ovalbox{\tt\small REJECT}\emptyset 4_{\mathrm{i}^{L}}\ovalbox{\tt\small REJECT})\emptyset(\ovalbox{\tt\small REJECT}(n=10(1)50))$
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$\Leftrightarrow 4.5(_{\iota}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{J})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{b}\vee\backslash 95\%|\overline{\overline{\equiv}}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{x}\mathrm{D}5_{\mathrm{B}}7\sigma)\mathrm{k}|\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathit{0})l_{\mathrm{L}}^{\mathrm{g}}(n=10(1)50))$
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表 61 ポアソン分布の新しい 95%信頼区間の上端, 下端の値

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{上_{}\mathrm{t}}\text{端}3.764355937.294988.8077010.307311.799213.286214.3402}^{\overline{\text{下}^{}--}}x_{1}0_{\frac{1}{55.70.0512}}234567\text{端}090.355360.817691.366321.970152.613013.28532$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{上端}15.819717.297818.338619.813720.848522.321923.352424.8249}^{101112131415}\text{下端}3.764354.460155.323325.755936.685787.294988.102088.80770x_{1}89$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{上端}25.852127.324128.348929.820530.843432.314933.336134.3561}^{181920212223}\text{下_{}1}\text{端}9.5984410.307311.177211.799212.817413.286214.340214.9206x_{1}1617$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{上端}35.827536.846338.317939.335740.352641.824342.840543.8559}^{262728293031}-7\text{端}15.819716.767917.297818.338619.050519.813720.848521.3645x_{1}2425$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mathrm{b}|\text{下}\mathrm{J}\text{端}45.327846.342747.356948.829149.842950.856152.328653.3414\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}22.321923.352423.761824.824925.852126.306527.324128.3489x_{1}3233343536373839$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}-\text{下端}28.966129.820530.843431.674732.314933.336134.356134.6650\mathrm{b}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}54.353855.826656.838757.850359.323460.334961.345962.3566x4041424344454647$

$\underline{\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{上端}63.830164.840665.8508}^{50}\text{下端}35.827536.846337.6667x4849}$

$x$ 0 1 2 $\underline{34}$
–

5
-

6
-

7
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$F6.2\mathrm{g}\sigma\supset 2\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}9\pi\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{L}4^{\backslash }95\%$ $\{_{\mathrm{F}1}^{-}\overline{=}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{x}\mathrm{D}5_{\mathrm{f}\ni}5\sigma)\mathrm{T}^{\mathrm{I}}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\mathrm{k}^{1}\ovalbox{\tt\small REJECT} U2(|\mathrm{g}(k=10)$

$x$ 0 1 2 3 4 5 6 7
$\mathrm{T}^{\iota}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 0.68126 0.56894 0.48978 0.43728 0.39515 0.36054 0.33156 0.30693
$-\mathrm{h}\ovalbox{\tt\small REJECT}|$ 1 0.99488 0.96668 0.92813 0.88733 0.84728 0.80914 0.77331

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{101112131415}\text{下端}0.285720.267270.253430.238830.225820.214160.203650.19412x_{1}89$

上端 073989 070880 068126 067738 064086 061264 058819 056894

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\llcorner \text{端}0.563290.538080.517460.499360.489780.478410.461170.44615}^{181920212223}-\mathrm{F}\text{端}0.185450.178700.171320.164530.158260.152450.147870.14278x_{1}1617$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\mathrm{h}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}0.437280.429790.415420.402870.395150.389620.37760}^{2627282930}\text{下^{}\iota}\text{端}0.138040.133600.129440.125530.122400.118900.11559X2425$

表 63 負の 2項分布の新しい 95&信頼区間の下端, 上端の値 $(k=20)$

$x$ 0 1 2 3 4 5 6 7
-Fffl 0.82619 0.75072 0.69832 0.65330 0.61400 0.58590 0.55431 0.52601
$\mathrm{A}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ 1 0.99744 0.98281 0.96178 0.93832 0.91411 0.88994 0.8623

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{101112131415}\text{下端}0.500500.481880.460420.444660.426360.409510.397020.38238X89$

上端 084318 082619 081098 078466 076242 075072 073224 071057

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{-\llcorner_{\mathrm{t}}\text{端}0.698320.684370.664140.653300.640720.622520.614000.60127}^{181920212223}\mathrm{T}\text{端}0.371490.358650.349060.337700.329190.319080.311480.30241x_{\mathfrak{l}}1617$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}-\mathrm{T}\text{端}0.293850.2874\frac{00.279660.273810.266780.261450.255032627282930}{20.565850.554310.549320.534060.52601}\mathrm{h}|\text{端}0.585900.5843x_{1}2425$
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