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$\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ を正則断面曲率 4 の Fubini-Study 計量をもつ複素射影空間とす
る。 $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ 内で、 各 leafが全測地的、 totally real $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n-1}$ であるような余次

元 1 の foliation をもつ Lagrangian submanifolds $M^{n}$ について考える。

その為に $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ 内の全測地的、 totally real $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n-1}$ 全体のなす空間を Mユ
とする。 このとき、 $\mathrm{A}4_{n}$ は等質空間 $U(n+1)/K_{n}$ ,

$K_{n}=\{e$
”

$(\begin{array}{ll}g_{1} 00 g_{2}\end{array})$ ; $g_{\mathrm{t}}$ $\in O(n),$ $g_{2}\in U(1),$ $\theta\in \mathbb{R}$

とみなすことができる。ユニタリー群 $U(n+1)$ に自然な両側不変計量を

入れる。 このとき、射影 $\hat{\pi}$ : $U(n+1)arrow \mathrm{A}4_{n}$ が $\mathrm{R}_{)}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}11$ submersion
となるように、 $\mathrm{A}t_{n}$ に Riemann 計量を導入する。

$\gamma$ : I\rightarrow M。を M、内の (正則) 曲線とし、 $g$ : $Iarrow U(n+1)$ を $\gamma$ の $\hat{\tau_{1}}$

に関する (一つの) horizontal lift とする。 このとき、写像 $\overline{\Phi}$ : $I\mathrm{x}S^{\prime\iota-1}.arrow$

$S^{2n+1}$ ( $\subset$ p$n11$ ) $\text{を}$

$\overline{\Phi}$ (t, $\mathrm{x}$) $=g(t)$ $(\begin{array}{l}\mathrm{x}0\end{array})$ , $(\mathrm{x}\in 5n-1\subset \mathbb{R}^{n}, 0\in \mathbb{R})$ (1)

で定義し, $\Phi$ : $I\cross S^{n-1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ を $\Phi=\pi\circ\dot{\Phi}$ (ここで $\pi$ : $S^{2n+1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{71}$

は Hopf fibration) とすると、. その像は $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ 内の全測地的 $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n-1}$ の] パ

ラメーター族からなり、 horizontal lift $\gamma$ の取り方にはよらない。

$\mathrm{f}=\{$ $|$ $4\in \mathrm{o}(n)\}$ % $\{$ $\sqrt{-1}(\begin{array}{ll}\alpha E_{n} 00 \beta\end{array})$ $|$ cy, $\beta\in \mathbb{R}\}$

( $E_{n}$ は $n$ 次単位行列) と置くと、 $\epsilon$ は $K_{n}$ の垣 $\mathrm{e}$ 環となる。

$\mathfrak{p}=\{$ $|$

$B\in \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}(n, \mathbb{R}),$ $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{c}\mathrm{e}B=0,$
$\mathrm{z}\in \mathbb{C}^{n}$
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(Sym(n, $\mathbb{R}$) は $n$ 次実対称行列全体) と置くと、 $\mathrm{u}(n+1)=\not\in+\mathfrak{p}$ は $U(n[perp] 1|)$

の Lie 環 $\mathrm{u}(n+1)$ の直和分解となる。与えられた $\mathcal{M}_{n}$ 内の曲線 $\gamma$ とその

lift $g$ : $Iarrow U(n+1)$ が、 射影 $\hat{\pi}$ について horizontal であるための必要
十分条件は、すべての $t\in I$ について $g(t)^{-1}g’(t)\in \mathfrak{p}$ となることである。

$\mathcal{M}_{n}$ の元に対して、その $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n-1}$ を含む複素射影超平面 $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n-1}\subset \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$

が一意的に定まる。 $\{\mathbb{C}\mathrm{P}^{n-1}\subset \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}\}$ を改めて $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ と同一 $\mathrm{t}\ovalbox{\tt\small REJECT}$し、 このよ

うにして定義される fibration を $\overline{\pi}$ : $\mathrm{A}\mathrm{t}_{n}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ とする。 $\Phi$ の微分を計
算することにより、 次が分かる。

命題 OJ $\mathcal{M}$n 内の曲線 $\gamma$ から構成される $\Phi$ : $I\mathrm{x}S^{\prime n-1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ が (正
貝 $1\mathrm{J}_{I}$改において) Lagrangian irrlmersion となるための条件は. 対応する $g$ :
$Iarrow U(n+1)$ が $\overline{\pi}$ に関して horizor比 al.

このとき.

$g(t)^{-[perp]}g’(t)=$ $(\begin{array}{ll}0 \mathrm{z}(t)-\mathrm{z}(t)^{*} 0\end{array})$ (2)

となる。

次に、上の $\Phi$ 火 $\cross S^{n-1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ が極小となるための条件を求める。 (必
要なら) $\gamma$ J\rightarrow M、のパラメータを取り換えて、 (2) の $\mathrm{z}(t_{J})\in \mathbb{C}^{n}$ のノル
ムが常に 1 であるとしてよい。 $\Phi$ の平均曲率ベクトルを計算することにょ
り、 $\Phi$ が極小になるための条件は、任意の単位実ベクトル $\mathrm{x}\in S^{7\iota-1}\subset \mathbb{R}^{n}$

に対して、 ${\rm Im}(\mathrm{z}(t)\mathrm{z}(t)^{*})\mathrm{x}=0$ と ${}^{t}\mathrm{x}{\rm Im}(\mathrm{z}’(t)\mathrm{z}(t)^{*})\mathrm{x}=0$ を満たすことで
ある。 このことから -. 次がわかる。

定理 0.2 複素射影空間 $\mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ 内の全測地的 $\mathbb{R}\mathrm{P}^{n-1}$ の 1 バラメータ族から
なる Lagrangian 部分多様体 $M^{n}$ が極小ならば、全測地的である。

そこで、. 極小性よりも弱い条件である 「Hamiltonian 極小 Lagrangian
部分多様体」 [3] について調べる。 $(P^{2n}, \langle, \rangle)$ を K\"ahler 多様体、 $M^{n}$

. を
その $\mathrm{L}^{\gamma}\mathrm{a}\mathrm{g}$ rangian 部分多様体とする。 $V$ を $M$ に沿ったベクトル場とする
とき、 $M$ 上の 1-form $\alpha$v を $\alpha v=\langle JV, \rangle$ |Tヤで定義する。 埋め込み
の smooth fa面 $1\mathrm{y}$

$\iota_{t}$ : $Marrow P$ は、 その変分ベクトル場 $V$ から作られる
1-form $\alpha$v が exact であるとき Hamiltonian deformationであるとい
う。 $M^{n}$ は、 その任意の Hamiltonian deformation に関して臨界点であ
るとき Hamiltonian minimal (略して $\mathrm{H}$-minimal) であるという。 Oh
[3] によって、 特に $M^{n}$ が compact であるとき、 $M^{n}$ が $\mathrm{H}$-minimal であ
るための必要十分条件は

$\delta\alpha_{H}=0$ (H は平均曲率ベクトル) (3)
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である (第一変分公式)。 この条件は $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}JH=0$ と同値であるので、以下

(局所的に) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}JH=0$ をみたす Lagrangian 部分多様体 $M^{n}$ について考
える。

$n$ 次実行列 $A$ から定義される 2 次形式を $Q(A)=^{t_{X}}$Ax と表す。 曲線
$\gamma$ : I\rightarrow M。とその holizontal lift $g$ : $Iarrow U(n+1)$ から (2) で定義され
る $\mathrm{z}(t)$ に関して、 $G$ ( $=G$(t, $x)$ ) $=Q$ (Re $\mathrm{z}(t)\mathrm{z}$ (t戸) とおく。 (1) で定義さ
れる $\Phi$ : $I\cross S^{n-1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ について、 $G=||\Phi_{*}$ $(\partial/\partial’t)$ || となり -.

$\Phi$ の止則
点では $G>0$ である。 次が成り立つ。

$2G^{3}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(JH)=2GQ({\rm Im}(\mathrm{z}’’(t)\mathrm{z}(t)^{*}))-Q({\rm Im}(\overline{\mathrm{z}(t)}^{t}\mathrm{z}(t)\mathrm{z}(t)\mathrm{z}(t)^{*}))$

$-6GQ({\rm Re}(\mathrm{z}’(t)\mathrm{z}(t)^{*}))Q({\rm Im}(\mathrm{z}’(t)\mathrm{z}(t)^{*}))$

ここで、 特に $\mathrm{A}4_{n}$ 内の曲線 $\gamma$ が $U(n+1)$ の 1-parameter 部分群の軌
道となっている場合 (この条件は $\mathrm{z}’(t)=0$ と同値) を考えると,‘ 次がゎ
かる。

定理 0.3 $U(n+1)$ の 1-parameter 部分群

$g(t)=\exp t(\begin{array}{ll}0 \mathrm{z}-\mathrm{z}^{*} 0\end{array})$ $(\mathrm{z}\in S^{2n-1}\subset \mathbb{C}^{n})$

による $\lambda 4_{n}$ 内の軌道 $\gamma(t)$ から構成される $\Phi$ : $I\cross S^{n-1}arrow \mathbb{C}\mathrm{P}^{n}$ が (正則
点において) $\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}JH=0$ をみたす Lagrangian immersion となるための
条件は、 $\mathrm{z}$ が次のいずれかの条件を満たすことである :

(i) ある $x\in S^{n-1}$ と $\theta\in \mathbb{R}$ が存在して $\mathrm{z}=e^{\sqrt{-1}\theta}\mathrm{x}$ . このとき、 $\Phi$ は
全測地的。

(ii) $\mathrm{h}\mathrm{z}=0$ .

この定理の (ii) において、 $n\geq 3$ の場合には $\Phi$ は特異点をもっが、 $n=2$
のときには、 $\Phi$ は正則で、その Lagrangian surfaoe $M^{2}$ は次の性質をも
$\vee D-$. (a)Gauss 曲率 $K=0$ (flat), (b) 平均曲率ベクトル $H$ が法接続に
ついて平行で、 0 ではない。 なお、 Ogata [2] にょって次の事実が知られ
ている -. $x$ を向き付けられた定曲率曲面 $NI^{2}(K)$ から $\mathbb{C}\mathrm{P}^{2}$ への isometric
immersion で、 その平均曲率ベクトル $H$ が法接続につぃて平行でー. 0 で
はないとする。 このとき、 $x$ は Lagrangian で $K=0$ である。 さらに -.

$x$ の像は $U$ (3) の Abelian subgroup の軌道になっている ( $\mathbb{C}\mathrm{P}^{2}$ 内の極小
Lagrangian 曲面について、 対応する結果は [1] で得られてぃる)。
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