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1 $\circ$
はじめに

有限温度の平衡統計力学では、 問題とする体系の自由エネルギー、 ゆら

ぎおよび応答関数を研究することから始まる。 これらを厳密に求める解析

的方法は、 クラマース、 ワニャおよひ久保らによって 1940 年代に発見さ
れた。 それは転送行列法 (TM) である。 この方法を用いて、 オンサーガ

ーは、 2 次イジング模型 (磁場無し) の厳密解を 1944 年に発表し、 その
後のこの分野に絶大な影響を与えた。イジング模型のような古典系、特に

2 次元古典形の研究には、 この $\mathrm{T}\mathrm{M}$は極めて有効に利用されてきた。

2 量子転送行列法とその生い立ち

熱平衡系の量子系を厳密に扱う場合に、大きく分けて 2 つの困難がある。
一つは、 問題とする系のハミルトニアンが対角化困難なこと、第二は、 た

とえ、 仮にその固有値 {Ej} が全て求まったとしても、その系の状態和
$\mathrm{Z}(\beta)=\mathrm{T}\mathrm{r}$ $\exp(-\beta \mathrm{H})=\Sigma \mathrm{j}\exp$ ( $-\beta$ Ej) がコンパクトに求まるとは限ら

ないことである。 これらの困難を解消する一つの–般的な方法は、 いわゆ
る Suzuki-Trotter 変換 ( $\mathrm{S}\mathrm{T}$変換) 1) を用いて、 $\mathrm{d}$ 次元量子系を $(\mathrm{d}+1)$

次元古典系に変換し (すなわち、短距離力の量子系は短距離の古典系にマ
ップされる) 、古典系で有効な手段をいろいろと利用することである。 こ

うして、 量子モンテカルロ法 2) や量子転送行列法 3. 4) が量子系の研究に有

効に用いられるようになった。
もとの量子系に等価な古典系に転送行列法を適用するには 2通りの方法

がある。 実空間を基礎にして、 トロッター方向に転送する実空間転送行列
法とトロッター方向を基礎にして、 実空間の方向に転送する虚空間転送行
列法とがある 4)。 著者は両方まとめて量子転送行列法と呼んだが、最近は

狭い意味で後者をそう呼ぶことが多い。
この狭い意での量子転送行列法 $(\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{M})$ の利点は、その最大固有値 (温

度の関数) $\lambda\max$ を一つ求めれば、 その量子系の自由エネルギー $\mathrm{F}$ が量子

数理解析研究所講究録 1350巻 2004年 63-65



94

数 $\mathrm{N}arrow\infty$ の極限で $\mathrm{F}=-\mathrm{N}k_{\mathrm{B}}\mathrm{T}1$Og $\lambda\max$ と求まること 5)、 および系の

相関関数 $\xi$ が $\lambda$ ma と次に大きな固有値 $\lambda 2$ との比によって、 $\xi-1=$

$\log$ $( \lambda\max/\lambda 2)$ のように与えられることである 6)。

これらの実際的な最近の応用に関しては、 文献 7–30 を参照していた
だきたい。

3. 熱量子ダイナミックス
上に説明した $\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{M}$を用いると、熱平衡系における物理量 $Q$ の熱平均

$<\mathrm{Q}>$ が、 熱力学的極限 $\mathrm{N}arrow\infty$ではく $\mathrm{Q}>=<\psi(\beta)|\mathrm{Q}|\psi(\beta)$ $>$

と書けることが示せる 7)。 ここに $\uparrow p$ $(\beta)$ $>$ は $\mathrm{Q}\mathrm{T}\mathrm{M}$の固有関数から求め

られる。 より詳しい定式化およびもう 1 つの定式化に関しては文献 7 およ
び 30 を参照していただきたい。
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