
38

複素球状領域の Bergman 核

佐賀大学 - 文化教育学部 藤田景子 (Keiko Fuj $\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{a}$)
Faculty of Culture and Education,

Saga University

はじめに

消極的な態度の私を再三にわたり研究集会に誘って下さり講演の機会を
与えて下さった代表者の群馬大学工学部の斎藤三郎先生に感謝致します。
以下は、私のここ 23年の研究内容と国際基督教大学の森本光生教授
との共同研究の概略を日本語で記載したものです。 関心を持たれた方は
レファレンスに記載の英文論文をご覧下さい。最も関係のある論文は [3]
と [4] です。 $N_{p}- \text{ノ}$ルムに関しては [8] を、 $N_{p^{-}}$ノルムを含むより一般のノ
ルムに関しては [1] をご覧下さ $4\backslash \text{。}[2],$ $[5],$ [7] では Np-球上の正則関数、
解析汎関数の特徴付けなどを中心に取り扱い、 [2] ではフーリエ. ボレル

変換、ベルグマン変換などにも触れました。
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1 導入

複素ユークリッド空間 $\mathrm{C}^{n+1}$ の有界領域 $X$ 上の正則関数からなる空間で
コンパクトー様収束の位相をいれた空間を $\mathcal{O}(X)$ で表す。

$H\mathcal{O}(X)=\{f\in \mathcal{O}$ (X); $\int_{X}|$f$(w)|^{2}dV_{X}(w)<\infty\}$

とおく。 ただし $dV_{X}$ (w) は $X$ 上の正規化したルベーグ測度である。
$\Delta$ で $\mathrm{C}^{n+1}$ 上の複素ラプラス作用素を表す

$\Delta_{z}\equiv\frac{\partial^{2}}{\partial z_{1}^{2}}+\frac{\partial^{2}}{\partial z_{2}^{2}}+\cdot\cdot \mathrm{l}+\frac{\partial^{2}}{\partial z_{n+1}^{2}}$ .

関数 $f$ が微分方程式 $\Delta_{z}f(z)=0$ を満たすとき、 $f$ を複素調和関数と
呼ぶ。
ハーディー空間 $H\mathcal{O}(X)$ の部分空間として

$H\mathcal{O}_{\Delta}(X)=\{f\in H\mathcal{O}(X);\Delta_{z}f(z)=0\}$

を考える。以下、 $H\mathcal{O}_{\Delta}(X)$ のベルグマン核を “調和” ベルグマン核と呼ぶ。

1 次元のユークリツド球 $D(r)=\{z\in \mathrm{C};|z|<r\}$ の場合、ハーデイー
空間 $H\mathcal{O}(D(r))$ に対するベルグマン核 $B_{r}^{1}(z, w)$ および、 $H\mathcal{O}_{\Delta}(D(r))$ に

対する調和ベルグマン核 $B_{r,\Delta}^{1}$ $(z, w)$ は次式で与えられる:

$B_{r}^{1}(z, w)= \frac{r^{4}}{(r^{2}-z\overline{w})^{2}}$ ,
$z\overline{w}$

(1)$B_{\mathrm{r},\Delta}^{1}(z, w)=1+2\overline{r}\overline{r}$

2 次元以上の場合には、ベルグマン核の存在が分か $’\supset$ていても、 それ

を (1) のような具体的な式で求めることは難しい。複素ユークリツド球
$\tilde{B}_{2}^{n+1}$ (r) やリー球 $\tilde{B}^{n+1}$ ( r) など特別な領域の場合には $H\mathcal{O}$ ( $\tilde{B}_{2}^{n+1}$ (r)) に
対するベルグマン核 $B_{2,r}^{n+1}(z,\overline{w})$ や $H\mathcal{O}(\tilde{B}^{n+1}(r))$ に対するベルグマン核
$B_{r}^{n+1}(z,\overline{w})$ は知られている。

$B_{2,r}^{n+1}(z, \overline{w})=\frac{r^{2n+4}}{(r^{2}-zrw)^{n+2}},$ $n=0,1,2,$ $\cdot\cdot$ . ,

$B_{r}^{n+1}(z, \overline{w})=\frac{r^{4n+4}}{(r^{4}-2r^{2}z1w+z^{2}w^{2})^{n+1}},$ $n=0,1,2,$ $\cdot$ ., (2)

ここで $z\cdot w=z_{1}w_{1}+z_{2}w_{2}+\mathrm{I}\cdot+z_{n+1}w_{n+1},$ $z^{2}=z$ , $z$ である。

$n\geq 2$ に対する (2) の証明は [6] にある。

(-F\sim 2)
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2 $N_{p^{-\Re}}$

2.1 リーノルム

複素ユークリンド空間 $\mathrm{C}^{n+1}$ 上の点 $z=$ $(z_{1}, z2, \cdot| , z_{n+1})\in \mathrm{C}^{n+1}$ に対し

て、 Lie ノルム $L(z)$ は

$L(z)=\sqrt{||z||^{2}+\sqrt{||z||^{4}-|z^{2}|^{2}}}$

て与えられる。 ここで、 $||z||^{2}=z\urcorner\overline{z}$ である。 $z\in \mathrm{C}$ ならば $L(z)=|z|$

であり、 $z\in \mathrm{C}^{2}$ ならば、

$L(z)= \max\{|z_{1}\pm iz_{2}|\}$ (3)

である。 従って、 リーノルム $L$ (z) は $\mathrm{C}^{2}$ の上限ノルム $||$ ||。と同値で
ある。 よって、 リーノルムを 2 次元の上限ノルムの別の高次元化と考え
ることもできる。

2.2 $\mathrm{l}j$ 一球

$\tilde{B}^{n+1}(r)=\{z\in \mathrm{C}^{n+1}$ ; $L(z)<r\}$

でリー球を定義する。 (3) より、

$\tilde{B}^{2}(r)=\{z=(z_{1}, z_{2})\in \mathrm{C}^{2};\max\{|z_{1}\pm iz_{2}|\}<r\}$

だから、 2 次元の場合、変数変換 $Z_{1}=z_{1}+iz_{2},$ $Z_{2}=z_{1}-iz_{2}$ によって、
リー球は多重円板と同値であることが分かる:

$\tilde{B}^{2}(r)\cong D_{2}(r)=$ { $Z=(Z_{1}$ , $Z_{2})\in \mathrm{C}^{2}$ ; $|Z_{1}|<r,$ $|$ Z$2|<r$} $.$

従って、 $H\mathcal{O}(\tilde{B}^{2}(r))$ に対するベルグマン核 $B_{f}^{2}$ ( z, $w$ ) は 1 次元の結果 (1)
から求めることができる。また、 $\Delta_{z}=4\frac{\partial^{2}}{\partial Z_{1}\partial Z}$

2
であることを考慮すれば、

$H\mathcal{O}_{\Delta}(D_{2}(r))=$ { $a+ \sum b_{1}Z_{1}^{k}+\sum c$k $Z_{2}^{k}$ } であることが分かり、$H\mathcal{O}_{\Delta}(D_{2}(r))$

のベルグマン核 $B_{r,\Delta}^{2}(Z, W)$ も簡単に求めることができる。ベルグマン核
$B_{r}^{2}(z, w)$ と調和ベノレグマン核 $B_{r,\Delta}^{2}(z, w)$ は

$B_{r}^{2}$ (z, $w$ ) $= \frac{r^{8}}{(r^{4}-2r^{2}z\cdot\overline{w}+z^{2}\overline{w}^{2})^{2}}$ ,

$B_{r,\Delta}^{2}(z, w)= \frac{r^{8}-z^{2}\overline{w}^{2}(4r^{4}-4r^{2}z\cdot\overline{w}+z^{2}\overline{w}^{2})}{(r^{4}-2r^{2}z\cdot\overline{w}+z^{2}\overline{w}^{2})^{2}}$ (4)

で与えられる。

$(\mathrm{F}\sim \mathit{3})$
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2.3 $N_{p^{-J}}$ ルム

$p\in \mathrm{R}$ に対して次の関数を考える:

$N_{p}(z)$ $=$ $( \frac{1}{2}(L(z)^{p}+(|z^{2}|/L(z))^{p}))^{1/p}$

$=$
$( \frac{(||z||^{2}+\sqrt{||z||^{4}-|z^{2}|^{2}}^{2}+(||z||^{2}-\sqrt{||z||^{4}-|z^{2}|^{2}}^{2}EE}{2})\frac{1}{\mathrm{p}}$

$p\geq 1$ の時、 この関数は $p$ に関して単調増加であり、 $N_{p}(z)$ は $\mathrm{C}^{n+1}$ 上

のノルムとなる。 ([1] または [8] を見よ)。 また、

$L(z)= \lim_{parrow\infty}N_{p}$0)

であるから、 $N_{\infty}(z)$ をリーノノレム $L$ (z) とみなす。
定義式より、 $p=1,2$ のときの $N_{p^{-}}$ノルムは次式のように簡単になる。

$N_{1}(z)=\sqrt{(||z||^{2}+|z^{2}|)/2}$ , $N_{2}(z)=||$z $||$ . (5)

また、
$\sqrt{(||z||^{2}+|z^{2}|)/2}=\sup\{|z\}w|;L(w)\leq 1\}=L^{*}(z)$

であり、 $N_{1^{-}}$ノルムは双対リーノルムである。 さらに、 $1/p+1/q=1$ を

みたす $p$ と $q$ に対して $N_{p}^{*}(z)=N_{q}$ ( z) であることも分か $\vee\supset$ている。 つま

り、 $2\leq a\leq b$ のとき、

$L^{*}(z)=N_{1}(z)\leq N_{b}^{*}(z)$ $\leq N_{a}^{*}(z)\leq||$ z $||\leq N_{a}(z)\leq N_{b}(z)\leq N_{\infty}(z)=L(z)$

が成り立つ。 2 次元の場合、 (3) より、

$N_{p}(z)=( \frac{|z_{1}+iz_{2}|^{p}+|z_{1}-iz_{2}|^{p}}{2})^{1/\mathrm{p}}$

となり、 $N_{p}-\text{ノ}$ルムは $L_{p}- \text{ノ}$ ルム $||$ $|$ |p と同値である。従って、我々が考

察する Np\tilde \nearrowルムは 2 次元の $L_{p}- \text{ノ}$ルムの別の高次元化であるというこ
とができる。

1 次元の場合は、全ての実数 $p$ に対して $N_{p}(z)=|z|$ となり、考察すべ

きことは何もない。従って、今後は $n\geq 1$ を仮定する。

$\mathrm{t}\mathrm{F}\cdot\sim 4)$
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2.4 $N_{p^{-}}J$ ル\Deltaとチェピシェフ多項式との関連

我々が考察する $N_{p}- \text{ノ}$ルムはチェビシエフ多項式を用いて表示すること
もできる。 $k$ 次のチェビシエフ多項式 $T_{k}$ (x) は次式で定義されている:

$T_{k}(x)= \frac{(x+i\sqrt{1-x^{2}})^{k}+(x-i\sqrt{1-x^{2}})^{k}}{2}$ .

次の様にチェビシェフ多項式を $\mathrm{C}^{n+1}\cross \mathrm{C}^{n+1}$ の同次多項式に拡張する。

$\tilde{T}_{k,n}(z, w)=(\sqrt{z^{2}})^{k}(\sqrt{w^{2}})^{k}T_{k}(\frac{z}{\sqrt{z^{2}}}\cdot\frac{w}{\sqrt{w^{2}}})$

$= \frac{(z\cdot w+i\sqrt{z^{2}w^{2}-(z|w)^{2}})^{k}+(z\cdot w-i\sqrt{z^{2}w^{2}-(zw)^{2}})^{k}}{2}$

次に、 自然数変数 $k$ を実数 $\alpha\in \mathrm{R}$ に拡張した関数

$\tilde{T}_{\alpha,n}(z, w)=\frac{(zw+\sqrt{(z\llcorner w)^{2}-z^{2}w^{2}})^{\alpha}+(z1w-\sqrt{(zw)^{2}-z^{2}w^{2}})^{\alpha}}{2}$

を考える。 このとき、 $\tilde{T}_{\alpha,n}(z,\overline{z})=\frac{1}{2}(L(z)^{2\alpha}+(|z^{2}|/L(z))^{2\alpha})$ だから、

$N_{p}(z)=$
$(\tilde{T}_{p/2,n}(z,\overline{z}))^{\frac{1}{\mathrm{p}}}$ , $z\in \mathrm{C}^{n+1}$

となり、 $N_{p}- \text{ノ}$ルムがチェビシエフ多項式を媒介に表示することができた。

2.5 V-球

さて、 $p\geq 1$ に対して、

$\tilde{B};+1(r)=\{z\in \mathrm{C}^{n+1}$ ; $\mathrm{V}_{p}(z)<r\}$

で $N_{p}$-球を定義する。 (5) より $\tilde{B}_{2}^{n+1}(r)$ はユークリツド球

$\tilde{B}_{2}^{n1}"(r)=\{z\in \mathrm{C}^{n+1};||z||<r\}$ ,

である。

$p\geq 1\cap\tilde{B}_{p}^{n+1}(r)=\{z\in \mathrm{C}^{n+1}$
; $L(z)<r\}$

だから、 $\tilde{B}_{\infty}^{n+1}$ (r) をリー球 $\tilde{B}^{n}$+1(r) とみなす。

$(\mathrm{F}-5^{-})$
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3 ベルグマン核

記号の準備を省くためここでは 2 次元の場合のみ記載する。 3 次元以上
の場合に関しては、 [2] を参照されたい。
以下では 2 次元の場合のみ考察するので、 $\tilde{T}_{k,1}$ (z, $w$ ) を $\tilde{T}_{k}$ (z, $w$ ) と書
くことにする。 特に 2 次元の揚合には、

$\Delta$/$\tilde{T}_{k}$ (z, $w$ ) $=\Delta_{w}$I$k(z, w)=0$

となり、 $\tilde{T}_{k}$ (z, $w$ ) は $z\in \mathrm{C}^{2}$ または $w\in \mathrm{C}^{2}$ に関して $k$ 次の同次調和多
項式である。 $N$(k, 1) で $\mathrm{C}^{2}$ の $k$ 次の同次調和多項式の次元を表す。

$N(0,1)=1$ , $N(k, 1)=2$ , $k=1,2,$ $\cdot\cdot$ ‘

である。

3.1 ハーディー空間 $H\mathcal{O}$ ( $\tilde{B}_{p}^{2}$ (r)) のベルグマン核

定理 3.1 ([3]) ハーディー空間 $H\mathcal{O}$ ( $\tilde{B}_{p}^{2}$ (r)) のベルグマン核 $B_{p,r}^{2}$ (z, $w$ ) は

次の二重級数和で与えられる。

$B_{p,r}^{2}(z, w)$ $=$ $\sum_{k=0}^{\infty}\sum_{l=0}^{[k/2]}\frac{N(k-2l,1)\Gamma(\frac{2}{p})^{2}\Gamma(_{p}^{\underline{2}}kA^{\underline{4}}+1)(z^{2})^{l}(\overline{w}^{2})^{l}\tilde{T}_{k-2l}(z_{)}\overline{w})}{\Gamma(\frac{4}{p}+1)\Gamma(^{\frac{2k-2l2}{p}})\Gamma(\frac{2l+2}{p})2^{\frac{2k}{p}}r^{2k}}$

$=$ $\sum_{k=0}^{\infty}\sum_{l=0}^{k}\frac{\Gamma(\frac{2}{p})^{2}\Gamma(_{p}^{\underline{2k}\pm\underline{4}}+1)}{\Gamma(\frac{4}{p}+1)\Gamma(_{\vec{p}}^{2k-2l2})\Gamma(\frac{2l+2}{p})2^{\frac{2k}{\mathrm{p}}}r^{2k}}(X_{1})^{k-l}(X_{2})^{l}$,

こニで

$X_{1}=z\cdot\overline{w}+i\sqrt{z^{2}\overline{w}^{2}-(z\cdot\overline{w})^{2}},X_{2}=z\cdot\overline{w}-i\sqrt{z^{2}\overline{w}^{2}-(z\cdot\overline{w})^{2}}$ (6)

とおいた。

3.2 ハーディー空間 $H\mathcal{O}_{\Delta}(\tilde{B}_{p}^{2}(r))$ の調和ベルグマン核

定理 3.2([4]) ハーディー空間 $H\mathcal{O}_{\Delta}(\tilde{B}_{p}^{2}(r))$ の調和ベルグマン核 $B_{p,r,\Delta}^{2}(z, w)$

は以下の無限級数和で与えられる。

$B_{p,r,\Delta}^{2}(z, w)$ $=$ $\sum_{k=0}^{\infty}\frac{N(k,1)\Gamma(\frac{2}{p})\Gamma(_{p}^{\underline{2}A}k\underline{4}+1)}{\Gamma(\frac{4}{p}+1)\Gamma(\frac{2k+2}{p})2^{\frac{2h}{p}}r^{2k}}\tilde{T}_{k}(z,\overline{w})$ ,

(F-i)
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$=$ $1+ \sum_{k=1}^{\infty}\frac{\Gamma(\frac{2}{p})\Gamma(\frac{2k+4}{p}+1)}{\Gamma(\frac{4}{p}+1)\Gamma(\frac{2k+2}{p})2^{\frac{2k}{p}}r^{2k}}((X_{1})^{k}+(X_{2})^{k})$

$=$ $F_{p}( \frac{X_{1}}{2^{2/p}r^{2}})+F_{p}(\frac{X_{2}}{2^{2/p}r^{2}})-1$ ,

ただし $X_{1}$ と $X_{2}$ は (6) で与えられ、 $F_{\mathrm{p}}(X)$ は次式で定義される関数で

ある。

$F_{p}(X)= \sum_{k=0}^{\infty}\frac{\Gamma(\frac{2}{p})\Gamma(_{p}^{\underline{2}}kA\underline{4}+1)}{\Gamma(\frac{4}{p}+1)\Gamma(\frac{2k+2}{p})}X^{k}$ . (7)

(7) 式において、 $p=\infty$ のとき、

$F_{\infty}(X)= \sum_{k=0}^{\infty}(k+1)$X$k= \frac{1}{(1-X)^{2}}$

と無限級数和が求まるように、 もし、 他の $p$ に対しても (7) が具体的な
簡単な関数で表すことができれば、調和ベルグマン核 $B_{p,r,\Delta}^{2}(z, w)$ も簡単

な形で表示できる。

3.3 調和ベルグマン核の例

例 1(リー球)

$B_{r,\Delta}^{2}(z, w)$ $=$ $F_{\infty}( \frac{X_{1}}{r^{2}})+F_{\infty}(\frac{X_{2}}{r^{2}})-1$

$=$ $\frac{1-4\frac{z^{2}}{r^{2}}\frac{\overline w}{r}\tau+4(\frac{z}{r}\frac{\overline w}{r})\frac{z^{2}}{r^{2}}\frac{\overline{w}^{\mathit{2}}}{r^{2}}-(2\frac{z^{2}}{r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{r^{2}})^{2}}{(1-2\frac{z}{f}\frac{\overline w}{r}+\frac{z^{2}}{r^{2}}\frac{w^{2}}{r^{2}})^{22}}$.

もちろん、 \S 2.2 の (4) と同じである。
ここで、分子が $\frac{z}{r}$ $\frac{w}{r}\in$ C と $\frac{z^{2}}{r^{2}}\frac{\overline w^{2}}{r^{2}}\in \mathrm{C}$ の 2 次の多項式であることも

注意しておく。

例 2(複素ユークリツド球)

$B_{2_{1}\mathrm{r},\Delta}^{2}(z, w)$ $=$ $F_{2}( \frac{X_{1}}{2r^{2}}$) $+F_{2}( \frac{X_{2}}{2r^{2}})-1$

$=$ $\frac{1}{(1-\overline{2}r^{2}[perp] X)^{3}}+\frac{1}{(1-\frac{X}{2}r^{2}\mathrm{A})^{3}}-1$

$=$ $\frac{Q_{2,r}(\frac{z}{\sqrt{2}r}\cdot\tau_{2r}^{\overline{w}_{-\frac{z^{2}}{2r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{2r^{2}})}}}{(1-2\cdot+F^{z_{-}}2r\tau_{2\overline{r}}^{\overline{w}}\sqrt{(2r)^{2}}^{Z^{2}}(\tau^{\overline{w}}2\frac{2}{r)^{2}})^{3}},$ ,

(憶\sim り)
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ただし、 $Q_{2,r}(_{\mathcal{T}^{z_{2r}}} \cdot\frac{\overline{w}}{\sqrt{2}r}, \frac{z^{2}}{2r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{2r^{2}})$ ?は以下の式で定義される $\frac{z}{\sqrt{2}r}$
. $\frac{\overline{w}}{\sqrt{2}r}\in \mathrm{C}$ と

$\frac{z^{2}}{2r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{2r^{2}}\in \mathrm{C}$ の 3 次の多項式である :

$Q_{2,r}(s, t)=1-9t+18ts-3t^{2}-12ts^{2}+6t^{2}s-t^{3}$ .

例 3(双対リー球)

$B_{1,r,\Delta}^{2}(z, w)$ $=$ $F_{1}( \frac{X_{1}}{2^{2}r^{2}})+F_{1}(\frac{X_{2}}{2^{2}r^{2}})-1$

$=$ $\frac{1+2^{\overline{2}_{f}2}\mathrm{x}_{[perp]}}{(1-\frac{X}{2^{2}}r^{\overline{2}}2)^{4}}+\frac{1+\hat{2^{2}r^{2}}X}{(1-\frac{X}{2^{2}}r^{\overline{2}}2)^{4}}-1$

$Q_{1,r}( \frac{z}{2r})\overline{\frac{w}{2r}},$
$\frac{z^{2}}{4r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{4r^{2}})$

( $1-2 \frac{z}{2r}$ $\overline{\frac{w}{2r}}+\frac{z^{2}}{(2r)^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{(2r)^{2}}$)
’

ただし、 $Q_{1,r}( \frac{z}{2r} \overline{\frac{w}{2r}}, \frac{z^{2}}{4r^{2}}\vec{\frac{w}{4r^{2}}})$ は以下の式で定義される $\frac{z}{2r}$
$\overline{\frac{w}{2r}}\in \mathrm{C}$ と

$\frac{z^{2}}{4r^{2}}\frac{\overline{w}^{2}}{4r^{2}}\in \mathrm{C}$ の 4 次の多項式である。

$Q_{1,r}(s, t)$ $=$ $1+$ 2s-24t $+60st$ $+4t2$

$+$18st2-80s2t-4t$3+$ 48st3-24s2t$2+$ 40s3t-t4-
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