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1 はじめに

非線形発展方程式の数値解を, 選点法により求める手法を提案する. Coifmanスヶ– リ
ング関数を基底関数とする選点近似は, 高精度な近似ができることが知られていた ([6]).
そこて, ますこの Coifman スケーリング関数を基底関数として発展方程式の数値解を求
める計算スキームを述べる.
ところで, Coifmanスケーリング関数は, 対称な関数でなく, また次数をあけて滑らかさ

を上けようとすると, サボートが非常に大きくなってしまう, という点に不満が残る. そ
こて我々は, 選点近似を可能にする一般的条件を調べ, それを元にカーディナルB-スプラ
インを用いて性質の良い基底関数の構成を行う. 更に, Coifman スヶ$rightarrow$ リング関数と同様
に, 選点近似公式を求め, それを発展方程式に適用し, 高精度な数値解が得られることを
検証する.

2 選点近似の条件

関数 $\varphi$ を $\mathbb{R}$上のコンパクト・サポートを持っ滑らかな関数とする. このとき, $\varphi$の Fourier
変換に関する次の条件 (a), (b) を $r$次の Strang-Fix 条件と呼ぶ{?}

(a) $\hat{\varphi}(0)=1$ .

(b) $\frac{d^{j}\hat{\varphi}(\xi)}{d\xi^{j}}|_{\xi=}2\pi n=0$, $\forall n\in \mathbb{Z}\mathrm{s}\{0\},$ $j=0,1,$ $\ldots,$
$r$ .

Strang-Fix条件に関する事実として, 次の定理が知られてぃる.

定理 2.1([3], [5]) 次の (i), (ii) は同値{?}

(i) 関数 $\varphi$ は, $r$次の Strang-Fix条件を満たす-

(ii) 適当な $j$ 次多項式 $p_{j}$ があって,

$Ep_{j}(k)\varphi(x-k)=x^{j}$ , $j=0,1,$ $\ldots,r$

$k=-\infty$

となる.
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ここで, 次の (2.1) を $r$ 次の moment条件と呼ぶ

$\frac{d^{j}\hat{\varphi}(\xi)}{d\xi^{j}}|_{\xi=0}=\delta$j,0, $j=0,1,$ $\ldots,$
$r$. (2.1)

注意 2.1. 定理 2.1(ii) は, $\varphi$ の平行移動和による多項式の再生といえよう.

選点近似を可能にする条件は, Strang-Fix条件と moment条件であることが, 次の命題か
ら分かる.

命題 2.1. 次の $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は同値

(i) 関数 $\varphi$ は, $r$ 次の Strang-Fix条件と moment条件を満たす

(ii) $\sum_{k=-\infty}^{\infty}(x-k)^{j}\varphi(x-k)=\delta_{j,0}$ , $j=0,1,$ $\ldots,$
$r$ .

(i\"u) $\sum_{k=-\infty}^{\infty}k^{j}\varphi(x-k)=x^{j}$ , $j=0,1,$ $\ldots,$
$r$ .

我々は, カーディナル $\mathrm{B}$-スプラインを用いて, 命題 2.1 を満たすように選点近似関数を構
成する.

3 選点近似の誤差評価

$m$次の Strang-Fix条件と moment条件を満たす関数 $\varphi$ による選点近似を考える. 関数
$f$ に対する選点近似関数 $S_{j}$ (f)(x) を Tian-Wells らに従って

$S_{j}(f)(x):= \sum_{k=-\infty}^{\infty}f(2^{-j}k)\varphi(2^{j}x-k)$, $j=1,2,$ $\ldots$ (3.1)

と定義すると, 次の近似評価を得る.

定理 3.1([7]) 関数 $\varphi$ が, 命題 2.1 の条件 $(r=m)$ を満たすとき, Sobolev空間 $W^{N,p}(\mathrm{R})$

$(N\leq m)$ に属する関数 $f$ に対して選点近似関数 $\Supset(f)$ を (3.1) て定義する. このとき,
$1\leq p\leq\infty$ に対して

$||$Sj(f)-f $||$ L$p\leq 2^{-jN}C_{\varphi,p,N}||f^{(N)}||_{L^{p}}$ , $j=1,2,$ $\ldots$

が成立する. ただし, $C_{\varphi,p,N}$ は, $\varphi,$ $p,$ $N$ だけに依存する定数てある. 更に, $n\leq N-1$ の

とき導関数についても

$||$ (S$j$ (f)-f) $(n)||_{L^{p}}\leq 2^{-j(N-tt)}C_{\varphi,p,N}||f^{(n)}||_{L^{\mathrm{p}}}$ $j=1,2,$ $\ldots$

が成立する.
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このような関数 $\varphi$ による選点近似は, $L^{2}$ 展開における内積の積分計算を不要にするため,
近似計算を簡単に行える. また, 非線形項, 特に, 巾 ( $Sj$ (f))i の扱いが容易という利点があ
る. 例えぱ, 定理 3.1 を $f^{2}$ に適用すれば, 次のように ($Sj$ (f))2 の近似を選点法で簡単に計
算できる.

定理 3.2([7]) 関数 $\varphi$が命題 2.1の条件 $(r=m)$ を満たし, 関数 $f$が $W^{N,p}(\mathbb{R})\cap W^{N,\infty}(\mathbb{R})$

$(N\leq m)$ に属するならば,

$||$ (Sj(f))2-Sj(f$2$ ) $||$ L$p\leq 2^{-jN}C_{\varphi,p,N}’||f||_{W^{N,2p}}^{2}$ $j=1,2,$ $\ldots$

が成立する. ただし, $C_{\varphi \mathrm{p}}’$,N は, $\varphi,$ $p$ , Nだけに依存する定数てある.

例 3.1. 上記の定理を満たす関数 $\varphi$ の例としては, $m$次 Coifmanスケーリング関数 $\varphi_{m}$

がある.
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図 3.1: 8次 Coiffianスケーリング関数 $\varphi_{8}$ .

4 選点スプラインの構成

例 3.1 の通り, 命題 2.1 の性質を持つ関数 $\varphi$ に, $m$次 Coifmanスケーリング関数がある.
しかし, この Coifman スケーリング関数は, 正規直交てコンパクト・サポートを持つが,
非対称てあり, 滑らかさを上ける (次数 $m$ を大きくする) と, サポートが相当広くなるこ
とが不満であった. これらの点を改善すべく, カーディナル B-スプラインを用いて選点近
似関数を構威する.

1 階カーディナノレ $\mathrm{B}$-スプライン $N_{1}$ を

$N_{1}(x):=\{$
1, $0\leq x<1$ ,
0, otherwise,

とし, $m$ 階カーディナル $\mathrm{B}$-スプライン $N_{m}$ を $m$ 回の合成積て

$N_{m}(x)$

と定義する. この $m$階カーディナル $\mathrm{B}$-スプラインを $m/2$だけ平行移動した関数 $N_{m}($ . $+$

$m/2)$ は, $m-1$ 次の Strang-Fix条件を満たすが, moment条件を満たさないため, 選点近
似をすることができなかった. 今回, 我々は, $N_{m}($ . $+m/2)$ をもとに選点近似を可能にす
る選点スプラインを構成する.
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$\varphi$ として $N_{m}($ . $+m/2)$ の平行移動に重み $\{w_{l}\}$ を付けた一次結合, $N_{m}$ を考える:

1N$m$ (x) $:= \sum_{l=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}w_{l}N_{m}(x+m/2-l)$ .

この $1N_{m}$ が, $m$次の moment条件を満たせぱよい. ここでは, 命題 2.1(iii) を満たすよう
に重み $\{w_{l}\}$ を決める. $n=0,1$ , . . . , $m-1$ に対して

$0^{n}= \sum_{k=-\infty}^{\infty}k_{1}^{n}N_{m}(-k)$

$= \sum_{k=-[m/2]}^{[m/2]}k^{n}\sum_{l=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}w_{l}N_{m}(m/2-k-l)$

$= \sum_{l=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}w_{l}\sum_{i=l-[m/2]}^{l+[m/2]}(i-l)^{n}N_{m}(m/2-i)$ . (4.1)

この連立一次方程式 (4.1) を解くことにより, 重み $\{w_{l}\}$ が求まる. 我々は, $1N_{m}$ を選点ス
プラインと呼ぶ.

Exaxnple 4.1. $m$ に対する重み $\{w\iota\}$ は, 以下通りである.
$\bullet$ $m=4$ のとき

$(w_{-1}, w_{0}, w_{1})=(- \frac{1}{6},$ $\frac{4}{3},$ $- \frac{1}{6}$)
$\bullet$ $m=6$ のとき

$(w_{-2}, w_{-1},w_{0},w_{1},w_{2})=( \frac{13}{240’}-\frac{7}{15},$ $\frac{73}{40},$ $- \frac{7}{15},$ $\frac{13}{240})$

$\bullet$ $m=8$ のとき

$(w_{-\acute{s}}, w_{-2}, w_{-1}, w_{0}, w_{1},w_{2},w_{3})=(- \frac{311}{15120},$ $\frac{22}{105},$ $- \frac{1657}{1680},$ $\frac{2452}{945},$ $- \frac{1657}{1680},$ $\frac{22}{105},$ $- \frac{311}{15120})$

5 発展方程式の数値計算

次の Burgers方程式の初期値問題を考える:

$\{$

$0+uu_{x}=\nu u_{xx},$ $x\in \mathbb{R},$ $t$ >0, $\nu>0$ ,
$u(x, 0)=u_{0}(x)$ , $u$ (x, $t$) $arrow 0$ (as $|x|arrow\infty$).

(5.1)
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図 4.1: 選点スプライン $1N_{8}$ .

解 $u$ のスプライン選点近似または wavelet(Coifman スケーリング関数) 選点近似をそれ
それ

$u_{S,J}(x):= \sum_{k=-\infty}^{\infty}s_{k}(t)_{1}N_{m}(2^{J}x-k)$ ,

$u_{C,J}(x):= \sum\infty c_{k}(t)\varphi_{m}(_{A}9^{J}x-k)$ ,
$k=-$ 科

として, 係数 $\{s_{k}(t)\},$ { $c_{k}($t)} を求める. これらの係数を求める方法として, Galer廊法を
用いる.

注意 5.1. $uu$, の項の近似は, $1/2(u^{2})_{x}$ として, 定理 3.2 より係数を二乗した近似

$\sum_{k=-\infty}^{\infty}(s_{k}(t))_{1}^{2}$I $m$ (2
$J$x-k), $\sum_{k=-\infty}^{\infty}(c_{k}(t))^{2}\varphi_{m}(2^{J}x-k)$

の $x$微分を用いる.

任意の $n\in \mathbb{Z}$ に対して Galerkin法による計算は, 以下の通りてある:

・スプライン選点法

$\int_{-\infty}^{\infty}\{(us,J)_{t}+\frac{1}{2}(u_{S,J}^{2})_{x}-\nu$ (uS,J)$xx$} $1N_{m}(2^{J}x-n)dx=0$ ,

�$\Leftrightarrow$

$\sum_{p=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}\sum_{q=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}w_{\mathrm{p}}w_{q}$

$\cross \mathrm{L}\sum_{=-\infty}^{\infty}\dot{s}_{k}(t)\alpha_{m,k-n,p-q}+2^{J-1}\sum_{k=-\infty}^{\infty}s_{k}^{2}(t)(\sqrt m,k-n,p-q-\sqrt m,k-n+1,p-q)$

$-2^{2J} \nu\sum_{k=-\infty}^{\infty}s_{k}(t)(\alpha_{m-1,k-n-1,p-q}-2\alpha_{m-1,k-n,p-q}+\alpha_{m-1,k-n+1,p-q})]=0$ ,
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$\bullet$ wavelet選点法

$\int_{-\infty}^{\infty}\{(uc,J)_{t}+\frac{1}{2}(u_{C,J}^{2})_{x}-\nu(uc,J)_{xx}\}\varphi_{m}$ (2$J$x-n)dx $=0$ ,

$\Leftrightarrow$

$\dot{\mathrm{q}}_{\iota}(t)+2^{J-1}\sum_{k=-\infty}^{\infty}c_{k}^{2}(t)\xi_{k-n}+2^{2J}\nu\sum_{k=-\infty}^{\infty}c_{k}(t)\eta_{k-n}=0$,

ただし,

$\alpha_{m,a,b}:=N_{m}(m/2+a+b)$ , $\beta_{m}$,a,b $:= \int_{-}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $N_{m-1}(y)N_{m}(y+a+b)dy$ ,

$\xi_{a}:=\int_{-\infty}^{\infty}\varphi_{m}’(y)\varphi_{m}(y+a)dy$ , $\eta_{a}:=\int_{-\infty}^{\infty}\varphi_{m}’(y)\varphi_{m}’(y+a)dy$ .

これらは時間 $t$ に関する常微分方程式系であり, 今回, 我々は 4次の Runge-Kutta 法を用
いて数値的に解いた.

6 数値実験

Burgers方程式 (5. 1) の数値実験結果を紹介する.

例 6.1. 初期条件は $u_{0}(x)=e_{:}^{-8(x-1)^{2}}$ 粘性係数を $\nu=2^{-5}$ とする. スプライン選点法
(SCM) には, 8 $(=m)$ 階選点スプライン $1N_{8}$ を用い, wavelet選点法 (WCM) には, $8(=m)$

次の Coifman スケーリング関数を用いた. その結果が図 6.1, 6.2 である. また, 比較のた
め 8次中心差分による差分法 (FDM) の結果が, 図 6.3 てある. 数値解のグラフはそれそ
れ $t=0$ から $t=4$まて 1刻みでプロットしている. 粘性係数が大きいため, どの方法ても
安定に解けていることがわかる. 実際, 誤差評価の図 6.5 を見ると, 3つの方法とも精度良
く数値解を得られている. ところが, 理論精度は, どの方法も同じてあるにも関わらす, 2
つの選点法 (SCM, WCM) の精度が差分に比べて良いことがわかる.

例 6.2. 図 6.6\sim 6.8 は, 例 6.1 の同様の初期条件と刻み幅てあるが, 粘性係数を $\nu=$

1/144 として数値実験を行ったものてある. Burgers 方程式については, 粘性係数 $\nu$ が

$\nuarrow 0$ のとき衝撃波が現れることが知られている. そのため, 粘性係数が小さくなると,
解は衝撃波に近い切り立ちを持つため, 安定に数値解を得られない部分も少しある. しか
し, 粘性係数が小さい場合でも, 2つの選点法の方が, 差分法に比べて精度良く数値解を求
められていることがわかる.

7 2変数の選点スプライン

ここでは, 1 変数の選点スプラインの構成法を拡張して, 2変数のテンソル積でない選点
スプラインを構成する.
関数 $\varphi$ を $\mathbb{R}^{2}$上のコンパクト・サポートを持つ滑らかな関数とするとき, 2変数の Strang-

Fix条件は, 次のようになる:
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(a) $\hat{\varphi}(0,0)=1$ .

(b) $D^{i,j}\hat{\varphi}(\xi, \eta)|_{\xi=2\pi k,\eta=2\pi l}=0,$ $\forall(k, l)\in \mathbb{Z}^{2}\backslash (0,0),$ $0\leq i+j\leq r,$ $(i,j\in \mathrm{N}\cup\{0\})$ ,
ただし, $D^{i,j}=(\partial/\partial\xi)^{i}(\partial/\partial\eta)^{j}$ てある.

また, moment条件は,

$D^{i,j}\hat{\varphi}(\xi, \eta)|_{\xi=\eta=0}=\delta_{i+j,0}$ , $0\leq i+j\leq r,$ $(i,j\in \mathrm{N}\cup\{0\})$ .
となる. 1 変数同様, 次の定理, 命題が成り立つ.

定理 7.1([3], [5]) 次の (i), (ii) は同値

(i) 関数 $\varphi$ は, $r$次の Strang-Fix条件を満たす.

(ii) 適当な多項式乃,$j$ があって

$\sum\infty p_{r}$ (k, $l$ ) $\varphi(x-k, y-l)=x^{i}y^{j}$ , $0\leq i+j\leq r,$ (i, $j\in \mathrm{N}\cup\{0\}$).
k,l=-C$\cross$コ

ただし, $p_{i,j}$ (x, $y$) は, $x^{i}y^{j}$ より小さい次数の項 $x^{s}y^{t}$ の一次結合からなる $x$ と $y$ の 2
変数多項式.

命題 7.1. 次の $(\mathrm{i})\sim(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は同値

(i) 関数 $\varphi$ は, $r$次の Strang-Fix条件と moment条件を満たす,

(ii) $\sum\infty$ $\sum(x-k)^{i}(y-l)^{j}\varphi(x-k, y-l)=\delta_{i+j,0}\infty,0\leq i+j\leq r,$
$(i,j\in \mathrm{N}\cup\{0\})$ .

$k=-\infty$ l=-C$\cross$コ

科科 科科

$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ $\sum$ $\sum$ $k^{i}l^{j}\varphi(x$ $-$ $k,$ $y-l$) $=$ $x^{i}y^{j}$ , $0$ $\leq$ $i+j$ $\leq$
$r_{)}$

$($i, $j$ $\in$ $\mathrm{N}\cup\{$0}).
$k=-$ 禾 $l=-\infty$

今, 2変数選点スプライン $2N_{m}$ を

2N$m$ (x, $y$ ) $:= \sum_{p=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}\sum_{q=-[(m-1)/2]}^{[(m-1)/2]}w_{\mathrm{p},q}N_{m}(x+m/2-p)N_{m}(y+m/2-q)$

と定義し, $m$次の Strang-Fix条件, moment条件を満たすように重み $\{w_{p,q}\}$ を決める. こ

こでは, 命題 7.1(iii) を用いる. $i,j=0,1$ , . . . , $m-1$ に対して

$\delta_{i+j,0}=$
$\sum\infty k^{i}l_{2}^{j}N_{m}(-k, -l)$

k,l=-C$\cross$フ

$= \sum_{k,l=-[m/2]}^{[m/2]}k^{i}l^{j}$ $\sum$ $w_{p,q}N_{m}(m/2-k-p)N_{m}(m/2-l-q)$
$|$p$|+|q\mathrm{l}\leq$ [(m-1)/2]

$=$ $\sum$ $w_{p,q} \sum_{\epsilon=p-[m/2]}^{p+[m/2]}\sum_{t=q-[m/2]}^{q+[m/2]}(s-p)^{i}(t-q)^{j}N_{m}(m/2-s)Nm(m/2-t)$ .
$|\mathrm{p}|+|q|\leq$ [(m-1)/2]

この連立一次方程式を解き, 重み $\{w_{p,q}\}$ を求める.
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注意 7.1. 選点スプラインの対称性とサポートの狭さを考慮すると,重み $\{w_{p,q}\}$ は一意
に定まる.

例 7.1. $m$ に対する重み $\{w_{p,q}\}$ は, 以下の通りてある.

$\bullet$ $m=4$ のとき
$w_{0,0}= \frac{5}{3}$ , $w_{1,0}=w_{-1,0}=w_{0,1}=w_{0,-1}=- \frac{1}{6}$ .

$\bullet$ $m=6$ のとき
$w_{0,0}= \frac{211}{90}$ , $w_{1,0}=w_{-1,0}=w_{0,1}=w_{0,-1}=- \frac{37}{90}$ ,

$w_{1,1}=w_{1,-1}=w_{-1,1}=w_{-1,-1}=- \frac{1}{36}$ , $w_{2,0}=w_{-2,0}=w_{0,2}=w_{0,-2}=- \frac{17}{360}$ .

注意 7.2. 1 変数で構成した選点スプラインのテンソル積によっても, 2変数の選点ス
プラインが構成てきる. しかし, 命題 7.1 によって導出した選点スプラインの方が, 同じ
$m$であってもサポートが狭い関数になっている (ほぼ半分). 実際, テンソル積による重み
$\{w_{p}w_{q}\}$ は, 次のようになる:

$\bullet$ $m=4$のとき
$w_{0}w_{0}= \frac{16}{9}$ , $w_{1}w_{0}=w_{-1}w_{0}=w_{0}w_{1}=w_{0}w_{-1}=-- \frac{2}{9}$,

$w_{1}w_{1}=w_{1}w_{-1}=w_{-1}w_{1}=w_{-1}w_{-1}= \frac{1}{36}$ .

8 まとめ

選点法による発展方程式の数値解を求めるスキームを構成した. Coifman スケーリン
グ関数には無い対称性を持つ滑らかな基底関数を, カーディナル B-スプラインから構成
し, 実際に B� gers方程式のシミュレーションにより, その精度を確認した. 理論精度が
同じという条件の元て, 選点法は, 差分法に比ぺ精度が高く , 選点法ても Co市 スケー

リング関数を用いたものと, 我々が構或した選点スプラインの比較では, 選点スプライン
の方が精度が良いことが得られた.
また, 2次元て選点スプラインを構戒する場合, テンソル積による基底関数よりもサポー
トが狭く良い基底関数を構成することがてきた.
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$\text{図}6.1$ : SCM(Ax $=2^{-4},$ $\Delta t=2^{-8}$)
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$\text{図}6.2$ : WCM(Ax $=2^{-4},$ $\Delta t=2^{-8}$ )
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A 6.3: $\mathrm{F}\mathrm{D}\mathrm{M}(\Delta x =2^{-4}, \Delta t=2^{-8})$
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図 6.4: 解析解
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図 6.5: 最大誤差
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$\text{図}6.6$ : SCM(\Delta x $=2^{-4}$ , $At=2^{-8}$)
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$\text{図}$ $6.7$: WCM(Ax $=2^{-4}$ , $\Delta t=2^{-8}$ )
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$\text{図}6.8$ : FDM(Ax $=2^{-4},$ $\Delta t=2^{-8}$ )
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図 6.9: 解析解
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図 6.10: 最大誤差


