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1 はじめに

最近, 奥園, 大田両氏によって, 空間伝搬する周期パターンを説明するモデル方程式
系が提唱された [5]. それは, 相分離現象の典型的なモデル方程式てある Cahn-Hiffiard方
程式, またはブロックコポリマーの相分離モデル方程式の摂動系とみなすことができる.
彼らは [5] において , 2次元領域における traveling lamellar pattern, traveling hexagonal
pattern の数値シミュレーション, それらの理論解析を行っている. 本小論では, 彼らの
モデル方程式を少し違った視点から取り上け, 最も基本的な問題について考察する.

1.1 モデル方程式

ここでは [5] にもとつき, モデル方程式の導出を簡単に述べる. ます化学物質 $A,B,C$ が

$Aarrow^{\gamma 1}B\gamma_{2}arrow C\gamma_{3}arrow A$

の順に, 周期的 (循環的) に変化する化学反応を考える. $\psi_{A},$ $\psi_{B},$ $\psi c$ をそれぞれ化学物
質 $A,B,C$ の濃度, $\gamma_{i}>0$ $(\mathrm{i}=1,2,3)$ を反応速度定数とすると, 濃度の時間変化は次の常
微分方程式で与えられる.

$\frac{\partial\psi_{A}}{\partial t}=-\gamma_{1}\psi_{A}+\gamma_{3}\psi_{C}$

$\frac{\partial\psi_{B}}{\partial t}=-\gamma_{1}\psi_{B}+\gamma_{3}\psi_{A}$

$\frac{\partial\psi_{C}}{\partial t}=-\gamma_{1}\psi_{C}+\gamma_{3}\psi_{B}$

ここで正規化条件
$\psi_{A}+$ teB $+\psi_{C}=1$

を仮定し, $\psi=\psi_{A}-\psi_{B},$ $\phi=\psi_{A}+\psi_{B}$ とおくと, $\psi$ と $\phi$ に関する方程式

$h_{1}$ $(\psi, \phi)$ $:=a_{11}\psi+a_{12}\phi$

$h_{2}(\psi, 6)$ $:=a_{21}\psi+a_{22}\phi$
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を得る. ただし

$(\begin{array}{ll}a_{\mathrm{l}1} a_{12}a_{21} a_{22}\end{array}).=(-(\gamma_{1}+-\mathrm{z}_{2}\mathrm{a}\mathrm{L}2)2$ $-(\gamma_{12}-\mathrm{L}2-(_{2}\lambda 2+\gamma \mathrm{a})+\gamma\epsilon))$

である. 彼らは一般的なモデル方程式として

(1.1) $\{$

$\frac{\partial\psi}{\partial t}=\nabla$ . $(M_{1} \nabla\frac{\delta F}{\delta\psi})+h_{1}(\psi, \phi)$

$\frac{\partial\phi}{\partial t}=\nabla$ . $(M_{2} \nabla\frac{\delta F}{\delta\phi})+h_{2}(\psi, \phi)$

$F= \int d\mathrm{r}[\frac{D_{1}}{2}|\nabla\psi|^{2}+\frac{D_{2}}{2}|\nabla\phi|^{2}+w(\psi, \phi)]$

を提案した. [5] では, $M_{1}=M_{2}=1,$ $D_{2}=0$ , さらにポテンシャルを $\phi$ には依存しない

$w( \psi, \phi)=-\frac{\tau}{2}\psi^{2}+\frac{1}{4}\psi^{4}$

と単純化したモデル方程式

$\{$

$\frac{\partial\psi}{\partial t}=\nabla^{2}$ [-d$\nabla^{2}\psi-\tau\psi+\psi^{3}$] $+h1$ $(\psi, \phi)$ ,

$\frac{\partial\phi}{\partial t}=h_{2}(\psi, \phi)$

について数値シミュレーションと理論解析を行っている. ここで $\tau$ は温度に関係するパラ

メータであり, [5] における解析では重要な分岐パラメータてある.

1.2 問題設定と主結果

ここては, 相分離現象を記述するひとつのモデル方程式として 8

(1.2)

$\frac{\partial u}{\partial t}=\Delta$ ( $-\epsilon^{2}\Delta$u-f$(u)$ ) $+a_{11}u+a_{12}w+\gamma_{3}$ ,
$x\in\Omega$ , $t>0$ ,

$\frac{\partial w}{\partial t}=a_{2}1u+a22w$ $+\gamma$3,

(1.3) $\frac{\partial u}{\partial n}=\frac{\partial(\Delta u)}{\partial n}=0$ , $\frac{\partial w}{\partial n}=0$ on $\partial\Omega$

を扱う. ここて $f(u)=u-u^{3}$ , $\epsilon$ は十分小さい正の数, $\Omega\subset \mathrm{R}^{N}(N\geq 1)$ てある. $\epsilon$ が十

分小さいことは, 相分離が十分に進んだ状態 (strong segregation limit) を考えることを

意味する.
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あとの解析のため, 新しい変数 $v$ (x, $t$) を導入し (1.2)-(1.3) を

(1.4) $\{$

$\frac{\partial u}{\partial t}=-\Delta v+a11u$ $+a12w$ $+\gamma$3,

$0=\epsilon^{2}\Delta$u-f$(u)-v$ , $x\in\Omega$ , $t>0$ ,

$\frac{\partial w}{\partial t}=a_{2}1u+a22w$
$+\gamma$3

(1.5) $\frac{\partial u}{\partial n}=0$ , $\frac{\partial v}{\partial n}=0$ , $\frac{\partial w}{\partial n}=0$ $x\in\partial\Omega$

と書き換えてお $\langle$

$\Gamma$ 本報告ては方程式 (1.4)-(1.5) について, 最も基本的な次の問題につぃ
てのみ考察する.

問題. 空間 1 次元の有界領域 (OJ) において: 空間非一様な定常解は存在するか. 存
在すればその安定性はどうなっているか.

高次元パターンの解の挙動を解析する際, 1 次元問題の考察は重要な役割を果たす, また
ここではふれないが, 空間 1 次元の問題に限っても, 解やその安定性のパラメータ a。等
への依存性など調べるべき問題は多くある.

1 次元定常問題は

(1.6) $\{$

$\epsilon^{2}$ ux$x+f(u)-v=0$,

$v_{xx}-a_{11}u-a_{12}w-\gamma_{3}=0,0<x<L$ ,

$a_{21}u+a_{22}w+\gamma_{3}=0$

u。$(0)=0=u_{x}$ (L), $v_{x}(0)=0=v_{x}$ (L), $w_{x}(0)=0=w_{x}$ (L).
て与えられる. (1.6) の第 3 式を $w$ について解き , 第 2 式に代入すると

(1.7)

’

$\epsilon$2u$xx+f(u)-v=0$,

$v_{xx}+\alpha u+\beta=0$ ,

ただし,

$\alpha=\frac{a_{12}a_{21}-a_{11}a_{22}}{a_{22}}>0,$ $\beta=(\frac{a_{12}}{a_{22}}-1)\gamma_{3}$

てある. (1.7) は activator-inhibitor系の定常問題と同じてあることに注意しょう. 接合漸
近展開法によって (1.7) の特異摂動解を構成するためには, 縮約問題

$(1.8)_{-}$ $\{$

$v_{xx}^{-}+\alpha h^{-}(v^{-})+\beta=0,0<x<x_{0}$ ,

$v_{l}^{-}(0)$ $=0,$ $v^{-}(x0)$ $=v^{*}$ ,
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$(1.8)_{+}$ $\{$

$v_{xx}^{+}+\alpha h+(v^{+})+\beta=0$ , $x_{0}<x<L$ ,

$v^{+}(x_{0})=v$”, $v_{x}^{+}(L)$ $=0$ ,

(1.9) $v$;(xo) $=v_{x}^{+}$ (xo).

の解の存在しなければならない. ここで $u=h^{\pm}(v)$ は $f(u)-v=0$ の零点集合の枝のう
ち $h^{-}(v)<h^{0}(v)<h^{+}(v)$ なるもの (図 1参照), $v^{*}(=0)$ は

$J(v)= \int_{h^{-}(v)}^{h^{+}(v)}(f(u)-v)du$

の零点である。

図 1: $f\Subset$) の関数形

縮約問題の解の存在は, $\alpha,$
$\beta,$ $L$に関する適当な条件のもとて保証される (後述の PropO-

sition 2.1 参照) $(1.8)_{\pm}-(1.9)$ の解 $v^{\pm}(x)$ に対し, $V^{*}(x)$ を次で定義する.

$V^{*}(x)=\{$

$v^{-}(x)$ $x\in(0, x_{0})$

$v^{+}(x)$ $x\in(x_{0}, L)$

定常解の存在について , 次の結果が得られる.

Theorem 1.1. (1.8)\pm -(1.9) の解 $V$“(x) の存在を仮定する. このとき, 次が成り立つよ
うな $\epsilon_{0}>0$ が存在する : $\epsilon\in$ $(0, \epsilon 0)$ に対して定常問題 (1.6) の解 ( $u^{\epsilon}(x),$ $v$ \epsilon (x), $w^{\epsilon}(x)$ ) が存
在し, 次の性質をもつ.

(i) $\lim_{\epsilon\prec 0}v^{\epsilon}(x)=V^{*}(x)uni$ formly on $[0, L]$

(ii) $0< \delta<\min${ $x_{0},$
$L$ -x0} なる $\delta$ に対し

$\lim_{\epsilon\prec 0}u^{\epsilon}(x)=\{$

$h^{-}(V^{*}(x))$ on $[0, x_{0}-\delta]$

$h^{+}(V^{*}(x))$ on $[x_{0}+\delta, L]$ .
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定常解 ( $u^{\epsilon}(x),$ $v$ \epsilon (x), $w^{\epsilon}(x)$ ) の安定性を調べるため, 次の線形化固有値問題を考える.

(1.10) $\{$

$\lambda^{\epsilon}p=-qxx+a11p$ $+$ a12r,

$0=\epsilon^{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}+f’(u^{\epsilon}(x))p-q$ ,

$\lambda^{\epsilon}r=a_{21}p+a_{22}r$ ,

(1.11) $p_{x}(0)=0=p_{x}$ (L), $q_{x}(0)$ $=0.=q_{x}$ (L), $r_{l}(0)=0=r_{x}$ (L).

この固有値問題の解析の結果, 次のことがわかる.

Theorem 1.2. $a_{12}<0,$ $(a_{22}-\tau^{*})^{2}+4a_{12}a_{21}\neq 0$ とする. このときある $\epsilon_{0}>0$が存在
し, すべての $\epsilon\in$ $(0, \epsilon 0)$ に対して固有値問題 (1.10)-(1.11) の固有値 $\lambda^{\epsilon}$ の実部は負. すな
わち, 定常解 ( $u^{\epsilon}(x),$ $v$ \epsilon (x), $w^{\epsilon}(x)$ ) は局所漸近安定てある. ニこで $\tau^{*}$ は, 固有値問題

$\{$

$oq_{ex}+(\tau^{\epsilon}-a_{11})p=0$,

$\epsilon^{2}p_{xx}+f’(u^{\epsilon}(x))p-q=0$ ,

px(0)=0=p。(L), $q_{x}(0)=0=q_{x}(L)$

の固有値 $\tau^{\epsilon}$ の極限値 $\lim_{\epsilonarrow 0}\tau^{\epsilon}=\tau^{*}$ である.

第 2節では定常解の構成, 第 3節で線形化固有値問題の解析を行う. 最後に第 4節で考
察を行う.

2 定常解の構成
縮約問題 (1.8)\pm -(1.9) の解の存在について; 次が成り立っ.

Proposition 2.1. $u^{*}=-\beta/\alpha$ とする.
(i) $\underline{u}<u^{*}<\overline{u}$のとき, ある $L_{0}>0$が存在し, $L\in(0, L0)$ なる $L$ に対して $(1.8)\pm^{-(1.9)}$ の

解が存在する.

$(\mathrm{i}\mathrm{i})-1<u^{*}\leq\underline{u}$ または $\varpi\leq u^{*}<1$ のとき, すべての $L>0$ に対して $(1.8)_{\pm}-(1.9)$ の解が
存在する.
ここで, $\underline{u},$

$\overline{u}(\underline{u}<\overline{u})$ は $f’(u)=0$ の 2つの零点である (図 1 参照)

Proof. 非線形項 $\alpha h^{\pm}(v)+\beta$の零点の有無によって (ii) または (i) の状況となる. 証明
は通常の相平面解析によるため, 詳細については省略する.

Proof of Theorem 1.1. 縮約問題の解の存在が保証されれば, [1], [2] と同様にして定
常解を構成することができる.
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3 線形化固有値問題
(1.10) の第 3 式を $r$ について解き, 第 1 式に代入すると

(3.1) $\{$

$q_{xx}+(\tau^{\epsilon}-a_{11})p=0$ ,

$\epsilon^{2}$p$xx+f/$ ( $u\epsilon$(x))p-q $=0$ ,

(3.2) $p_{x}(0)=0=p_{x}(L)$ , qx(0)=0=q。(L)

た $arrow.*$し

(3.3) $\tau^{\epsilon}=\lambda^{\epsilon}-\frac{a_{12}a_{21}}{\lambda^{\epsilon}-a_{22}}$

てある. (3.1)-(3.2) は, $\int_{I}p$ (x)$dx=0$ という制約がつかないことを除いて, ブロツクコポリ
マーの相分離モデルに関する固有値問題と同じ形をしていることに注意する. 式 (3.1)-(3.2)
を $\tau^{\mathrm{e}}$ を固有値とする固有値問題とみなして解くと, 次の結果が得られる.

Theorem 3.1. ある $\epsilon_{0}>0$が存在し, すべての $\epsilon\in$ $(0, \epsilon 0)$ に対して次が成り立つ :
(i)(3.1)-(3.2) の固有値 $\tau^{\epsilon}$ はすべて負の実数

(ii) 極限値 $\lim_{\epsilonarrow 0}\tau^{\epsilon}=\tau^{*}$ が存在し, $\tau^{*}<0$ .
$\tau^{\epsilon}$ の符号と $\epsilonarrow 0$ の挙動がわかれば, Theorem 1.2 の証明は容易てある.

Proof of Theorem 1.2. (3.3) を $\lambda^{\epsilon}$ について整理して

(3.4) $(\lambda^{\epsilon})^{2}-(\tau+a_{22})\lambda^{\epsilon}+\tau a_{22}-a_{12}a_{21}=0$ .

(3.4) を $\lambda^{\epsilon}$ の 2次方程式とみなすと, 判別式 $D$ は

$D=(a_{22}-\tau^{\epsilon})^{2}+4a_{12}a_{21}$

てある. $a_{ij}$ (i, $j=1,2$) と $\tau^{\epsilon}$ の符号に注意すると, 十分小さい $\epsilon>0$に対して

$D>0$ のとき $\lambda_{1}^{\epsilon}+\lambda_{2}^{\epsilon}=a_{22}+\tau^{\epsilon}<0$, $\lambda_{1}^{\epsilon}\lambda_{2}^{\epsilon}=a_{22}\tau^{\epsilon}-a_{12}a_{21}>0$

$D<0$ のとき $2{\rm Re}\lambda^{\epsilon}=a_{22}+\tau‘<0,$ $\lambda^{\epsilon}\overline{\lambda^{\epsilon}}=|\lambda|^{2}=a_{22}\tau^{\epsilon}-a_{12}a_{21}>0$

となることがわかる. ただし, $\lambda_{i}^{\mathrm{e}}$ $(i=1,2)$ は (3.4) の実数解, $\lambda^{\epsilon}$ は複素数解のひとつを
それぞれ表している. これより結論が得られる.

Remark 3.2. 周期的 (循環的) に変化する化学反応を考えている限り, $a_{\dot{\iota}j}(i,j=1,2)$

の符号は $a_{12}$ を除き確定している. 上の証明から, $\gamma_{k}$ $(k=1,2,3)$ のいすれかを分岐パラ
メータとして変化させたとき, $a_{12}>0$ となった場合には, 実固有値が正となって不安定
化が起こる可能性があることがわかる.
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Proof of Theorem 3.1. 固有値が実数であることは, ブロックコポリマーに関する固
有値問題が変分法的特徴付け可能であることがらわがる.
以下, $\tau^{\epsilon}$ の符号について考察する. (3.1) 第 1 式の両辺を 0から $L$ まで $x$ につぃて積分

すると

$( \tau^{\epsilon}-a_{11})\int_{0}^{L}p(x)dx=0$.
$\tau^{\epsilon}-a_{11}=0$ のときは, $\tau^{\epsilon}=a_{11}<0$ . 以下, $\tau^{\epsilon}-a_{11}>0$かつ $\int_{0}^{L}p$(x) $dx=0$ の場合につ
いて考える.
ます次の Sturm-Liouville型固有値問題を考える.

$\{$

$L^{\epsilon}\phi:=\epsilon^{2}\phi_{xx}+f’(u^{\epsilon}(x))\phi=\zeta\phi$ , $x\in I$ ,

$\phi_{x}(0)=0=\phi_{x}$ (L),

$L^{\epsilon}$ の固有値を $\{\zeta_{n}^{\epsilon}\}_{n\geq 0}$ , 固有関数を $\{\phi_{n}^{\epsilon}\}_{n\geq 0}$ と表す-
(3.1) の第 2 式を $p$ について解くと

(3.5) $p=(L^{\epsilon})^{-1}q= \frac{\langle q,\phi_{0}^{\epsilon}\rangle}{\zeta_{0}^{\epsilon}}\phi 0+$ $(L^{\epsilon})\uparrow(q)$ , $(L^{\epsilon})^{\mathrm{t}}:= \sum_{n\geq 1}\frac{\langle,\phi_{n}^{\epsilon}\rangle}{\zeta_{n}}‘\phi_{n}^{\epsilon}$ .

以下の補題はいすれも [2] と同様にして示すことができる.

Lemma 3.3.

(i) $\zeta_{0}^{\epsilon}>0>-\delta>\zeta_{1}^{\epsilon}>\zeta_{2}^{\epsilon}>\cdots$ , ($\delta>0$ は $\epsilon$ に無関係)

(ii) $\lim_{\epsilon\downarrow 0}\frac{\zeta_{0}^{\epsilon}}{\epsilon}=\hat{\zeta}_{0}^{*}>0.$

Lemma 3.4. $h\in L^{2}(I)\cap L^{\infty}(I)$ に対して

$\lim_{\epsilon\downarrow 0}(L^{\epsilon})^{\mathrm{t}}(h)=\frac{h}{f_{u}^{*}}$ , strongly in $L^{2}$ -sense.

ただし, $f_{u}^{*}:= \lim_{\epsilonarrow 0}f’(u^{\epsilon}(x))$ .
Lemma 3.5.

$\lim_{\epsilon\downarrow 0}\frac{1}{\sqrt{\epsilon}}\phi_{0}^{\mathrm{e}}=c^{\iota}\delta_{x_{0}}$ $H^{-1}(I)$ -sense $(c^{*}>0)$ .

(3.5) の両辺を 0 から $L$ まで $x$ につぃて積分して

$\langle$ q, $\phi 8/\sim\vee 7$) $\int_{0}^{L}\frac{1}{\zeta_{0}^{\epsilon}/\epsilon}\frac{\phi_{0}^{\epsilon}}{\sqrt{\epsilon}}dx+\int_{0}^{L}(L^{\epsilon})^{\mathrm{t}}(q)dx=0$

Lemma 3.3-Lemma3.5 より, 次の極限値が存在することがわかる.

$q^{*}:= \frac{1}{c}*\lim_{\epsilonarrow 0}\langle q,$ $\phi$a/4).
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(3.5) を (3.1) の第 1 式に代入して

(3.6) $q_{xx}+(\tau^{\epsilon}-a11)$ $[ \frac{\langle q,\phi_{0}^{\epsilon}/\sqrt{\epsilon}\rangle}{\zeta_{0}^{\epsilon}/\epsilon}.\phi_{0}^{\epsilon}/!+(L’)\uparrow(q)]=0$

を得る.
$\tau^{\epsilon}=o(1)(\epsilonarrow 0)$ のとき, (3.6) で $\epsilonarrow 0$ とした極限方程式は次と同値である.

(3.7)

qエエ一 $\frac{a_{11}}{f_{u}^{l}}q=0$ , $x\in(0,x_{0})\cup(x_{0}, L)$

$q_{x}(0)=0=q_{x}(L),$ $q(x_{0})=1$ ,

$(c^{*})^{2}a_{11}$

$o \lim_{e-*oe0+0}q_{l}(x)-\lim_{xarrow x0-0}q_{x}(x)=$
$\hat{\zeta}_{0}^{*}$

ここて $q(x)/q$” をあらためて $q$ (x) とし, $q(x_{0})=1$ となるよう正規化した. (3.7) は過剰決
定問題となり, 一般に解は存在しない.

$\tau^{\epsilon}=O(1)(\epsilonarrow 0)$ のとき, (3.6) の極限方程式は次と同値となる.

(3.8)

$q_{xx}+ \frac{\tau^{*}-a_{11}}{f_{u}^{*}}q=0$ , $x\in$ (O, $x_{0}$ ) $\cup(x_{0}, L)$

$q_{x}(0)=0=q_{x}(L),$ $q(x_{0})=1$ ,

$\lim_{xarrow x\mathrm{o}+0}q_{x}(x)-\lim_{xarrow x0-0}q_{x}(x)=-\frac{(c^{*})^{2}(\tau^{*}-a_{11})}{\zeta_{0}^{*}}$.

[2] の Lemma 2.4 と同様に, (3.8) に Neumann境界条件てはなく Dirichlet境界条件

$q(0)=0=q(L)$

を課した問題 $(3.8)_{D}$は, 解 $(q, \tau^{*})=(q^{D}, 0)$ をもつことがわかる. 以後, 添字 $D$は Dirichlet
境界条件の場合を表す, また [2] の Lemma 2.5 上り, $x=x_{0}$ における微分係数の差

[q。] $:= \lim_{xarrow x\mathrm{o}+0}oq_{e}(x)-\lim_{xarrow x\mathrm{o}-0}q_{x}(x)$

に対して
$[q_{x}^{D}]<[q_{x}]<0$ ,

すオわち

(3.9) $<- \frac{(c^{*})^{2}(\tau^{*}-a_{11})}{\zeta_{0}^{\mathrm{r}}}$

が成り立つことがわかる. さらに Lemma 3.5に現れた定数 $c^{*}$ と Sturm-Liouville型固有値
問題の固有値を $\epsilon$ で割ったものの極限 $\hat{\zeta}_{0}^{*}$ が, 境界条件によらす同じてあることに注意す
ると, (3.9) から $\tau^{*}<0$ を得る. 十分小さな $\epsilon>0$に対して $\tau^{\epsilon}<0$ となることも, [2] と同
様に示すことができる.
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4 考察
本小論では, 空間 1 次元の有界領域において, (1.4)-(1.5) の空間非一様な定常解の構成
とその安定性解析を行った. ここで行った解析は最も基本的問題のみで, 定常解やその安
定性のパラメータ依存性等は今後の研究課題である. この方程式系は, Cahn-Hilliard方
程式 (CH), ブロックコポリマーの相分離モデル方程式 (BC) の摂動系であり, 見方を変
えれば, 摂動された Cahn-Hilliard方程式系 (1.1) の縮約系一ポテンシャル $w($ \psi , $\phi)$ の簡略
化と $|\nabla u|$ の影響の無視 $(D_{2}=0)$ 一とみることもできる. いすれにせよ (CH) や (BC) て
はみられないパターン形成のダイナミクスが内在する可能性があり, 相分離現象を記述す
るひとつのモデル方程式系として興味深い. 例えば, $a_{ij}$ の符号に関する制約がなければ,
Remark 32 で述べたもののほかにも様々な分岐現象が起こる可能性がある.
本小論で行った 1 次元問題の解析から, 解の挙動や解析の手法につぃて (BC) との関係

が深いことが推測される. 実際, 次の問題に関しては (BC) $k$ 同様の解析が可能であると
予想される.

$=$ スケーリング則 ([3])
$|$ 矩形領域における平面波解, 球状領域における球対称解の存在と安定性解析 ([4])

[5] ではもともと, 空間を伝搬する周期パターンを説明するために (1.1) を導出してぃる.
そのことを考慮すれば, 周期境界条件のもと, strong segregation limit において同様のパ
ターンが存在しうるかを考察することにも意味がある。いすれも今後の研究課題てある.
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