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カオティック順序を基軸としてグランドフルタ不等式を見る

前橋工科大学 亀井栄三郎 (EIZABURO KAMEI)

1. フルタ不等式は作用素平均を用いると chaotic order で成り立つ事が分かる
$A,$ $B$ をヒルベルト空間上の正作用素とする。 このとき

(LH) $A\geq B\Rightarrow z|$ $A^{a}\geq B^{\alpha}$ $0\leq\alpha\leq 1$

というのが Lo..� er-Hinz の不等式てある。 フルタ不等式はこの拡張として与えられた。 次に、 ヒル

ベルト空間上の正作用素 $A,$ $B$ に対し作用素平均 ($\alpha$-power mean) は次のように定められる [18]。

4 $)_{\alpha}B=A^{3_{(A}-_{\pi BA^{-\not\in})^{\alpha}A^{f}}^{1}}1,$ $\alpha t\in[0,1]$

これを用いる事てフルタ不等式は見通しが良くなり、独自の領域を開拓していくことが出来る、

というのがここにおける主張てある。以下、 フルタ型の不等式は全て作用素平均を用いて表していく
事とする。古田の与えた原型の不等式 [$\eta$ は次のように表される [2],[12]。

Furuta lnequallty: If $A\geq B\geq 0$ , then for $r\geq 0,1\leq \mathrm{p}$

(F) $A^{-r}\#\mathrm{g}B^{p}\leq A$ and $B\leq B^{-r}\# 1\star_{r}rA^{p}$ .

そこで、作用素平均の手法を用いて別証明を与えてみると、 これら 2つに分断された不等式を一
行に繋くことが分かった [12](cf. [8])。

Satellite theorem of the Furuta hequallty: If $A\geq B\geq 0$ , hen for $r.\geq 0,1\leq p$

(SF) $A^{-r}\#_{\overline{\mathrm{r}}\mathrm{T}\acute{i}}1+B^{p}\leq B\leq A\leq B^{-r}\# 1\not\in_{r}A^{\mathrm{p}}$

これは更に次のように一般化てきる [13],[14]。

$(\mathrm{S}\mathrm{F}’)$ $A^{-r}dy$ $B^{\mathrm{p}}\leq B^{\alpha}\leq A^{\alpha}\leq B^{-r}\#\propto\#_{r}^{r}\mathit{1}^{p}$
$0\leq\alpha\leq 1$

次に $A,$ $B$ を可逆な正作用素とし、 $\log A$ \geq log $B$ のとき、 $A\gg B$ と表す。

これを chaotic order と呼ぶ。一般に $A\gg B\Rightarrow A\geq B$ であるが逆は威り立たない事は知られて

いる。 そこで $A\gg B$ の仮定の下て (SF) が成り立つのか、 ということについて調べてみた。
ます、chaotic order を使っていく上での出発点となる次の結果を述べておく。 これは $\mathrm{h}.\mathrm{m}_{\alphaarrow 0}\frac{A^{\alpha}-I}{a}=$

$\log A,\cdot \mathrm{M}_{\alphaarrow 0}\frac{B^{\alpha}-I}{\alpha}=\log B$ であることより、 $(\mathrm{S}\mathrm{F}’)$ における $\alpha=0$ の場合てあるとみなすことて、

次のように呼ぶこととする $[\theta]_{0}$

Chaotic Furuta lnequallty: If $A\gg B$ , then for $r\geq 0,$ $p\geq 0$

(CF) $A^{-r} \#\frac{r}{\mathrm{p}+r}B^{\mathrm{p}}\leq I\leq B^{-r}\mathfrak{p}_{\mathrm{p}}*A^{\mathrm{p}}$

この結果を用いることで (SF) は仮定を $A\gg B$ に緩めても次の形で成り立つことが解る [17]。

Satelllte theorem of chaotic Furuta inequallty: If $A\gg B$ , then for $r\geq 0,$ $p\geq 1$

(SCF) $A^{-r}\#_{\mathrm{p}\yen}1B^{\mathrm{p}}\leq B\ll A\leq B^{-r}\#_{i}A^{\mathrm{p}}$
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(SCF) は更に次のように一般化できる [16],[17] (cf. [6])。

Theorem A. If $A\gg B$ , then the fallowing (1) and (2) hold.

(1) $A^{-r}\#\epsilon_{r}^{\delta r}B^{\mathrm{p}}\leq B^{\delta}$ and $A^{\delta}\leq B^{-r}\#\delta\star_{r}rA^{\mathrm{p}}$ f$\mathrm{o}$r $r\geq 0$ and $0\leq\delta\leq p$

(2) $A^{-r}\#_{\mathrm{p}}\alpha+_{r}rB^{\mathrm{p}}\leq A^{\alpha}$ and $B^{a}\leq B^{-r}\#_{\mathrm{p}}\propto+_{r}^{P}A^{p}$ for $-r\leq\alpha\leq 0$ and $0\leq p$.

2. グランドフルタ不等式も chaotic order て見直せないか
(F) の一般化として古田は次の形を与えた [9]。 これは $t=0$ のとき (F) を与え、 $t=1$ のときは

[1] で与えられた不等式と一致する。

The grand Furuta inequaUty: If $A\geq B\geq 0$ , then for $1\leq p,$ $0\leq t\leq 1$ and $t\leq r,$ $1\leq s$

(GF) $A^{-r+t}\#-l\mathrm{r}_{\overline{\mathrm{P}}^{-t}}^{1}\mathrm{R}_{r}^{f}.(A^{t}\#*B^{\mathrm{p}})\leq A$ and $B\leq B^{-r+t}\#_{\mathrm{r}_{l}^{\underline{\underline{1-}}}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{r}^{r}}c.(B^{t}\mathfrak{h}_{s}A^{p})$.

ここて使われている : の記号は作用素平均と区別するためのものてある。
$A\mathfrak{g}_{r}B=A^{4}(A^{-;}BA^{-\}})^{r}A^{\}},$ $r\in \mathrm{R}r\not\in[0,1]$

これは作用素平均が $A,$ $B$ を繋く path の内分点であると解釈できるのに対して、外分点を表してい
るとみることも出来るため極めて有用てある。

グランドフルタ不等式も又作用素平均の見方を与えることで、次のように一行にまとめることが出
来る。 ここて本質的な役割を果たすのは次の結果てある [4],[5],[15]。

Theoren B. If $A\geq B>0$ , 請 en

$(A^{t}\#_{p}\mathrm{e}_{-}^{-l}B^{p})\#\leq B$

hoWs for $0\leq t\leq 1\leq p\leq\beta$ .
Satellite theorem of the grand Furuta inequality. If $A\geq B>0$ , thzen for $r\geq 0,0\leq$

$t\leq 1\leq \mathrm{p}\leq\beta$ ,

(SGF) $A^{-r}$ #A嫁 $(A^{t}\mathrm{t}_{\mathrm{p}}arrow B^{p})\leq(A^{t}\mathfrak{g}_{9_{\mathrm{r}-}^{-t}}B^{\mathrm{p}})^{p}1\leq B$

$\leq A\leq(B^{t}\mathfrak{g}_{9_{\mathrm{p}-}^{-\iota}}A^{p})^{\S}\leq B^{-r}\#$ 個� $(B^{t}\#\mapsto \mathrm{p}--tA^{p})$ .

古田の提起した (GF) 型不等式の類別

[10],[11] において古田は (GF) 型不等式の類別として次のような形を示し、それそれにおいて
chaotic order と usual order の相違を明らかにしようと試みている。

Type I(c) $A\gg B\Leftrightarrow$ for $t\geq 0,$ $-t$ $\leq r,$ $0\leq p,$ $\frac{t}{\mathrm{p}+t}\leq s\leq 1$

(F1) $I\geq A^{-r-t}$ #� B(叶 t)s-t $\geq A^{-r-t}$ #� ($A^{-t}\#$t
$B^{\mathrm{p}}$)



Type I(u) $A\geq B\Leftrightarrow$ for $t\geq 0,$ $-t$ $\leq 7^{\cdot}$, $1\leq p,$ $\frac{1}{p}+\pm tt\leq_{-}s\leq 1$

(F2) $A\geq A^{-\cdot\prime\cdot-t}\#_{\ulcorner \mathrm{p}T^{+_{\urcorner t}r}}‘*^{t}erB^{(p+t)s-t}\geq A^{-r-t}\#_{\Gamma^{1}}\pm_{7+r}\mathrm{p}+r^{r_{\delta}arrow t}(A^{-t}\#_{8}B^{p})$

Type $\mathrm{n}(\mathrm{c})A\gg B\Leftrightarrow$ for $t\geq 0,$ $-t$ $\leq r,$ $0\leq p,$ $1 \leq s\leq.2L+p+\frac{t}{t}$

(F3) $I\geq A^{-r-t}\#_{l\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}^{r}7^{\frac{e}{\epsilon+r}}}+(A^{-t}\mathfrak{h}_{\ell}B^{p})\geq A^{-r-t}\#_{\tau_{\mathrm{r}}\urcorner}r*_{\iota\Gamma}^{t}rB^{(\mathrm{p}+t)\epsilon-t}$

$p\mathrm{e}\mathrm{n}(\mathrm{u})A\geq B\Leftrightarrow$ for $t\geq 1,0\leq r,$ $1\leq p,$ $1\leq s\leq A_{\frac{+t+1}{\mathrm{p}+t}}2$

(F4) $A\geq A^{-r-t}\#_{\ulcorner},1\not\in_{t7}^{r_{l}}\neq_{\mathrm{r}}^{\mathrm{g}}(A^{-t}\#\iota B^{p})\geq A^{-r-t}\#$p $B^{(p+t)\epsilon-t}$

そこで、上て与えられている $p,$ $r,$ $s,$ $t$ についての条件を整理し、更に $\epsilon=\mathrm{E}+t\mathrm{p}\mp t$ と置き直すこと

で上で与えられている (F1), (F2), (F3), (F4) は次のように書き直すことが出来る。

$(\mathrm{F}’1)$ $r\geq 0,$ $t$ \geq 0, $0\leq\beta\leq p$ ; $I\geq A^{-r}$ #� $B^{\beta}\geq A^{-\mathrm{r}}\#_{\varpi_{r}^{r}}(A^{-t}\#_{\mathrm{p}}*^{t}B^{p})$

$(\mathrm{F}’2)$ $r\geq 0,$ $t$ \geq 0, $1\leq\beta\leq p$ ; $A\geq A^{-\mathrm{r}}\#_{\mathrm{f}}1r$

f
$B^{\beta}\geq A^{-r}\#_{p\mathrm{F}_{r}^{r}}1(A^{-t}$ #\mapsto 鏝 Bり

$(\mathrm{F}’3)$ $r\geq t\geq 0,0\leq p\leq\beta\leq 2p;I\geq A^{-r}$ #� $(A^{-t}\#_{p}*+| B^{\mathrm{p}})\geq A^{-r}$ #六 $B^{\beta}$

$(\mathrm{F}’4)$ $r\geq t\geq 1,1\leq p\leq\beta\leq 2p+1$ ; $A\geq A^{-r}\#*_{r}^{1t}(A^{-t}\mathrm{t}_{\mathrm{p}}*+ B^{p})\geq A^{-r}\# k_{t}^{1r}B^{\beta}$

こうすることで全て chaotic order の仮定の下にまとめることが出来る。 その準備として次の
lemma を用意しておく。

Lemma If $A\gg B$ and $0\leq p\leq\beta\leq 2p$, then

$B^{\beta}\leq A^{-t}$ 可 $B^{\mathrm{p}}\leq A^{-r}\#_{\mathrm{p}}\beta+_{f}rB^{\mathrm{p}}$

紡 us for $r\geq t\geq 0$.
Proof. By Theorem A (1), we have

$A^{-t}$噛 $B^{\mathrm{p}}=B^{\mathrm{p}}\#_{\mathrm{p}\mathrm{t}}\yen^{-}A^{-t}$

$=$ $B^{\mathrm{p}}(B^{-\mathrm{p}}\#_{\neg \mathrm{p}}\mathcal{B}-\not\in A^{t})B^{p}\leq B^{p}$ ( $B^{-\mathrm{p}} \#\frac{\partial}{\mathrm{p}}-\neq_{l}$ ($B^{-p} \#\frac{t}{r}+\neq_{p}A$r))Bp

$=$ $B^{\mathrm{p}}(B^{-\mathrm{p}}1_{r\mathrm{p}}*^{-}A^{r}))B^{\mathrm{p}}=B^{5}$( $I\#*_{\mathrm{p}}-$
Bち $A^{r}B^{\mathrm{f}}$ ) $B^{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$

$=$
$B^{\S}$ $(B\epsilon A^{r}\mathrm{f}B^{\mathrm{i}})^{\frac{\beta}{r}\neq_{\mathrm{p}}}B^{3}-=B\S(B\dashv_{A^{-r}B^{-\S})^{\mapsto \mathrm{p}}}B^{\S}$

$=$ $B^{p}$ #、p $A^{-r}=A^{-r}$ :\beta 陸 $B^{\mathrm{p}}$ .
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So the second inequality holds. The first one follows from

$B^{-p} \#_{\frac{\beta}{t}}-s_{\mathrm{p}}+A^{t}=B^{-p}\mathfrak{g}_{=\mathrm{z}_{\mathrm{p}}arrow\beta}|(B^{-p}\#_{t}+_{\mathrm{p}}A^{t})\geq B^{-\mathrm{p}}\#-\Delta\underline{+}\rho \mathrm{p}I=I\#\frac{3-\beta}{p}B^{-p}=B^{\beta-2p}$ .

Theorem 1. Let $A\gg B$ for $A,$ $B>0$ and $\delta\in \mathrm{R}$ , then the following statements hold:
(1) If $r\geq 0,$ $t\geq 0$ and $0\leq\delta\leq\beta\leq p$ , then

$B^{\delta}\geq A^{-r}\# sk^{r}$

r
$B^{\beta}\geq A^{-r}\# s+\varpi_{r}^{r}$ (A\dashv #\psi 硅 $B^{\mathrm{p}}$).

(2) If $r\geq t\geq|\delta|$ and $|\delta|\leq p\leq\beta\leq 2p+|\delta|$ , then

$A^{-t}\# s*^{t}B^{p}\geq A^{-r}$ #左咋 $(A^{-t}\mathfrak{h}_{*^{\epsilon}\mathrm{r}+}B^{p})\geq A^{-r}$ #飼 $rrB^{\beta}$ .
Proof. (1) It is proved by applying Theorem Atwice. As amatter of fact, it follows from

B\mbox{\boldmath $\delta$}\geq A\rightarrow #釦鋒 $B^{\beta}\mathrm{n}\mathrm{d}B^{\beta}\geq A^{-t}\#_{\mathrm{p}}\mathrm{g}^{tB^{p}}$.
(2) By lemma and Theorem A (2), we have

$A^{-r} \#\delta\bigwedge_{+r}\mathrm{r}B^{\beta}\leq A^{-r}$嚇 $(A^{-t}\#_{\mathrm{p}}*+tB^{\mathrm{p}})$

$\leq$ $A^{-f}$ #未一 ($A^{-r}$ :\mapsto 綾 $B^{p}$) $=A^{-r}\#\not\in_{r}^{\delta r}B^{\mathrm{p}}=B^{\mathrm{p}}$ #,峰 $A^{-r}$

$=$
$B^{p}\#_{9_{t}^{-\delta}}$ ($B^{\mathrm{p}}\#$

t睡
$A^{-r}$) $=B^{p}\mathrm{f}\#_{\mathrm{i}^{-}\mathrm{p}\frac{\delta}{t}}(A^{-r}\#-l+\mathrm{p}\iota^{r}B^{\mathrm{p}})\leq B^{\mathrm{p}}$ #\leftarrow 饅 $A^{-t}=A^{-t}$可 $B^{p}$ ,

where the last inequality is ensured by Theorem 2.

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}1\#\mathrm{h}_{\backslash }$ 古田の提起した Type I と Type $\mathrm{I}\mathrm{I}$ についてそれぞれ (c) と (u) を統一的に拡張
したものとなっている。

Corollary 1 Let $A,$ $B>0$ and $\alpha\in \mathbb{R}$ , then the fOllOwin9 hold:
(1) If $A^{\delta}\geq B^{\delta},$ $0\leq\delta\leq\beta\leq p$ and $r\geq 0,$ $t\geq 0$ , then

$A^{\delta}\geq B^{\delta}\geq A^{-\mathrm{r}}$ #飼 rr $B^{\beta}\geq A^{-r}\#_{p\ulcorner r}\delta+r(A^{-t}\#_{\mathrm{p}}*^{t}B^{\mathrm{p}})$ .
(2) If $A^{|\delta|}\geq B^{|\delta|},$ $|\delta|\leq p\leq\beta\leq 2p+|\delta|$ and $r\geq t\geq|\delta|$ , then

$A^{|\delta|}\geq B^{|\delta|}\geq A^{-1}$可 $B^{\mathrm{p}} \geq A^{-r}\#\delta\neq_{+}\frac{r}{\mathrm{r}}$ ( $A^{-t}$噛 $B^{p}$ ) $\geq A^{-r}\#_{l\mp^{\frac{r}{r}}}\delta+B^{\beta}$ .

Proof. (1) If $\delta=0$ , then Theorem (1) implies Type I-(c), that is,

$I\geq A^{-r}\#_{p^{f}\tau_{r}}B^{\beta}\geq A^{-r}$ #� ($A^{-t}$ #L址 $B^{p}$).

If $\delta>0,$ sinoe

$A^{-r}\#_{p^{\mathrm{r}}}\mp\overline{r}B^{\beta}=(A^{\delta})^{-\mathrm{p}}r\#\mathrm{a}\mathrm{e}_{+}^{+}(B^{\delta})^{\xi}\leq(B^{\delta})\not\in=B^{\beta}$
,

we have $A^{-r}\#_{F\mathrm{f}^{\frac{r}{r}}}\delta+B^{\beta}\geq A^{-r}\#_{p\ulcorner r}s+r(A^{-t}\#_{\mathrm{r}}\oplus^{\mathrm{r}}B^{p})$ . Similarly, we obtain

$A^{-r}\#\iota \mathrm{i}$
$B^{\beta}=(A^{\delta})^{-_{f}^{f}}$

#共 $(B^{\delta})\#\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}$ .

SO the case $\delta=1$ is Iype $\mathrm{I}(\mathrm{u})$ .
(2) In the case $\delta=0,$ $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}(2)$ contains Type $\mathrm{n}(\mathrm{c})$ , that is,

$I\geq A^{-t}\#_{\overline{\mathrm{p}}\mathrm{B}^{t}\mathrm{P}}B^{p}\geq A^{-r}$ #� $(A^{-t}\#_{\mathrm{p}+}*^{t}B^{p})\geq A^{-r}\#_{\varpi_{r}^{r}}B^{l}-$.
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Since $A\gg B$ holds for $\delta\neq 0,$ if $\dot{\delta}>$ 0(resp. $\delta<0$) $,$ Theorem A $(1)(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{p}. (2))$ implie $B^{\delta}\geq$

$A^{-t}\#\underline{\delta}\pm^{\underline{\iota}}B^{p}$ (resp. $A^{\delta}\geq A^{-t}\#\underline{\delta}\pm tB^{p}$). So Theorem 3 (2) leads the conclusion. Especially, the
$\mathrm{p}+t$ $.p+$

case $\delta$

.
$=1$ is Furuta’s Type II (u).

しかしながら、 (GF) 又は (SGF) においては $t\geq 0$ に対し $A^{-r}$ と ( $A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\beta-\ell}{\mathrm{p}-t}}$ Bりの平均てあるの
に対し、 これらは $A^{-r}$ と ($A^{-t}\mathfrak{g}_{*_{t}^{t}}$ Bりの平均となっており、 (GF) 又は (SFG) の場合とは異な
る。 [10], [11] において古田の揚けている不等式の中で (GF) の version と見なせるのは次であろう。

For $r\geq 0$ and $0\leq t\leq 1\leq p\leq\beta\leq 2\mathrm{p}-t$,

$(\mathrm{G}\mathrm{F}’)$

$A\geq B\Leftrightarrow A\geq A^{-r}\#\epsilon^{1r}$
r

$B^{\beta}\geq A^{-r}\#_{E\mp}1+_{\frac{r}{r}}(A^{t}\mathfrak{y}_{\mathrm{p}}] B^{p})$.
古田はこれを Type I(u) の例としているが、 $1\leq L_{\frac{t}{t}}^{-}p-\leq 2$ であることより、

$A^{t}\#$H $B^{p}=B^{\mathrm{p}}$ ( $B^{-p}\#_{\mathrm{p}-}\beta\prec-A$-t) $B^{p}\leq B^{p}(B^{-p}\#_{p-}\beta\prec-B^{-t})B^{p}\leq B^{\beta}$,

であるから、 (LH) より直ちに得られる事柄てある。そこで (GF) の場合と同様 $(\mathrm{G}\mathrm{F}’)$ の一般化を与

えておく。 ここでも (GF) における $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\mathrm{B}$ に相当する次の事柄が得られる。

Theorem 2. If $A\geq B>0$ , 法 en $fot\mathrm{O}\leq t\leq 1\leq p\leq\beta$ the following hol&.

$(A^{t} \#\frac{\beta}{\mathrm{p}}--\neg tB^{p})\#\leq B^{\mathrm{p}}$

Proof. First of all, suppose that $1 \leq\frac{\beta-t}{p-t}\leq 2$ . Then

$A^{t}\#_{\mathrm{p}}\mathrm{g}_{\frac{-t}{-t}}B^{\mathrm{p}}=B^{p}\#_{\mathrm{p}}\{A^{t}=B^{\mathrm{p}}(B^{-p}\#\epsilon-\Delta \mathrm{p}-tA^{-t})B^{\mathrm{p}}\leq B^{\mathrm{p}}(B^{-p}\#_{\frac{\beta-\mathrm{p}}{\mathrm{p}-1}}B^{-t})B^{\mathrm{p}}=B^{\beta}$

By (LH), we have $(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{-t}{t}},p-}B^{\mathrm{p}})^{g}\leq B^{p}$.
Sinoe $p\geq 1$ , we have $B_{1}=(A^{t}\#_{\mathrm{p}-}L_{\frac{\mathrm{t}}{t}}^{-}B^{p})^{p^{1}}\leq B\leq A$ . Next if we take $\beta$1with $1\leq \mathrm{g}_{-t}^{-t}\leq 2$ ,

then the preceding argument ensures that

$A^{t}\#\rho_{\hat{\mathrm{p}-t}}-tB^{p}=A^{t}\#_{\not\leq\frac{-t}{-\mathrm{t}}}\beta(A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\beta-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p})=A^{t}\mathfrak{g}_{\mp}\beta-t\tau B_{1}^{\beta}\leq B_{1}^{\beta_{1}}$,

that is, $A^{t}\mathfrak{h}_{\lrcorner}\rho_{p}-=\tau tB^{p}\leq(A^{t}\#_{\frac{\beta-}{p-}i}B^{p}\}^{\beta}\#$ . So

$(A^{t}\#_{\nu-}\beta-\hat{.}\cdot B^{\mathrm{p}})^{\mathrm{f}_{1}}\leq(A^{t}\#_{p}\mapsto_{-}^{-t}B^{p})\#\leq B^{\mathrm{p}}$

f)Uows from (LH). Repeating this method, we have the conclusion.

Theorem 2 を用いることで $(\mathrm{G}\mathrm{F}’)$ は次のように精密化され一般化てきる。

Theorem 3. If $A\geq B>0a$u $r\geq 0,0\leq t\leq 1\leq p\leq\beta$ , t続 n

$A^{-r}$ #\star 鋒 $(A^{t}\mathfrak{h}E\mathrm{p}^{\frac{-t}{-t}}B^{\mathrm{p}})\leq A^{-r}\#_{p}1+\div(A^{t}\#_{\mathrm{p}}arrow B^{\mathrm{p}})i$ $\leq A^{-r}$ #徊\div Bp $\leq B$ .

Proof. Put $C=(A^{t}\#_{p}L_{\frac{-t}{-t}}B^{p})^{p}1$ . Then we have $A\geq B\geq C$ and $C^{p}\leq B^{\mathrm{p}}$ by Theorem 2.
Therefore Theorem A (1) implies that

$A^{-r}\#\not\in_{r}^{r}C^{\beta}\leq C^{p}$ ,



and so

$A^{-r}\#_{F\mp i}1+r$ ($A^{t}\#$A
$B^{p}$ ) $=$ $A^{-r}\#_{p^{1}\mathrm{b}^{r}}C^{\beta}=A^{-r}\mathfrak{g}_{pr}1+r(A^{-r}\#\epsilon^{r}c^{\beta})$

$\leq$
$A^{-r}\# 1\epsilon C^{p}\leq A^{-r}\# 1\not\in_{r}B^{\mathrm{p}}\leq B$

by $C^{p}\leq B^{\mathrm{p}}$ and (SF).
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