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$\mathrm{B}\mathrm{P}$復号法に適した線形符号の設計

渋谷智治

Tomoharu Shibuya

文部科学省大学共同利用機関
メディア教育開発センター研究開発部

R&D Department, National Institute of Multimedia Education

1 まえがき

誤り訂正符号とは, 情報を送信する側において送信情報に冗長を付加することによっ
て通信路で生じた誤りを受信側において訂正することを可能にする符号化の技術である.
1990年代初頭に開発されたターボ符号 [2] や, その後再発見された low-density parity-check
(LDPC) 符号 $[6, 16]$ は誤り訂正符号の一クラスであり, 誤り訂正符号の性能限界 (シャノン

限界 [3] $)$ をほぼ達成する符号クラスであることから, 近年多くの研究者の注目を集めてい
る. これらの符号が高い性能を示す鍵は, ビリーフ.‘ プロパゲーション (BP) [18] の応用と

今日ては理解されている復号法 ( $\mathrm{B}\mathrm{P}$復号法) と, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ の近似精度が向上するような符号構戒
とにある.
より信頼性の高い通信を実現するためには, 実際に送信したビットと受信側で推定した

ビットとが異なる確率 (誤り率) を最小にするような復号戦略をとることが望ましい. この

ためには, 受信系列を条件とする送信符号語の条件付確率 (事後確率) を各送信ビットごと
に周辺化する手続きが必要となるが, この手続きは一般に符号長の指数関数に比例する計
算の手間を必要とする. このため実際の情報通信でこのような復号法が採用されることは
殆ど無く, 上述した周辺化計算をより少ない手間で精度良く近似するための代替アルゴリ
ズムがこれまてに数多く提案されてきた. その一つである $\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法は, 送信ビット間の
依存関係に注意しながら局所的な計算を積み重ねることによって, 全体の周辺化の近似計
算を効率よく行うアルゴリズムであり, 符号長に比例する計算の手間で周辺分布をきわめ
て精度良く近似することが可能である.
しかしながら, 符号語の各ビット間の依存関係を図式化したTanner グラフ [22] と呼ばれ

る二部グラフに長さの短いループ, 特に長さ 4 のループが存在する場合, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法の近似

精度が劣化することが知られている $[16, 18]$ . Tanner グラフは符号の検査行列 [14] と一意

に対応することから, 長さの短いループを含まない Tanner グラフを設計することにより,
$\mathrm{B}\mathrm{P}$復号に適した誤り訂正符号を設計することが可能である. 小文では, これまでに提案さ

れてきた, 長さ 4 のループを含まない Tanner グラフの代表的な設計法を紹介する.
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また, 巡回符号や代数幾何符号 [14] 等の従来の代数的な誤り訂正符号の検査行列は様々
な代数的な構造を有することから, それらの符号の最小距離の評価は比較的容易であった.
一方, グラフに基づいて設計された誤り訂正符号の検査行列には, 最小距離の評価に従来
用いられてきたような代数構造に乏しく, 最小距離の評価が非常に困難であった. これに
対し, Tanner[23] は, Tanner グラフと密接に関連するグラフの隣接行列の固有値をグラフ
理論的手法を用いて定式化することによって, グラフに基づいて設計された符号の最小距
離の下界の導出に成功している. 小文では, この最小距離の下界を紹介する.

2 誤り訂正符号

本章では, 無記憶通信路上で生じた誤りを線形符号を用いて訂正する原理について説明
する. なお, 情報通信における誤り訂正の一般的なモデル化については, 情報理論や符号理
論の教科書 [3, 14, 19] を参照のこと.

2.1 線形符号

$n$ を自然数とし, F2 $=$ {0,1} を二っの要素からなる体とする. $\mathrm{F}_{2}^{n}$ の j-線形部分空間
$C\subset \mathrm{F}_{2}^{n}$ を符号長 $n$ の 2 元線形符号または単に符号とよぶ.

F2-線形空間としての $C$ の次元を $k$ とお $\text{く_{}\iota}C$ の基底 $g_{1},g_{2},$ $\ldots,$ $g_{k}$ を行とする $k\cross n$

行列

$G:=\{\begin{array}{l}g_{1}g_{2}\vdots g_{k}\end{array}\}$

を考えると, $C=\{iG|i\in \mathrm{F}_{2}^{k}\}$ が成り立っ. このことから, $G$ を符号 $C$ の生成行列とい
う, 送信情報 $i\in \mathrm{F}_{2}^{k}$ に生成行列 $G$ を掛け合わせることを符号化といい, 得られた $C$ の要
素 $iG$ を情報 $i$ に対する符号語という.

C�を $C$ に直交する $\mathrm{F}_{2}^{n}$ の元の集合

$C^{[perp]}:=$ { $v\in$ 珂 $|v\cdot oe=0$ for all $x\in C$}

とする. 但し, $v\cdot x$ は $v$ と $x$ の内積を表す $C^{[perp]}$ を生成する $h_{1},$ $h_{2},$
$\ldots$ , $h_{m}\in$ 珂に対し

て, それらを行とする $m\mathrm{x}n$ 行列

$H:=\{\begin{array}{l}h_{1}h_{2}\vdots h_{m}\end{array}\}$

を考えると, $x\in \mathrm{F}_{2}^{n}$ が符号語であるための必要十分条件は $Hx^{T}=0$ が成り立っこと,
即も,

$h_{i}\cdot oe=0$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$m$ (1)
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が威り立つことである. このことから, $H$ を符号 $C$ の検査行列という, また, $k,$ $m$ を符号
$C$ の情報点数, 検査点数という. 一般に $m\geq n-k$ が成り立つ.

2.2 誤り訂正の原理

以下では $C$ を符号とし, 送信符号語およひ受信語をそれぞれ $x=\{x1,$ $x_{2},$ $\ldots,$
$x_{n})\in C$ ,

$y=$ $(y_{1}, y2, . . . , y_{n})\in \mathcal{Y}^{n}$ で表す- 但し $\mathcal{Y}$ は通信路の出力アルファベットを表す また,
$m\cross n$ 行列 $H=(h_{ij})$ を $C$ の検査行列とし, $H$ に対して

$A_{i}:=\{j|h_{ij}=1\}$ , $i=1,2,$ $\ldots$ , $m$

と定める.
送信符号語は $C$ から一様に選ばれるものとする. $x\in \mathrm{F}_{2}^{n}$ が $C$ の符号語であるための

必要十分条件 (式 (1)) が, $A_{i}$ を用いて $\sum_{j\in A_{i}}x_{j}=0(i=1,2, . . . , m)$ と表せることに注意

すると, $x\in \mathrm{F}_{2}^{n}$ の事前分布 $p(oe)$ は

$p(oe)= \frac{1}{|C|}\prod_{\dot{\iota}=1}^{m}\delta(\sum_{j\in A_{*}}.x$ j, $0)$

と表せる. 但し

$\delta(a, b):=\{$
1, if $a=b$,
0, if $a\neq b$

てある.

一方, 通信路において誤りが生じる過程は, 条件付確率 $p(y|x)$ で表される. ここで,
$p(y|oe)= \prod_{j=1}^{n}p(y_{j}|x_{i})$ が成り立つとき, 通信路は無記憶であるという. 以下では無記憶通
信路上で通信が行われるものとする.
以上の仮定の下では, 受信語 $y\in \mathcal{Y}^{n}$ を得たときの, 送信符号語 $x\in C$ の事後分布

$p(\mathrm{a}\mathrm{e}|y)$ は, ベイズの公式より

$p(x|y)= \frac{p(oe)p(y1oe)}{a\sum_{e}p(x)p(y|x)}=\kappa\prod_{i=1}^{m}\delta(\sum_{j\in A_{*}}.x_{j},$ $0) \prod_{j=1}^{n}p(y_{j}|x_{j})$ (2)

と表される. 但し $\kappa$ は正規化定数であり, L。$\mathrm{F}_{2}^{\mathrm{n}}$

$p(oe|y)=1$ を満たすように定められる.

ここで, 受信側で推定した符号語 $\hat{x}\in C$ が送信符号語 $x$ と異なる確率を最小にするた
めに {は, $o\hat{e}=$ ( $\hat{x}_{1}$ , $\hat{x}_{2},$

$\ldots,$
$x$^n) を

$\hat{x}=$ ば
$\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{g}\max_{\in C}$

$p(oe|y)$

で定めればよい [19]. この復号は最大事後確率 (maximum aposteriori probabffity, MAP)
復号とよばれる 1. 一方, 推定した各ビット $\hat{x}_{j}\in \mathrm{F}_{2}$ が送信ビット $x_{j}$ と異なる確率を最小
にするためには, $\hat{x}_{j}$ を

$\hat{x}_{j}=$
$\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{g}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}p(x_{j}|y)x_{j}\in \mathrm{F}_{2}$

1 ここては $x$ の事前分布を一様と仮定しているのて, 最尤 (maximum likelihood, $\mathrm{M}\mathrm{L}$) 復号に一致する.
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で定めればよ $\mathrm{A}\mathrm{a}$ [19]. ここで, $p$ (xj|y) は, $p$ (x|y) の $x_{j}$ {こ関する周辺分布

$p(x_{j}|y):= \sum_{x_{1}}$
. . .

$\sum_{x_{j-1}}\sum_{x_{\mathrm{j}+1}}$

. . .
$\sum_{x_{n}}p(x|y)$

を表す この復号は周辺事後確率 (maximizer of posterior marginals, MPM) 復号等とよは
れることがある [11].

MAP 復号では, $p(x|y)$ を最大にする符号語を $C$ の全符号語 ( $2^{k}$ 個) から探索する必要
がある. したがって, $k$ が大きな場合には現実的な時間で MAP復号を行うことは困難て
ある. 一方 MPM復号では, $p(x|y)$ の周辺化に $2^{n-1}$ 個の $x\in \mathrm{F}_{2}^{n}$ に対する $p\Leftarrow|y$) の和を
計算する必要があり, こちらも $n$ が大きい場合に現実的な時間で復号を行うことは困難で
ある.

このように, 誤り訂正における復号問題は計算量的に非常に困難な問題であるといえる.
これに対し, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ [18] や sum-product アルゴリズム $[5, 13]$ に基づく反復復号法 $[6, 25]$ (以後,

$\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法と呼ぶ) は, 上り少ない計算量で精度良く MPM復号を近似する復号法である.

3 反復復号に適した二元線形符号

3.1 二元線形符号の Tanner グラフによる表現

互いに交わりの無いノードの集合 $V_{c}:=\{c_{i}\}_{i=1}^{m},$ $V$v $:=\{v_{j}\}_{j=1}^{n}$ に対し, $\text{ノ}$ $-\text{ト^{}\backslash ^{\backslash }}$の集合
$V$ が $V:=V_{c}\cup V_{v}$ で与えられ, 枝の集合 $E$ が $E\subset V_{c}\cross V_{v}$ を満たすような二部グラフ
$\Gamma=$ $(V, E)$ を考える. $V_{c},$ $V$v のノードの次数がそれそれ $\delta_{c},$ $\delta_{v}$ で一定であるとき, $\Gamma$ を特
に ( $\delta_{v}$ , \mbox{\boldmath $\delta$}c)-正則二部グラフと呼ぶ.

$\Gamma$ に対して, F2 上の $m\mathrm{x}n$ 行列 $H_{\Gamma}$ :=(h。) を,

$h_{ij}:=\{$
1if $(c_{i}, v_{j})\in E$ ,
0if $(c_{i}, v_{j})\not\in E$

で定めると, $H_{1^{\urcorner}}$ を検査行列とする, 符号長 $n$ , 検査点数 $m$ の二元線形符号

$C_{\Gamma}:=$ { $v\in$ a $|H_{\Gamma}v^{T}=0$}

が定義できる. $\Gamma$ を符号 $C_{\Gamma}$ の Tannerグラフ [22] と呼ぶ. また, 果, $v_{j}$ はそれぞれ検査ノー
ド, 変数ノードと呼ばれる. 例として, 図 1 に (7, 4, 3) Hamming符号の検査行列 (図中 $H$)
を与える Tanner グラフを示す

$\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法の詳細についての説明は省略するが, Tmner グラフにループが存在しないと
き, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法は MPM復号法に一致することが知られている $[16, 18]$ . $\mathrm{L}$ かしながら, ルー
プを含まない Tanner グラフによって定義される符号は, 最小距離や符号化率等の符号自身
の持つ誤り訂正能力が著しく劣る [4]. 一方, Tanner グラフがループを含むとき, 符号白身
の誤り訂正能力は改善されるが, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法は MPM復号法の近似となり, 復号性能の劣化
を招くことが知られている [16]. さらに 長さの短いループ特に長さ 4のループが Tmner
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$H=(\begin{array}{l}100110101010110010111\end{array})$

図 1: (7, 4, 3) Hamming符号の検査行列を与える Tanner $\text{グ}$ラフ.

グラフに多数含まれる場合には, その近似精度が著しく劣化する. そこで, 長さ 4 のループ

を含まない Tanner グラフを構成する様々な手法が提案されている. 以下ては, これまてに

提案された代表的な手法を紹介する.

3.2 組み合わせデザインに基つ $\langle$ Tanner グラフ

定義 1 $[1, 8]$ $P$ を $v$ 個の点の集合とする. $\mathcal{P}$ の $k$ 個の異なる点の集合 $B$ (ブロツクと呼

ぶ) の族 $B$ について, $P$ の $t$ 個の点からなる任意の集合が $B$ の $\lambda$ 個のブロツクに含まれ

るとき, $P,$ $B$ を t- $(v, k, \lambda)$ デザインと呼ぶ. 口

t- $(v, k, \lambda)$ デザインが与えられたとき, ノードの集合を $V_{c}=B,$ $V_{v}=\mathcal{P}$ とおき, さらに

枝の集合を
$E:=\{(B,p)\in B\cross\dot{P}|p\in B\}$ .

て定めることによって, 平行枝の無い二部グラフ $\Gamma_{t}$ (v, $k,$ $\lambda$) $=(\mathrm{K}\cup V_{c}, E)$ が得られる.

命題 2 [1] $\Gamma_{t}$ (v, $k,$ $\lambda$ ) は変数ノード数 $v$ , 検査ノード数 $v\delta_{v}/k$ の ( $\delta_{v}$ , \mbox{\boldmath $\delta$}c)-正則二部グラフと
$fX\text{る}$ . {$\underline{\mathrm{B}}$ゝ,

$\delta_{v}=\frac{\lambda(\frac{v-1}{t-1})}{(\frac{k-1}{t-1})}$ , $\delta_{c}=k$

である. 口

命題 2 より, t- $(v, k, \lambda)$ デザインの点及ひブロツクは Tanner グラフにおける変数ノード
およひ検査ノードとみなすことができる.

t- $(v, k, 1)(t\geq 2)$ は Steiner システムと呼ばれる $[1, 8]$ . 特に $t=2$ のとき, 以下の命題が

成り立つ.

命題 3[10] $\Gamma_{2}(v, k, 1)$ tま長さ 4 のループを含まない. 口

このことから, $\Gamma_{2}(v, k, 1)$ を Tanner グラフとする符号の性能については, 比較的早い段

階から検討がなされてきた [17]. 以後, $\Gamma(v, k):=\Gamma_{2}(v, k, 1)$ とする.
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$B_{\mathrm{I}}$ $B_{2}$ $B_{3}$ $B_{4}$ $B_{5}$ $B_{6}$ $B_{7}$

図 2: $\Gamma(7,3):2-(7,3,1)$ デザインから得られる二部グラフ.

例 4 $P:=\{p_{1},p_{2}, \ldots,p_{7}\}$ と $\text{し}$ ,

$B:=\{B_{1}, B_{2}, \ldots, B_{7}\}$

$=\{\{p_{1},p_{2},p_{3}\}, \{p_{1},p_{4},p_{5}\}, \{p_{1},p_{6},p_{7}\}, \{p_{2},p_{4},p_{7}\}, \{p_{2},p_{5},p_{6}\}, \{p_{3},p_{5},p_{7}\}, \{p_{3},p_{4},p_{6}\}\}$.

とお $\text{く}$ . このとき, $P,$ $B$ は 2-(7, 3, 1) デザインとなり, 二部グラフ $\Gamma(7,3)$ が構成できる.
図 2 に $\Gamma(7,3)$ を示す 図中の丸およひ四角は, それぞれ点およひブロックに対応する. 図 2
に示すように, $\Gamma(7,3)$ は $(\dot{3}, 3)$-正則二部グラフとなる. 口

3.3 $\Gamma(v, k)$ の変形によって得られる Tanner グラフ

$\Gamma(v, k)$ から

・ある変数ノード $b$ , およひ

$\bullet$ $b$ に隣接している全ての検査 $\text{ノ}-$ ド

を取り除き, 更に取り除かれたノードに接続していた全ての枝を取り除いたグラフを $\Gamma’(v, k)$

で表す 例として, 図 3 に $\Gamma(7,3)$ から $\Gamma’(7,3)$ を得る様子を示す. $\Gamma(7,3)$ における黒く塗
りつぶされたノードおよひ破線は, 取り除かれるノードと枝を表す
命題 3 より $\Gamma(v, k)$ には長さ 4 のループが含まれないことから, $\Gamma’(v, k)$ にも長さ 4 のルー
プは含まれない. また, $\Gamma’(v, k)$ を考えることによって, 符号パラメータや復号性能が改善
できることが報告されている $[9, 10]$ .

3.4 EG-LDPC符号
$2^{\mathit{8}}$ 個の元からなる体 $\mathrm{F}_{2^{\epsilon}}$ 上の $m$ 次元ユークリツド幾何 (Euclidean geometry) [1] を

$\mathrm{E}\mathrm{G}(m, 2^{s})$ で表す- $\mathrm{E}\mathrm{G}(m, 2^{s})$ は $2^{ms}$ 個の点と $2^{(m-1)s}$ (2ms $-1$ ) $/(2^{s}-1)$ 本の直線とか
らなり, 各直線上には $2^{s}$ 個の点が存在し, 任意の二直線は一点で交わる. $\mathrm{E}\mathrm{G}(m, 2^{s})$ の点
と直線を $t$-デザインにおける点とブロックに対応させることにより, $\mathrm{E}\mathrm{G}(m, 2^{s})$ は $t=2$ ,
$v=2^{ms},$ $k=2^{s}$ の Steiner システムとみなせる [1].
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$\Gamma(7,3)$ $\Gamma’(7,3)$

図 3: $\Gamma(7,3)$ から $\Gamma’(7,3)$ を得る際に取り除かれるノードおよひ枝.

$b$ を $\Gamma(2^{ms}, 2^{s})$ の変数ノードのうち $\mathrm{E}\mathrm{G}(m, 2^{s})$ の原点に対応する点とし, 前節の手法に
よって $b$ と $b$ に関連するノード及ひ枝を取り除いた二部グラフ $\Gamma’:=\Gamma’$ ( $2^{ms},$ $2$s) を考える.

このとき, Kou ら [12] によって提案されたタイプ IEG-LDPC 符号は $C_{\Gamma}$, と表されること

が容易に示される. 従って, $\Gamma’$ ( $2^{mx},$ $2$s) で与えられるタイプ IEG-LDPC符号の Tanner グ
ラフには長さ 4 のループは存在しない.

3.5 Cayleyグラフに基つ $\langle$ Tanner グラフ

定義 5[7] $G$ を有限群とし, $A\subset G$ を, 任意の $a\in A$ に対して $a^{-1}\in A$ が成り立つ部分集
合とする. $G$ の元をノードの集合とし, $\{(g, h)\in G\mathrm{x}G|hg^{-1}\in A\}$ を枝の集合とするグ

ラフ $\Gamma(G, A)$ を Cayley グラフという. 口

命題 6[15] $q$ を奇素数とする. $G:=SL_{2}$ (Fq) とし, $A\subset G$ を

$A:=\{a=\{\begin{array}{l}120\mathrm{l}\end{array}\},$ $a^{-1}=\{\begin{array}{l}1-210\end{array}\},$ $b=\{\begin{array}{l}1021\end{array}\},$
$b^{-}1$ $=[$ l2 $01$ ] $\}$

とおくと, $\Gamma(G, A)$ はノード数 $q^{3}-q$ で, 各ノードの次数が 4 てある正則グラフとなる. ま

た, グラフの内径は 2 $\log(q/2)-1(s=1+\sqrt{2})$ 以上となる. 口

Margulis は, 命題 6 で与えられた Cayley グラフ $\Gamma(G, A)$ から, 以下の手順により二部グ
ラフを構成した.
ます, 二部グラフの一方のノードとして, $G$ のコピー $G,\tilde{G}$ を割り当てる. 次に, 他方の

$\text{ノ}-\text{ト^{}\backslash }\backslash$ して $G$ のコピー $\hat{G}$ を割り当てる. 枝の割り当ては

$\bullet$ $g\in G$ を $ga^{2},$ $gaba^{-1},$ $gb\in\hat{G}$ と接続する

$\circ\tilde{g}\in\tilde{G}$ を $\tilde{g}a^{-2},\tilde{g}ab^{-1}a^{-1},\tilde{g}b^{-1}\in\hat{G}$ と接続する

ことによって行う. このようにして, 変数ノード数 $2(q^{3}-q)$ , 検査 \nearrow -- $\text{ト^{}\backslash ^{\backslash }}$数 $q^{3}-q$ の $(3, 6)-$

正則二部グラフが得られる.
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$A$ の元を掛け合わせて $G$ の単位元を生成するときに必要な $A$ の元の最小個数を $c$ とす
る. 但し, その積の中には $aa^{-1},$ $a$-1a, $bb^{-1},$ $b$ -1b といった, 単位元を与える自明な関係が含
まれていないものとする. このとき,

$\{a^{2}, a^{-2}, aba^{-1}, ab^{-1}a^{-1}, b, b^{-1}\}$

の元を掛け合わせて単位元を生成するために必要な要素の個数は (自明な関係を除いて)
$c/2-1$ 以上である. このことから, 上記の方法で得られた二部グラフの内径 $I\mathrm{h}$ $\log(q/2)-1$
$(s=1+\sqrt{2})$ 以上であることが分かる. $q$ が十分に大きなとき, 得られた二部グラフは長
さ 4 のループを持たない.
このほかにも, 内径の大きな Cayley グラフから二部グラフを構成する手法がいくっか提

案されている $[20, 24]$ .

4 隣接行列の固有値に基づく最小距離の下界
$\Gamma$ が $(\delta_{v}, \delta_{c})$-正則な Tanner グラフの場合, $\Gamma$ に密接に関連するあるグラフの接続行列の
固有値を用いて, $C_{\Gamma}$ の最小距離 $d(C_{\Gamma})$ の下界を与えることがてきる.

$H_{\Gamma}$ を 0, 1 からなる実行列とみなし, $H_{\Gamma}^{T}H_{\Gamma}$ の相異なる固有値を $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\ldots,$
$\mu_{s}(\mu_{i}>\mu_{i+1})$

で表す

命題 7[23] 変数 $\text{ノ}-$ b“数 $n$ の Tanner グラフ $\Gamma$ が連結で, 変数 $\text{ノ}-\text{ト^{}\backslash }\backslash$ , 検査ノードの次数
がそれぞれ一様に $\delta_{v},$ $\delta_{c}$ ならば, $d(C_{\Gamma}) \geq\max\{d_{1}, d2\}$ が成り立っ. 但し,

$d_{1}:= \frac{n(2\delta_{v}-\mu_{2})}{\delta_{v}\delta_{c}-\mu_{2}}$ , $d_{2}:= \frac{2n\{2(\delta_{v}-1)+\delta_{c}-\mu_{2}\}}{\delta_{c}(\delta_{v}\delta_{c}-\mu_{2})}$

である. 口

与えられた $\Gamma$ に対して命題 7 の下界を計算するためには, $H_{\Gamma}^{T}H_{\Gamma}$ の二番目に大きな固有
値 $\mu_{2}$ を実際に求めればよい. さらに, ある種のクラスの Tanner グラフについては, 以下
に述べるグラフ理論的手法によって $\mu_{2}$ を定式化することができる.
平行な枝や始点と終点の一致する枝の無いグラフ $\Pi=$ $(W, F)$ について, $|W|=v$ か

つ $\Pi$ の全ノードの次数が $\alpha$ であり, さらに $w_{i},$ $w_{j}\in W$ について $S_{ij}:=\{wk$ $\in W|$

$(w_{\dot{l}}, w_{k}),$ (wj, $w_{k}$ ) $\in F\}$ と定義したとき

$|$ S$ij|=\{$
$\beta,$ $(w_{i}, w_{j})\in F$,
$\gamma,$ $(w_{i}, w_{j})\not\in F$

が成り立つとき, �はパラメタ $(v, \alpha, \beta, \gamma)$ の強正則グラフ [7] であるという. また, グラフ
� $=(W, F)(W=\{w1, w_{2}, \ldots, w_{n}\})$ の隣接行列 $A_{\mathrm{n}}=(a_{ij})$ とは,

$a_{ij}:=\{$
1if $(w:, w_{j})\in F$,
0if $(w_{i}, w_{j})\not\in F$

で定義される $n\mathrm{x}n$ 行列である. このとき次の命題が知られている.
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命題 8[7] バラメタ $(v, \alpha, \beta, \gamma)$ の強正則グラフの隣接行列は, 異なる 3 つの固有値

$\alpha$ , $\frac{1}{2}\{\beta-\gamma\pm\sqrt{(\beta-\gamma)^{2}+4(\alpha-\gamma)}$}
を有する. さらに, これらの固有値の重複度は

1, $\frac{1}{2}\{v-1\pm\frac{(v-1)(\gamma-\beta)-2\alpha}{\sqrt{(\beta-\gamma)^{2}+4(\alpha-\gamma)}}\}$

である. 口

$\Gamma=$ $(\mathrm{K}\cup V_{c}, E)$ に対して, $\Gamma$ のポイントグラフ [7] $\Pi_{\Gamma}:=(W, F)$ を $W=V_{v}$ ,

$F:=$ { $(v_{i},$ $vj)\in V_{v}\cross V_{v}|i\neq j,$ $(c,$ $v$i), $(c,$ $vj)\in E$ for some $c\in V_{c}$}

で定義する. 3 章て取り上けた Steiner システムに基づ $\langle$ Tanner グラフやタイプ IEG-
LDPC 符号の Tanner グラフについては, それらのポイントグラフ� $\mathrm{r}$ が強正則グラフで

あり, そのパラメタが定式化できる $[9, 21]$ . さらに

$A_{\Pi_{\Gamma}}=H_{\Gamma}^{T}H_{\Gamma}-\delta_{v}I$

の関係が成り立つことが知られている $[9, 21]$ . 従って, 命題 8 によって求められる $A_{\Pi_{\Gamma}}$ の

二番目に大きな固有値を $\nu_{2}$ とおくと, $\mu_{2}=\nu_{2}+\delta_{v}$ により $\mu_{2}$ が求められる.

5 むすひ

本稿では, $\mathrm{B}\mathrm{P}$ 復号法に適した線形符号を Tanner グラフに基づいて設計するために, こ

れまてに提案されてきた長さ 4 のループを含まない二部グラフの構成方法を紹介した. ま
た, これらの符号の最小距離を Tanner グラフに基づいて解析する手法を紹介した. 今後の
研究では, より性能の良い LDPC符号の設計にこれらの手法が役立てられることが期待さ
れる.
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