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1970年代に Goppaが代数幾何符号を発見して以来, 有限体上におい
て多数の有理点をもつ代数曲線の研究が盛んになった. それが効率よ
い誤り訂正符号の存在を保証するからである. 本稿では, 特に Serre 上
界に達する曲線に関する私の研究成果を紹介する. なお, 曲線は絶対既
約かつ非特異な射影曲線とする.
有限体 $\mathrm{F}_{q}$ 上, 種数 $g$ の曲線 $C$ の有理点数について, Hasse-We垣上界

$\# C(\mathrm{F}_{q})\leq q+1+2g$ \psi がある. 1983年, Serre が [17] で改良し,

$\# C(\mathrm{F}_{q})\leq q+1+g[2\sqrt{q}\rfloor$

( $\lfloor\rfloor$ はガウス記号) を示した. Serre上界といい, これに達する曲線の L-
多項式は ( $1+\lfloor 2\sqrt{q}\rfloor t$ +qt2)9 である [13]. また Lauter が [14] で, 伊原氏
の結果 [6] を一般化し, Serre上界は $\mathit{9}\leq(q^{2}-q)/(\lfloor 2\sqrt{q}\rfloor+\lfloor 2\sqrt{q}\rfloor^{2}-2q)$

のときにしか達しえないことを示した.
Hasse-We垣上界に達する曲線は最大曲線とよばれ, 多くの性質が知
られている. 文献としては [3], [12] などがある. しかし, 最大曲線では
な $\text{く}$ , Serre上界に達する曲線はわずかな例しか知られていないため, ほ
とんど研究されていない. 私は三浦氏の [16] に掲載された曲線を手が
かりに研究を行った.
まず三浦氏が見つけた曲線は同型を除くと 2本になった. 一つは, $\mathrm{F}_{2^{3}}$

上の Klein 曲線 $x^{3}y+y^{3}+x=0$ であり, すでに Serre の [18] に紹介さ
れていた. もう一つは, $\mathrm{F}_{211}$ 上 $y^{23}=x^{4}(1-x)$ で定義された種数 11 の
曲線である. 第 1, 2節で各々について, 第 3節で一\Re 化した形の曲線の
中をコンピュータ探索して得られた新しい曲線を述べる.

1. KLEIN $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{線}$

この有名な曲線は古くから研究されており [15], $\mathrm{F}_{28}$ 上 Serre上界に達
することがわかってから, 符号理論への応用も試みられた [4], [11]. 曲線

$y^{7}=x^{4}(1-x)$

と同型であるので, 他の有限体上での有理点数を [8] のアルゴリズムで
コンピュータ探索した. 素数 $p$ が以下のとき, $\mathrm{F}_{p}$ 上 Serre 上界に到達
$\text{し}$ 7’c.

1163, 1709, 2311, 3851, 4789, 5783, 5839, 6917, 9437, 13931, $\cdot$ .
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結果は [1] に含まれてしまったが, 後の研究の指針を与えてくれたので,
あえてここに記した.

2. 曲線 $y^{23}=x^{4}(1-x)$

種数が 3 より大きく, 最大曲線でない Serre上界に達する曲線はこれ
しか知られていなかったので, その性質を調べて [9] にまとめた. その

一部を紹介する. 以下 $k:=\mathrm{F}_{2^{11}},$ $M$ を $k$ 上

$y^{23}=x^{4}(1-x)$

で定義された曲線とする.

命題 1. $M$ の自己同型群は $\mathbb{Z}/23\mathbb{Z}$ と同型あり, 生成元は

$x\vdash\Rightarrow x,$ $y\vdasharrow\epsilon y$

で定義される. ただし, $\epsilon$ は乗法群 $k^{*}$ の 1 の 23乗根である.

命題 2. $M$ の $k$ 上の $L$ 多項式は

$L(M, t)=(1+90t+2048t^{2})^{11}$

である.

命題 3. $M$ の Wronskian は

$y^{17}(x^{3}+x^{2}+1)(x^{8}+x^{7}+x^{6}+x^{5}+x^{4}+x+1)$

$(x^{35}+x^{34}+x^{32}+x^{30}+x^{29}+x^{28}+x^{27}+x^{26}$

$+x19+x18+x15+x11+x8+x5+x4+x3+1)$

$(x+1)^{3}x^{-76}$ ,

である.

命題 4. $M$ は 1061 個のWeierstrass 点をもち, その gap列は表のように
なる.

符号理論への応用については原論文 [9] を参照されたい.
なお, この曲線についても, 奇数べき拡大の有限体上で Serre 上界に

達しないか探索を行ったが, Klein 曲線のような結果が得られていない.
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3. 曲線 $y^{n}=x^{4}(1-x)$

第 1, 2節の曲線の定義方程式をヒントに自然数 $n$ について

$y^{n}=x^{4}(1-x)$

で定義される曲線を考察した. Faddeev の [2] より, $x=X^{n}$ , $y=X^{4}$Y
とおくと次数 $n$ の Fermat 曲線 $X^{n}+Y^{n}=1$ からこの曲線への写像が
できるので, 商曲線である.
ここで $n=12$ についてコンピュータ探索をし, 素数 $p$ が

15733, 24133, 26029, 27997, 38917, 43789, 51637, 60133,
72469, 93133, 124717, 142237, 151429, 185869, 196681, $\cdot$ .

のときに, 曲線が $\mathrm{F}_{p}$ 上 Serre上界に達することがわかった. これらを解
析して以下の結果を得たが, 詳しくは [10] にまとめた.

定理. $p$ を素数とし, $\mathrm{F}_{p}$ 上種数 4 の曲線 $C$ が

$y^{12}=x^{4}(1-x)$

で定義されているとする.
曲線 $C$ が Serre 上界に達する必要十分条件は, $p$ が以下を満たすこと

である.

1. $p\equiv 1$ mOd12.
2. $\lfloor 2\sqrt{p}\rfloor\equiv 1\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} 3$ .
3. $p=\mathrm{L}\sqrt{p}\rfloor^{2}+27r^{2}$ となる自然数 $r$ が存在する.

定理の証明は, [7] の第 8章 \S 3 にある Gaussの定理をヒントに, Jacobi
和を使った.
また Hardy-Littlewood が [5] で一般化した次の予想がある.

Buniakowski の予想. $a,$ $b,$ $c$ が整数, $a$ が正, $\mathrm{g}\mathrm{c}\mathrm{d}(a, b, c)=1,$ $a$ +b と $c$

の少なくとも一方が奇数, $b^{2}-4ac$が平方でないとすると, $am^{2}+bm+c$

の形の素数が無限個ある.

命題 5. Buniakowski の予想が正しいならば, 定理の条件を満たす素数
が無限個存在する.

今後 $n$ を大きくした場合についても探索し, 定理を一般化したいと考
えている.
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