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概要

GMRES$(\leq m_{maoe})$ 法は, 残差多項式の零点分布に基ついて反復の途中でリスタートを動的
に行う算法である. しかし, 残差ノルムの零点によるリスタートが必すしも有効に作用するとは
限らす, 零点が均一な分布にならないとリスタート周期が最大値である $m_{\max}$ で強制的にリス
タートを行うことになる. 本稿では, 残差ノルムの収束判定を行うパラメータを導入し, このよ
うな基準からもリスタート周期を判定する GMRES $(\leq m_{maae})$ 法の改良版を提案する. 最後に,
COMPAQ 社の分散メモリ型並列計算機 Beo� $1\mathrm{f}$ を用いた数値実験の結果から, 本稿で提案し
た GMRES $(\leq m_{\max})$ 法の改良版が, GMRES(m) 法, GMRES( $\leq$ mm一法と比べて有効に作
用することを示す.

1 はじめに

非対称な大型疎行列を係数とする連立 1 次方程式

$Ax=b$, $A\in R^{n\mathrm{x}n}$ , $x,$ $b\in R^{n}$ (1)

を考える. GMRES 法 [1] のリスタート版である GMRES(m) 法は, 方程式 (1) を解くための非

定常反復法の 1 つである. 近年, 津野ら [4] は, GMRES(m) 法のリスタート周期を動的に行う算
法の 1 つとして, 改良版の GMRES$(\leq m_{\max})$ 法を提案した. この算法では, 残差多項式の零点
が均一に分散したときにリスタートを行っている. しカル, この零点が均一に分散しないと, リ

スタート周期が最大値である $m_{\max}$ に達して, 強制的にリスタートが行われることになる. 本稿
では, 残差ノルムの収束判定を利用したリスタート判定基準を GMRES $(\leq m_{\max})$ 法に適用した

GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の改良版を提案する. さらに, COMPAQ の MIMD 型並列計算機 Beowulf
による数値実験結果から, 本稿で提案する GMRES $(\leq m_{\max})$ 法の改良版の有効性を示す\iota

2 残差多項式と零点

GMRES 法と GMRES$(\leq m_{\max})$法で使用される残差多項式とその零点について簡単に述べる.

2.1 GMRES法の残差多項式

$\ell$ 次元の GMRES法の残差多項式を係数行列 $A$ の $\ell$ 個の厳密な固有値 $\lambda_{j}^{exa\mathrm{c}t}$ を用いて表すと

$\Psi_{\ell}^{exa\epsilon t}(t)=\Pi_{\mathrm{j}=0}^{\ell}(1 - t/\lambda_{\mathrm{j}}^{exaet})$ (2)

となる. 従って, $\ell$ 回目の残差ベクトルは残差多項式 (2) を用いて

$r\ell=\Psi_{\ell}^{eaaet}(A)r_{0}$ (3)
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(a) 近似的な零点の偏った分布例 (b) 近似的な零点の均一な分布例

図 1 残差多項式の零点分布の例 ( $\circ$ : 理想的な零点, $\mathrm{x}$: 近似的な零点)

と表すことができる. 固有値 $\lambda_{j}^{exact}$ のことを通常は残差多項式 (2) の零点と呼ぶ. しカル, 係数行
列 $A$ が大規模になると, これらの零点を求めることは困難になるので, GMRES法の残差多項式
の代わりに, GMRE(m) 法の残差多項式を用いて残差ベクトルを表すことになる. なお, GMRES
法における残差多項式の厳密な零点のことを本稿では「理想的な零点」と呼ぶことにする.

2.2 GMRES $(\leq mm\text{。})$ 法の残差多項式

GMRES $(\leq m_{\max})$法 [4] は残差多項式の零点分布を基準として, GMRES(m)法のリスタート周
期を動的に決定する算法である. ここで, リスタートが $i$ 回行われたと仮定し, $i$ 回目のリスター

トを行うまでにかかった反復回数を $\tilde{\ell}=\Sigma_{j=1}^{\dot{\mathrm{t}}}\tilde{m}_{j}$

’ 最後にリスタートを行った以降の反復回数を $k$

とする. このとき, GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の残差多項式は

$\Psi_{k}^{(\dot{l}}$10(t) $=$ $\Pi_{s_{1}=1}^{k}(1-t/\lambda_{\epsilon_{1}}^{(+1)})$ , $(k\leq m_{\max})$ (4)
$\Psi$ S$j$) $(t)$ $=$ $\Pi_{\epsilon_{2}=1}^{m_{\mathrm{j}}}(1-t/\lambda_{\epsilon_{2}}^{(j)})$ , $(j=1,2, \ldots,i)$ , $(mj\leq m_{\max})$ (5)

と表すことができる. 従って, $\ell(=\tilde{\ell}+k)$ 回目の反復の残差ベクトル $r\ell$ は残差多項式 (4) と (5)
を用いて

$r_{\ell}=\Psi_{k}^{(\dot{*}+1)}(A)\{\Pi_{j=1}^{\dot{*}}\Psi_{m_{\mathrm{j}}}^{(j)}(A)r_{0}\}$ (6)

と書くことができる. ただし, $\tilde{m}_{j}$ &約 -1 回目のリスタート直後から $j$ 回目のリスタートが行わ
れるまでにかかった反復回数であり, $\tilde{m}_{j}$ \leq mmax である. 以降, $m_{j}$ のことを $j$ 回目のリスター

ト周期と呼ぷことにする. 特に, $m_{j}=m,$ $m_{\max}=m$ のとき式 (4) と式 (5) は GMRES(m) 法の
残差多項式と一致する. なお, $\lambda_{\epsilon_{1}}^{(\dot{\tau}+\mathfrak{y}}$ と $\lambda_{\epsilon_{2}}^{(j)}$ がおのおのの残差多項式の零点となるが, 本稿では
これらの零点のことを「近似的な零点」 もしくは単に『零点」 と呼ぶことにする.

3 リスタートを行う基準

残差ノルムの収束判定をするパラメータを基準にしてリスタートを行う方法を新たに導入し, 2
つの基準からリスタート周期を決定する GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の改良版を提案する.

3.1 残差多項式の零点分布を基準とするリスタート

残差多項式 (5) の零点 $\lambda_{s_{2}}^{(j)}$ は, 最後のリスタート以前に求められた $\tilde{\ell}$個の固定された零点であ
る. それに対して, 残差多項式 (4) の零点 $\lambda_{s_{1}}^{(\dot{l}\dagger 1\rangle}$ は, 最後にリスタートした以降に求められる $k$

.
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個の固定されていない零点である. ここで零点が固定されたというのは, 零点の値が既に確定され

ており, 反復を行っても零点の値が変わらないことを意味する. それに対して, 零点が固定されて

いないとは, 反復する度に零点の値が変化する可能性があることを意味する. これら固定されてい
ない $k$ 個の零点が, 以前に求まっていた $\tilde{\ell}$ 個の固定された零点に対してできる限り分散している
方がより理想的な零点の分布に近づく可能性が高い. 例えば, 図 1 のように理想的な零点が分布
していたとする. このとき, 図 l.(a) のように近似的な零点が偏って存在すると, 近似的な零点分

布が理想的な零点分布を近似できない可能性が高くなる. それに対して, 図 l.(b) のように近似的

な零点が分散して存在すると, 理想的な零点分布を近似できる可能性が高くなる. この事実を元に
して津野ら [4] は以下の条件を満たすときリスタートを行っている.

[条件 $\mathrm{A}$] 任意の固定されていない零点 $\lambda_{s}^{(\mathrm{i}^{+1)}}$

.
を中心とする長方形領域

$T( \lambda_{\epsilon}^{(}\dot{\mathrm{i}}^{+1)}):=\{z\in C|\mathrm{r}\mathrm{e}|\lambda_{\text{\’{e}}_{1}}^{(+1)}\dot’-z|<\frac{1}{2}\mathrm{M}_{\mathrm{r}\mathrm{e}}/(\ell-1),$
$\mathrm{i}$m$| \lambda 97’-z|<\frac{1}{2}$Mi$\mathrm{m}/(\ell- 1),$ $\}$

に任意の固走された零点 $\lambda_{\ell_{2}}^{(j)}$ が存在しない. ただし,

Mre $=$ $\max_{s_{1}.s_{2i}}\{\mathrm{r}\mathrm{e}(\lambda_{s_{1}}^{(+1)}), \mathrm{r}\mathrm{e}(\lambda_{2}^{(j)}.)\}-\min_{1}\{\mathrm{r}\mathrm{e}(\lambda_{s}^{(}\dot{\mathrm{i}}^{+1)})t_{1\prime}s_{2}j’ \mathrm{r}\mathrm{e}(\lambda_{\epsilon_{2}}^{(j)})\}$

$\mathrm{M}_{\mathrm{i}\mathrm{m}}$ $=$ $\max_{s_{1},\mathrm{S}_{2,j}}\{\mathrm{i}\mathrm{m}(\lambda!\dot{\mathrm{i}}^{+1)}), \mathrm{i}\mathrm{m}(\lambda_{s_{2}}^{(\mathrm{j})})\}-\min_{*_{1},\delta_{2},j}\{\mathrm{i}\mathrm{m}(\lambda_{*_{1}}^{(*+1)}.), \mathrm{i}\mathrm{m}(\lambda_{2}^{(j)}.)\}$

てある.

“条件 $\mathrm{A}$” は, 複素平面上に $\mathrm{M}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{x}$
$\mathrm{M}\mathrm{r}\mathrm{e}$ の長方形があり, その範囲に任意の固定されていない

零点 $\lambda_{\epsilon_{2}}^{(-+1)}$ が, 任意の固定された零点 $\lambda_{\epsilon_{1}}^{(j)}$ に対してある一定の距離を隔てて存在することを意味
する. ただし, 複素数の零点は必す共役で存在するので, これらは必す複素平面の実軸に関して

対称に分布する. 従って, 実軸と実軸より上の平面に存在する零点の分布しか考慮しない. “条件
$\mathrm{A}$

” によるリスタートの判定は, 反復回数が偶数のときのみ行われる. なぜなら, 反復回数が奇数
であると近似的な零点の少なくとも 1 つは必す実数の零点になるためである. このとき, 理想的な

零点がすべて複素数であり, かつ近似的な零点に実数が存在すると, その実数の近似的な零点はと

の理想的な零点ち近似することができなくなる. また, 最初は固定された零点は存在しないので,

反復回数が 2 のときには最初の固定された零点を計算するために無条件でリスタートを行う.

3.2 残差ノルムの収束判定条件を適用した GMRES $(\leq m_{\max})$法

GMRES $(\leq m_{\pi ax}‘)$法の $\ell(=\tilde{\ell}+k)$ 回目の反復における近似解を漸化式を用いて表すと

$x\ell=x_{\tilde{\ell}}+V_{k}y_{k}$ (7)

となる $[1, 4]$ . ただし, $\tilde{l}=\Sigma \mathrm{j}_{=1}\tilde{m}j$ であり, $x_{\tilde{\ell}}$ は最後にリスタートを行った時点での近似解であ
る. 従って, そのときの残差ベクトルは

$r\ell=b-Ax\ell=r_{\tilde{\ell}}-AV_{k}y_{k}$ (8)

である. ここで, 探索ベクトルを $d_{k}=AV_{k}y_{k}$ として

$\cos(r_{\overline{\ell}}, d_{k})=\frac{|(r_{\overline{\ell}},d_{k})|}{||r_{\tilde{\ell}}||_{2}||d_{k}||_{2}}=\sqrt{1-||r\ell||_{2}^{2}/||r_{\tilde{\ell}}||_{2}^{2}}$
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$\underline{\mathrm{B}\mathrm{C}}$-GMRES $(\leq m_{\max})$ method

Choose $x_{0}$

$r\mathit{0}=$ b-Axo, $\ell=0$ , $\ell^{-}=0$ , $k=1$
start:

$\ell=\ell+1$

Compute $V_{k}$ through Arnoldi process.
Update $x\ell,$ $r\ell$ and $d_{k}$ .
if $||r\ell||_{2}$ is small enough then

Stop iterations
endif
if (kmod $2$ ) $=0$ then

Compute $k$ new zero points and $\cos(rl’ a_{k})$

if uCondition A” is satisfied or $\ell=2$ then
set the current $\cos$ ( $t_{\acute{\ell}},$

$d$h)to $\epsilon$

Fix $k$ new zero points
$k=1$ , $\ell^{-}=\ell$, $X_{\tilde{\ell}}=oe\ell$ , $t_{\ell^{-}}=t\ell$

goto start
endif
if the condition (9) is satisfied or $k=m_{\max}$ then

Fix $k$ new zero points
$k=1$ , $\ell^{-}=\ell$, $\emptyset\overline{\ell}=ae\ell$ , $r_{\ell^{-}}=r\ell$

goto start
endif

endif
$k=k+1$
goto $\mathrm{s}\mathrm{t}$ a$\mathrm{r}\mathrm{t}$

図 2 BC-GMRES$(\leq m_{\max})$法

を定義する. 式 (9) では, 最後にリスタートした時点で求まっていた残差ベクトル $r_{\overline{\ell}}$ と探索ベク

トル $d_{k}$ のなす角度が小さくなるにつれ, その値は大きくなり残差ノルムの収束を加速させる傾向
がある [5]. 従って, ある閾値を $\epsilon$ とすると

$\cos(r_{\overline{\ell}}, d_{k})>\epsilon$ (9)

であるなら, 残差ノルムは収束停滞を起こしていないとみなして零点の分布に関係なくリスタート
を行うことにする. ただし, $\epsilon$ は反復の途中で適応的に設定されることになる. 具体的には, 偶数

回の反復でリスタートの判定を行うときは $k$ 個の零点 $\lambda_{s_{1}}^{(j)}$ と $\cos$ $(r_{\ell^{-}}, d,)$ を計算する. もしリス

タートが行われたなら, このとき計算されていた $\cos$ $(r_{\check{\ell}}, d,)$ をリスタートを行った実績のある
$\cos(r_{\ell^{-}},$ $d$O とみなして $\epsilon$ に設定する. これ以降のリスタートの判定では, $\epsilon$ が以前にリスタート

を行ったときの $\cos$ ($r_{\tilde{\ell}},$

$d$k) となり, 現在求まっている $\cos(r_{\tilde{\ell}}, d,)$ がこの値を上回ったときに,

リスタートを行うのに十分な残差ノルムの収束性があると判断する. 以上をまとめると, 次のよう

な条件のいすれかが成立するときリスタートを決定することになる.

(1-a) 全体の反復回数が 2 ならリスタートを行う. 零点の初期分布と閾値 $\epsilon$ の初期値を決定する
ために, このとき $\epsilon$ は, この時点で計算されていた $\cos$ $(r_{\overline{\ell}}, d,)$ の値に設定される.

(1-b) “条件 $\mathrm{A}$” が成立するときリスタートを行う. このとき $\epsilon$ は, この時点で計算されていた
$\cos(r_{\overline{\ell}},$ $d$0 の値に設定される.

(1-c) $\cos(r_{\overline{\ell}}, d_{k})>\epsilon$ ならリスタートを行う. このとき $\epsilon$ は更新しない.
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表 1 数値例 1 の計算結果 (time: 計算時間 $(*\mathrm{J}\grave{\nearrow})$ , iter: 反復回数)

$\overline{Dh}$$2^{-}$ $2^{-}$ $2^{-}$ $2^{-}$

$\mathrm{t}\sim \mathrm{m}$ $\sim \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $\mathrm{t}[] \mathrm{m}\mathrm{e}$ lter $\mathrm{t}_{1}\mathrm{m}$ $\iota \mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $\mathrm{t}_{1\mathrm{I}}\mathrm{n}$ $1\mathrm{t}\mathrm{r}$

10 . .. . .. . . . . ..
GMRES(20) 2162.0 41150 1 .0 268 0 12 2.0 24449 10 9.0 212 5
GMR S( 0) 14.0 21478 1088.0 15 10 14 $\mathrm{Q}.\mathrm{Q}$ 20181 1014.0 140 4
GMR $\mathrm{S}(40)$ 1297. 1466 116.0 14272 1112.0 12 62 1.0 10460
GMR $\mathrm{S}$ 0) 2044.0 1521 11 0.0 10 35 1107.0 986 120 .0 1021

MR $<10$ 549.0 16 1 7.0 1 45 414.0 127 1 2.0 182 7
GMR $\mathrm{S}(\overline{\leq}20)$ .0 128 7 737.0 14158 719.0 1 411 822.0 1467
GMR $\mathrm{S}(\leq 0)$ 90.0 974 601.0 809 663.0 6788.0 1021
GM $\mathrm{S}(\leq 40)$ 581.0 780 34.0 8 731.0 9 1 71 .0 4
GMR $\mathrm{S}<0$ 6 $0\cdot 0$ 7717 723.0 9 6 $757\cdot 0$ 9449 8 .0 10288
$\mathrm{B}$ GMR $\mathrm{S}<10$) SO.O 1234 271.0 11040 $75\cdot 0$ 11088 271.0 1167
BC-GMR $\mathrm{S}(\overline{\leq}20)$ 232.0 8497 00.0 112 4 231.0 897 2 4.0 10626
BC-GM $\mathrm{S}(\leq 30)$ $267\cdot 0$ 9843 02.0 112 4 $248\cdot 0$ 97 4 2 .0 446
BC-GMR $\mathrm{S}(\leq 40)$ 22.0 79 8 2 $7\cdot 0$ 11254 54.0 97 4 22.0 9446
$\mathrm{B}$ GMR ($<0$ 231.0 7958 2 8.0 11254 252.0 9764 227.0 944

: 00 $\mathrm{n}$ .

このようなリスタートの決定法を取り入れた GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の改良版を図 2 に示す. ただ

し’“Fix $k$ new zero points” とは, 固定されていなかった $k$ 個の零点の値をこの時点で求まっ

ていた値に決定することを意味する. 図 2 に示したような 2 つの基準に従って, リスタート周

期を $2\leq mj\leq m_{\max}$ の範囲で動的に決定する GMRES( $\leq$ mm一法のことを本稿では BC-
GMRES $(\leq m_{\pi ax}‘)$法 (Bi-Condition-GMRES $(\leq m_{\max})$法の略) と呼ぶ.

4 数値実験

COMPAQ社の MIMD型並列計算機 Beowulfを用いて, 本稿で提案した BC-GMRES(\leq mm。x)

法の残差ノルムの収束に要する計算時間を GMRES(m) 法, GMRES $(\leq m_{\max})$ 法と比較する. た

だし, 使用したセルは 16 台である.

4.1 数値例 1(2次元偏微分方程式の境界値問題の例)

領域 $\Omega=[0,1]^{2}$ における偏微分方程式の境界値問題を考える [3].

-ux$x-u,y+D${ $(y-1/2)u_{\alpha}+$ (x-2/3)(x-1/3)u,} $=$ $f$

$u(x,y)|_{\partial\Omega}$ $=$ $1+xy$

ただし, 右辺 $f$ は厳密解が $u(x, y)=1+xy$ となるように設定する. 領域 $\Omega$ を格子点数 $512^{2}$ で

区切り 5点中心差分によって離散化すると, 係数行列の次元が 262,144である連立 1 次方程式が得
られる. ここで, 反復の初期近似解 $x_{0}$ を零ベクトル, 残差ノルムの収束判定条件を

$||r\ell||_{2}/||b||_{2}<1.0\cross 10^{-12}$ (10)

とし, 表 1 に残差ノルムの収束判定条件の式 (10) を満たすまでに要した計算時間と反復回数を
示す. ただし, $h$ }ま隣合う格子点間の距離であり $h=1/513$ である. GMRES(m) 法では, 計算

時間はいすれの場合も 1000秒を超えている. それに対して, GMRES $(\leq m_{maae})$ 法では, いすれ

も 900秒を切っておりその計算時間は最大で GMRES(m) 法の場合の 1/3以下まで減少している.
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表 2 数値例 2 の連立 1 次方程式 (14) を解くのにかかった計算時間と反復回数 ($Dh=2^{-2}$ , time:
計算時間 $(\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\mathrm{J}\backslash },’)$ , iter: 反復回数)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{E}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{s}}^{6660_{5}^{6}\mathit{0}_{3}^{65}}\alpha \mathrm{s}\mathrm{E}536\mathrm{E}\epsilon 0_{353}\mathrm{E}3966635\epsilon_{2}^{3}\mathrm{E}35665s\epsilon \mathrm{E}5666666\epsilon_{\mathrm{E}5\theta vs\mathrm{s}}*\mathfrak{a}\mathfrak{o}\mathrm{n}\mathfrak{a}295958553656\mathrm{s}\mathrm{s}_{2}\mathrm{s}_{3}03239\emptyset \mathrm{Q}\mathrm{e}$

さらに, BC-GMRES( $\leq m_{ma}$x) 法では, GMRES $(\leq m\text{、}ax)$ 法に比べて計算時間が最大で 30%,
GMRES(m) 法と比べて最大で 10%程度に短縮されている. また, BC-GMRES $(\leq m_{\max})$ 法は

GMRES$(\leq m_{\max})$ 法と異なり, $m_{\max}$ が 40以上のときはリスタート周期が最大値まで使われる
ことがなく, mm。x が 40 と 50 のときで結果は同じになった. 従って, BC-GMRES $(\leq m_{\max})$ 法
は, GMRES $(\leq m_{\max})$ 法よりリスタート周期の取りうる値の範囲が狭く, $m_{ma\mathrm{g}}$ の値を 30以上
に設定しても収束性は一定である.

4.2 数値例 2(3次元連立非線形偏微分方程式の境界値問題の例)

領域 $\Omega=[0,1]$3 上での次のような非線形偏微分方程式の境界値問題を考える [2].

$u_{xx}+u_{yy}+u_{zz}+D(uu_{x}+vu, +wuz)+u$ $=$ $f1$ on $\Omega$

$v_{xx}+v_{yy}+v_{zz}+D(uv_{x}+vv_{y}+wv_{z})+v$ $=$ $f_{2}$ on $\Omega$

$w_{xx}+w_{yy}+w,z+D(uw, +vw, +WWz)+W$ $=$ $fs$ on $\Omega$

ただし, 右辺の関数 $f1,$ $f_{2},$ $f_{3}$ と境界条件は厳密解が

$u(x, y, z)$ $=$ $\sin(\pi x)\cos(\pi y)\cos(\pi z)$ , $v(x, y, z)=\cos(\pi x)\sin(\pi y)\cos(\pi z)$ ,
$w(x, y, z)$ $=$ $\cos(\pi x)\cos(\pi y)\sin(\pi z)$

となるように設定する. 領域 $\Omega$ を格子点数 $80^{3}$ で区切り 7点中心差分によって離散化すると, 格
子点 $(ih, jh, kh),$ $i,j,$ $k=1,2$, . .., $80$ に対応して次元が 1,536,000の非線型な連立方程式

$a_{1,\dot{*},j,k}g:,j,k-1$ $+$ $a_{2,:,j,k}g:,j-1,\mathrm{k}+a_{3,:,j,k}g;-1,j,k+(h^{2}-6)g:,j,h$

$+$ $a_{4,j,j,k\mathit{9}:,j,k+1}+a_{5}$,i,j,kgi,j$+1,k$
$+$ a6,i,j,kgi$+$1,j,k -h2$f_{:,j,k}=0$ (11)

が得られる. ただし,

$a_{1,:,j,k}$ $=$ $1- \frac{Dh}{2}w$i,j,k, $a_{2,:,j,k}=1- \frac{Dh}{2}v$i,j,k, $a_{\mathrm{a},:,j,k}=1- \frac{Dh}{2}u:.j,k$,

$a_{4,\dot{*},j.k}$ $=$ $1+ \frac{Dh}{2}w:,j,k$ , $a_{8,\dot{*},j,k}=1+ \frac{Dh}{2}v$ iJ,k, $a_{6_{l}jj,k},=1+ \frac{Dh}{2}u:,j,k$
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表 3 数値例 2 におけるリスタート周期の出現回数 ($Dh=2^{-2}$ , 漸化式 (14) の反復 3 回目)

かつ $h=1/81$ である. また,

$g_{\dot{*},j_{1}k}$
$=$ $[u:,j,k, vi,j,k. w:,j,k]^{T}$ (12)

$f_{:,j,k}$ $=$
.

$[f_{1,\dot{l},j,k}, f_{2,,j,k}|., f_{3,j,k}|.,]^{T}$ (13)

であり, $u:,j,k,$ $v_{\dot{\iota},j,k},$ $w_{1_{\mathfrak{j}}j,k}.,$ $f$i,:,j,k, $f_{2,i,j,k},$ $f_{3,i,j,k}$ は, それそれ格子点 $(ih, jh, kh)$ における関

数 $u,$ $v,$ $w,$ $f1,$ $f_{2_{t}}f$3 の値である. 方程式 (11) は非線型なので, ニュートン法により解 $g_{jj,h}$, を

求めることにする. ニュートン法の $\ell$ 回目の反復における近似解を

$s_{\ell}=[g_{l,1,1,1}^{T}, g_{\ell_{1}2,1,1}^{T}, \ldots, g_{\ell}^{\tau_{80,1,1’ \mathit{9}_{\ell}’}\mathrm{r}_{1,2,1}},,’ g_{\ell,2,2,1}^{T}, \ldots, ..., g_{\ell,80,80,80}^{T}]^{T}$

とおき, 式 (11) の左辺を $q_{\ell}(g_{\ell,:,j,k})$ とし, 残差ベクトルを

$q_{\ell}(s\ell)$ $=$ [$q_{\ell,1,1,1}$ (g\ell ,l山 l)T, $q_{\ell,2,1,1}(g_{\ell,2,1,1})^{T},$
$\ldots,$

$q_{\ell,80,1,1}(g_{\ell,80,1,1})^{T}$ ,

$q_{\ell,1,2,1}(g_{\ell,1,2,1})^{T},$ $q_{\ell,2,2,1}(g_{\ell,2,2,1})^{T},$
$\ldots,$ $\ldots,$

$q_{\ell,80,80,80}(g_{\ell,80,80,80})^{T}]^{T}$

とする. このとき, $s\ell,$ $q$’(s’) は 1,536,000次元のベクトノレとなり, 関数 $u,$ $v,$ $w$ を求めるための

ニュートン法の式は
$s_{\ell+1}=s\ell-J_{\ell}^{-1}(s_{\ell})q_{\ell}(s\ell)$ (14)

となる. ただし, 行列 $J\ell(s\ell)$ はベクトル $q_{\ell}(s\ell)$ のヤコビ行列である. また, 式 (14) における初

期近似解 $s_{0}$ は, 任意の $j,$ $k$ について 2 点 $(0, jh, kh)$ と $(1, jh, kh)$ を結ぶ線形ラグランジュ

補間によって求めた. ここで, 式 (14) においてニュートン法の反復 1 回につき $J_{\ell}^{-1}(s\ell)q_{\ell}$ ( st) の

計算が 1 回必要となるが, $J\ell(s\ell)$ は非零の対角威分を 9 本もつ大型で疎な行列である. 従って,
$\delta s\ell=J_{\ell}^{-1}(s\ell)q_{\ell}(s\ell)$ とすると, 連立 1 次方程式

$J_{\ell}(s\ell)\delta s_{\ell}=q_{\ell}(s_{\ell})$ (15)

を 3 つの反復法で解き $\delta s\ell$ を求める必要がある. 数値例 2 では, 式 (14) の反復終了条件を

$||$ q$\ell$ (s$\ell$ ) l2/ $||$ q0 $(s_{0})||_{2}<1.0\mathrm{x}10^{-12}$ (16)

とし, 連立 1次方程式 (15) の初期近似解と収束判定条件は数値例 1 と同じとする. 最初に $Dh=2^{-2}$

と設定して, 式 (16) で表される条件を満たすまでに要した式 (14) の反復回数を計測した. その
結果, 式 (14) の反復回数は 5 回であった. 従って, 式 (14) のおのおのの反復回数について, 連

立 1 次方程式 (15) の収束判定条件の式 (10) を満たすまでに要した計算時間と反復回数を表 2 に
示す, ただし, 表 2 における “iter” とは連立 1 次方程式 (15) の反復回数を意味する. $m_{\max}$ が
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表 4 数値例 2 の計算結果 (time: 式 (14) の計算時間 $(\#\mathrm{J}\grave{\nearrow})$ , iter: 式 (14) の反復回数)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{c}- \mathrm{E}5}^{353}\mathrm{E}\mathrm{E}\mathrm{E}\epsilon_{53}\mathrm{E}50\mathrm{s}6\mathrm{E}6\Rightarrow_{1}\not\in 3330_{5}\mathrm{E}3155\mathrm{E}535\pi 36065350\mathrm{s}50565$
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(a) 残差ノルム $\mathrm{v}\mathrm{s}$ . 計算時間 (b) $\epsilon$ �. 計算時間

図 3 数値例 2: 残差ノルムと $\epsilon$ の計算時間に対する変化の様子 ($Dh=2^{-2}$ , 漸化式 (14) の反復
3 回目), $\mathrm{A}:$ GMRES(20), $\mathrm{B}$ :GMRES $(\leq 20),$ $\mathrm{C}:\mathrm{B}\mathrm{C}$-GMRES $(\leq 20)$

10 であるときを除くと, BC-GMRES $(\leq m_{\max})$ 法は GMRES( $\leq$ mm一法と比べてその計算時間
は 50%以下に短縮されている. ここで, 式 (14) の反復回数が 3 回目の場合について, 連立 1 次
方程式 (15) を解いたときの計算時間に対する残差ノルムと BC-GMRES $(\leq m_{\max})$ 法の $\epsilon$ の振舞
を図 3 に示す. BC-GMRES(20) 法では 100秒足らすで残差ノルムが収束しているが, 残りの 2
つの算法ではとちらも 300秒近く計算時間がかかっている. そこで, リスタート周期の内訳を表

3 に示す, ただし, 一度も出現しなかったリスタート周期の値は表示していない. GMRES$(\leq 20)$

法では, リスタート周期が 20 未満でリスタートが行われたのは 48 回中 10 回だけであり, 零点

分布によるリスタートが必すしも有効に作用していない. 従って, このことが原因で残差ノルム
の収束の振舞が GMRES(20) 法と同じになったと考えられる. $\epsilon$ に関しては, 反復の途中で動的
に変化しているおり, ユーザが適切に設定する必要のないことを確認できる. また, この例でも
BC-GMRES(\leq mm。x)法の mm。x が 20 のときはいすれもリスタート周期が $m_{\max}$ まで使われる
ことはなく, リスタート周期は 12 までしか使われていないことが表 3 から確認できる. 従って,

この例でも BC-GMRES$(\leq m_{\max})$法のリスタート周期の取り得る範囲は, GMRES$(\leq m_{\max})$ 法
のそれよりも狭く, リスタート周期が $m_{maa}$ になる回数も少ない.
次に, $Dh$ の値を変化させて $Dh=2^{-2}$ の場合と同様の計算を行った. 表 4 には, 反復終了条件
の式 (16) を満たすまでにかかった式 (14) の反復回数と計算時間を示す. ただし , 式 (14) の計算時
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間は, 式 (14) を計算する際にかかった連立 1 次方程式 (15) の計算時間の合計値として示す. 例え
ば反復回m$ 3 回の揚合, 式 (14) によって行われた反復回数が 3 回という意味なので, 連立 1 次方

程式 (15) が 3 回解かれたことになる. 従って, この場合は連立 1 次方程式 (15) を 3 回解くのに要
した合計の計算時間を掲載している. $Dh$ を別の値に変化させた場合でも BC-GMRES $(\leq m_{\max})$法

は有効に作用していることを確認できる. GMRES $(\leq m_{maa})$ 法と BC-GMRES$(\leq m_{\max})$法を比較

したとき, 計算時間は $Dh=2^{-5},$ $m_{\max}=10$ の場合で同じ, $Dh=2^{-4},$ $m_{\max}=10$ の場合では

10%程度 BC-GMRES $(\leq m_{\max})$ 法は余分にかかっている. しかし, それ以外の場合ではすべて BC-
GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の方が計算時間は少なく, 特に $m_{\max}$ が 10 以外のとき GMRES $(\leq m_{\max})$

法の計算時間の半分程度に短縮されている. 従って, 総合的に見ると, $\mathrm{B}\mathrm{C}- \mathrm{G}\mathrm{M}\mathrm{R}\mathrm{E}\mathrm{S}(\leq m_{\max})$ 法

の方が GMRES $(\leq m_{ma},)$ 法よりも性能が良いといえる.

5 結論

本稿では BC-GMRES(\leq mm。a) 法を提案した. このように, 複数の基準からリスタートを行う
ことの長所は, 1 つの基準からリスタートを行えなくとも, 別の基準からリスタートを行えること
である. 5 章の数値実験の結果から, 偏微分方程式の境界値問題を離散化して得られる連立 1 次方
程式を解く場合について, BC-GMRES$(\leq m_{\max})$ 法の GMRES$(\leq m_{\max})$ 法と GMRES(m) 法に

対する有効性を確認できた. 従って, GMRES$(\leq m_{\max})$ 法のリスタート周期の決定は零点分布だ
けではなく, 残差ノルムの収束状況からも判断することが望ましい.
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