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1 はじめに

近年, 市場経済のグローバル化や IT革命が進展する中で, 経営戦略上重要な事業を持ち
株会社のもとに整理統合する一方, コア事業に関連ないものは完全分離してしまうといっ
た事業の選択と集中による経営効率の改善が進んでいる. また, 企業間においても, 提携,
統合や合併といった企業再編が加速している. これらの状況を数理的に解析する手段とし
て, ゲーム理論, 特に協カゲーム理論の有用性が高まっている.
従来の協カゲーム (提携形ゲーム) では, その基礎となる提携として, プレイヤー集合の

任意の部分集合が許容される, すなわち任意の提携が実現可能であると仮定することが多
い [1]. L,かしながら, 実際には提携として許容されない部分集合が存在する. このような
状況を分析し, より実社会に即したゲーム理論を構築するために, 提携に制限のある協力
ゲームの研究が進められている. Myerson は, ネットワークを用いて提携の実現可能性を
表現し, それを基に与えられた提携形ゲームを修正することにより, プレイヤー間での合
理的な利得配分の方法を考察した $[2][3]$ . Bilbao らはさらに一般的に, 許容される提携の集
合を実現可能提携システム (Feasible Coalition $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}:\mathrm{F}\mathrm{C}\mathrm{S}$ ) と定義し, FCS に基づく制限
ゲームを導入している $[4][5]$ . この際, FCS の特別なクラスである分割システム (Partition
$\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}:\mathrm{P}\mathrm{S})$ に対しては, 制限ゲームを簡明に定義できることを示している. さらに, 分割
システムに条件を付加した交差システム (Intersecting System:IS) に対し, 元のゲームの凸
性が制限ゲームへと継承されることを証明した.
これまでの制限ゲームでは, 各提携は実現可能であるか不可能であるかのどちらかてあっ

た. しかし, 実社会では実現しやすい提携と実現しにくい提携というように, 提携に実現
可能性の程度を考える場合が存在する. 然るに, 今日ゲーム理論の研究において, 提携に
実現可能性の程度を考慮した取り扱いはほとんど考えられていない. よって, 提携に実現
可能性の程度を考慮した制限ゲームが必要になってくると思われる.
本研究では, 提携の実現可能性の程度を数値化した提携の実現可能度を表現する関数 $f$

を定義する. これまでの制限ゲームにおいて, 提携 $S$ が実現可能である場合を $f(S)=1$
とし, 実現不可能である場合を $f(S)=0$ と考える. っまり, $f$ を関数 $f$ : $2^{N}arrow\{0,1\}$ と
表現する. そして, この値域を区間 $[0, 1]$ に拡張することにより, 提携に実現可能性の程
度を考慮する. この提携の実現可能度 $f$ を用いて, Bibao らによる実現可能提携システム
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FCS を提携の実現可能度の程度を考慮した実現可能提携システム (graded feasible coalition
system:GFCS) へと拡張し, 通常の提携形ゲームから GFCS による制限ゲームを導入する.
また, この GFCS に従来の分割システムを特徴付ける条件の一般化を付加して得られる,

提携の実現可能性の程度を考慮した分割システム (Graded Partition System:GPS) を定義

する. さらに, GPS の特別なクラスとして, 従来の交差システムの一般化である提携に実
現可能性の程度を考慮した交差システム (Graded Intersecting $\mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{m}:\mathrm{G}\mathrm{I}\mathrm{S}$) を考え, GIS に
対しては元のゲームの凸性が継承されることを示す,

2 GFCS による制限ゲーム
プレイヤー集合を $N=$ $\{1,2, \ldots, n\}$ とし, 譲渡可能効用を持つ提携形ゲームの特性関数

を $v(\emptyset)=0$ であるような実数値関数 $v$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$ とする. また, 提携 $S$ は $N$ の任意の部

分集合とし, 各提携 $S$ には実現可能性の程度を数値化した f(S)(実現可能度 :degree of
feasibility) が付加されているものとする. Bilbao らの実現可能提携システムでは, 提携 $S$

が実現可能か否かのみ考えられていた. つまり, $f$ (S) は提携 $S$が実現可能であるときは 1
に, 実現可能でないときは 0 としていた. GFCS ではこれを区間 $[0, 1]$ に拡張する. 以下,

元のゲームの特性関数 $v$ は優加法的であるとする.

定義 1GFCSはプレイヤー集合 $N$ と提携 $S\subseteq N$ の実現可能度 $f$ (S) を表わす関数 $f$ : $2^{N}arrow$

$[0,1]$ め組 $(N, f)$ である. ただし, この $f$ (S) は以下の特性を満たすものとする.

$f(\emptyset)=1,$ $f(\{i\})=1\forall i\in N$ (1)

提携 $S$ の実現可能度 $f$ (S) が実現可能レベルと呼ばれる定数 $h\in[0,1]$ 以上になる, つ

まり $f(S)\geq h$ を満たす提携 $S$ のみ実現可能であると考えれば, $h$ を 1 つ固定するごとに

Bilbao らの実現可能提携システムが得られる. この実現可能レベル $h$ 以上の実現可能な提

携 $S$ の集合を $F(h)=\{S\subseteq N|f(S)\geq h\}$ と表記する. また, $S$ の部分集合の族 $\{T_{k}\}_{k\in K}$

は $T_{k}\cap T_{k},$ $=\emptyset(k, k’\in K, k\neq k’)$ と $S= \bigcup_{k\in K}T$k を満たすとき, 提携 $S$ の分害|Jであるとい

う. そして, 提携 $S\underline{\subseteq}N$ の $F$ (h) に属する要素によるすべての分割の集合を $P_{F(h)}(S)$ とす

る. また, $F$ (h) に属する極大な提携 $S$ の部分集合の族を� F$(h)(S)$ とする.

定義 2(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ はゲームとする. 実現可能レベル $h\in[0,1]$ が与えられ

たとき, $f$で制限されるゲーム $(N, v_{h}^{f})$ の特性関数 $v_{h}^{f}$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$は以下のように定義される.

$v_{h}^{f}(S)= \max${ $\sum_{j\in J}v$
(7j) :{Tj}j $\in J$

$\in$ PF(h)(S$)$ }.

定義 2 で与えられた $v_{h}^{f}$ と基本ゲームにおける $v$ (S) の間には当然, 以下のような関係が
成立する.

$v_{0}^{f}(S)$ $=$ $v$ (S)
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また, 提携 $S$ と GFCS(N, $f$ ) を固定し, 特性関数 $v_{h}^{f}$ (S) を $h$ の関数と見ると, 以下の性
質を満たす 提携 $S$ が有限であるため, 実現可能度 $f$ (S) の値を小さい順に並べたものを
$h_{0}=0<h_{1}<\cdot\cdot 1<h_{l-1}<h_{l}=1$ とする.

定理 1(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ はゲームとする. また, 提携 $S\subseteq N$ とする. GFCS に
よる制限ゲーム $(N, v_{h}^{f})$ の特性関数 $v_{h}^{f}$ (S) は実現可能レベル $h$ lこ関して, 左半連続で単調非
増加な階段関数である.

証明 今, $S,$ $f$ を固定して考える. $h,$ $h’\in[0,1],$ $h>h’$ とすると, $F$ (h) の定義より, $F(h)\subseteq$

$F$ (h’) が成り立つ. 従って, $P_{F(h)}(S)\subseteq P_{F(h’)}(S)$ も同様に成り立つ. よって, 定義 2 より
$v_{h}^{f}(S)\leq v_{h}^{f},(S)$ である. すなわち, $v_{h}^{f}$ (S) は $h$ に関し単調非増カ Dである. 次に, $h_{j}<h_{j+1}$

となる $h_{j},$ $h_{j+1}$ に対し, すべての $h\in(h_{j}, h_{j+1}]$ に対し, $P_{F(h)}(S)$ は明らかに同一であるか
ら, 区間 $(h_{j}, h_{j+1}]$ において $v_{h}^{f}$ (S.) は定数となる. すなわち, $v_{h}^{f}$ (S) は $h$ こ関する左半連続
な階段関数である. 口

次に, 実現可能度 $f$ で制限された $v_{h}^{f}$ (S) を $h$ lこ関して統合することを考える. ここでは
以下の 2通りで統合するものとする.

定義 3(N, $f$ ) は GFので, $(N, v)$ はゲームとする. 特性関数 $v$ を実現可能度 $f$ の下で, 実
現可能]/ベル $h$ lこ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$

$v$

^ $f$ はそれぞれ次のように定義される.

$\circ\overline{v}f(S)=\sum_{j=1}^{l}$ (hj-hj-1) $v_{h_{j}}^{f}(S)$

$\mathrm{o}\hat{v}^{f}(S)=\frac{1}{\Sigma_{j=1}^{l}h_{j}}\sum_{j=1}^{l}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(S)$

実現可能レベル $h$ こ関して統合した特性関数は上記のように定義された. このうち, 特
性関数 $\overline{v}^{f}$ は定理 1 を用いると, 以下のように表わすことができる.

$\overline{v}$f $(S)= \sum_{j=1}^{l}(hj-hj-1)v_{h_{j}}^{f}(S)=\int_{0}^{1}v$/(S)dh

この実現可能レベル $h$ こ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$ $v$̂f のうち, $\overline{v}^{f}$ については, 実現可
能レベル h}こ関して, 同じ重みで統合がなされている. また, $\hat{v}^{f}$ については, 実現可能レ
ベル $h$ tこ関して, 重みを大きくし求めている. これは, $h_{j}$ を実現確率と同様に扱い, FCS
における $F$ (hj) が確率 $h_{j}$ で実現すると考えるのと同様である. ただし, 確率とは異なり,

$\sum_{j}h_{j}=1$
ではないため, これで割っている. 以下に具体例を挙ける.

例 1 プレイヤー集合 $N=$ {1,2, 3} とし, 特性関数 $v$ と実現可能度 $f$ は以下のように表わ
されているものとする.

$f(S)=\{$
0.5 if $S=\{1,3\},$ $N$

0.2 if $S=\{2,3\}$

$v(S)=\{$
0.8 if $S=\{1,2\}$

1otherwise,

0if $|$ S$|\leq 1$

30 if $S=\{2,3\}$

48 if $S=\{1,3\}$

60 if $S=\{1,2\}$

72 if $S=N$
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定義 3 を用いて, $\overline{v}^{f},$ $v$̂f をそれぞれ求めると以下のようになる.

$\overline{v}$f $(S)=\{$

0if $|$ S $|\leq 1$

6if $S=\{2,3\}$

24 if $S=\{1,3\}\hat{v}^{f}(S)=\{$

48 if $S=\{1,2\}$

54 if $S=N$

0if $|$ S $|\leq 1$

2.4 if $S=\{2,3\}$

13.44 if $S=\{1,3\}$

36 if $S=\{1,2\}$

39.36 if $S=N$

$S=N$ における $\overline{v}^{f},$ $v$̂f は以下のようなグラフの面積として表わされる. なお, グラフ中の

数字は面積をとった回数を表わしている.

$\mathrm{v}\mathrm{L}_{1}^{1}’||1.\mathrm{i}|\mathrm{I}\mathfrak{l}\mathrm{I}11i||\mathrm{b}$

図 1: 左図 $:\overline{v}^{f}(N)$ , 右図 $:\hat{v}f(N)$ おけるグラフ

このグラフより, $\overline{v}^{f}$ (N) は実現可能レベル $h\in[0.1]$ に対して, 面積を一回すつ求めた和
として表現されている. よって, $\overline{v}^{f}$ (N) は実現可能レベル $h$ lこ関して, 平均的に求めて $\mathrm{A}1$

るといえる. また, $\hat{v}^{f}$ (N) は実現可能度 $f(\{1,2\})=0.8,$ $v(\{1,2\})=60$ により, 面積を二

回求めているところが存在する. これより, $\hat{v}^{f}$ (N) は実現可能レベル $h$ lこ関して, 重みを

大きくし求めているといえる.

次に, 提携 $S$ を固定した際の $\overline{v}^{f}$ (S), $\hat{v}^{f}$ (S) の実現可能度 $f$ に関する連続性について議論
する. 以下では, 2 つの GFCS を与える関数 $f,$ $f^{*}$ の距離を

$||f-f*||= \max_{N}|f(S)-f^{*}(S)|s\subseteq$

で与える. ます: $\overline{v}^{f}$ について以下のようなことがいえる.

命題 1(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ はゲームとする. 実現可能レベル $h$ lこ関して統合した特
性関数 $\overline{v}^{f}$ は $f$ に関して連続である.

証明 $\overline{v}^{f}$ は $f$ に関して連続であることを示す すべての $S\subseteq N$ に対して, $f^{*}(S)$ の値を小

さいものから順に並べたものを $h_{1}^{*},$ $h_{2}^{*},$

$\ldots,$
$h_{2^{n}}^{*}$ とする. ただし, ここでは値の重複を許す

ものとし, $h_{0}^{*}=0$ とする. この一般的な部分を取り出す 値の重複も許すと

. . . $h_{j-1}^{*}<h_{j}^{*}=h_{j+1}^{*}=$ .. . $=h_{j+k}^{*}<h_{j+k+1}^{*}$ . . $1$
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となっている. 今, $f$ が $f^{*}$ に十分近いものとすると, $f$ (S) の値を同様に並べたとき, 上記

に対応する部分は

. . . $h_{j-1}<h_{j}\leq h_{j+1}\leq$ . . $\leq h_{j+k}<h_{j+k+1}\ldots$

となる. つまり, $h_{j-1}$ と $h_{j},$ $h_{j+k}$ と $h_{j+k+1}$ の間の大小関係は変化しない. さらに, $farrow f^{*}$

のとき,

$h_{j+l}arrow h;$ $=$ .. . $=h_{j+k}^{*}(l=0, \ldots, k)$ (2)

となることに注意する. また, 定義 3 より, $\overline{v}^{f^{*}},$ $v$-f は以下のように表現される.

$\overline{v}f*(S)$ $= \sum_{m=1}^{2^{n}}(h_{m}^{*}-h_{m-1}^{*})v_{h^{*}}^{f^{**}}(S)$

$\overline{v}$f(S) $= \sum_{m=1}^{2^{n}}(h_{m}-h_{m-1})v_{h_{m}}^{f}(S)$

であるが, 上の和のうち $h_{j-1}$ から $h_{j+k}$ に関する部分を取り出すと, それぞれ

$(h_{j}^{*}-h_{j-1}^{*})v_{h_{j}^{*}}^{f^{*}}(S)$ (3)

$(h_{j}-h_{j-1})v_{h_{j}}^{f}(S)+(hj+1-h_{\sqrt}j)v_{h_{j+1}}^{f}(S)+\ldots+(hj+k-hj+k$-� vhfj+’(S) (4)

$\not\in\backslash \text{意_{}\backslash }\mathrm{B}^{\rangle}.\check{\mathrm{b}},\text{式}(4)\text{の}\mathrm{f}\mathrm{F}t\mathrm{h}\text{式}(3)\mathfrak{l}_{\vec{\mathrm{c}}\grave{\mathrm{J}}}\mathrm{E}.\supset.<$ .
$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{の_{}\mathfrak{t}1}\Re \text{分}|^{arrow\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\text{し^{}-}\tau\not\in \mathrm{n}\frac{j}{-}\text{しと}\mathrm{B}\mathrm{a}\mathrm{A}}:_{\overline{\mathrm{x}}\text{るのて^{}\backslash }}}\text{と}f\mathrm{X}\text{る_{}\check{}}^{-C^{\backslash },F^{*}(h_{j}^{*})=F(h_{j})|^{_{\theta}^{\backslash }}\mathrm{f}\mathrm{f}\text{意すると},v_{h^{*}}^{f^{*}}.(S)=v_{h}^{f}(S)\text{て^{}\backslash }\text{ある}\not\in \text{って}}\backslash .$

)

$\backslash \backslash \backslash \theta/,$

,
$\text{式}(2)\text{の}farrow f^{*}$

のとき, $\hat{v}^{f}(S)arrow\hat{v}^{f^{\mathrm{r}}}$ (S) となることが示された. 口

次に, $\hat{v}^{f}$ について以下のようなことがいえる.

命題 2(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ はゲームとする. 実現可能度 $f^{*}$ が提携 $S$ に対して, 値

1 をとるのは式 (1) の場合のみでかつ他の場合は相異なる値を持つとき, 実現可能レベル $h$

に関して統合した特性関数値 $\hat{v}^{f}(S)$ は $f^{*}$ において, $f$ に関して連続である.

証明 実現可能度 $f^{*}$ が提携 $S$ に対して, 命題の条件を満たすとき, $\hat{v}^{f}$ は $f$ に関して連続
であることを示す すべての $S\subseteq N$ に対して, 式 (1) 以外の $f^{*}(S)$ の値を小さいものから
j頃に並べたものを $h_{1}^{*},$ $h_{2}^{*},$

$\ldots,$
$h_{l-1}^{*}$ とする. ただし, $h_{0}^{*}=0,$ $h_{l}^{*}=1$ とする. $f^{*}$ が提携 $S$ に

対して異なる値を持つため,

$0=h_{0}^{*}\leq h_{1}^{*}<h_{2}^{*}<\ldots<h_{l-1}^{*}<h_{l}^{*}=1$

となっている. 今, $f$ が $f^{*}$ に十分近いものとすると,. $f$ (S) の値を同様に並べたとき, $h_{j}<$

$h_{j+1}$ ($j=0,$ $\ldots,$
$l$ -l) の大小関係は変化しないため,

$0=h_{0}<h_{1}<h_{2}<.$ . . $<hl-1<h\iota=1$

となる. $farrow f^{*}$ のとき,

$h_{j}arrow h_{j}^{*}j=1,$ $\ldots,$
$l$ (5)
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となることに注意する. また, 定義 3 より, $\hat{v}^{f}$*, $\hat{v}^{j}$ は以下のように表現される.

$\hat{v}^{f^{*}}(S)$ $=$ $\frac{1}{\Sigma_{j=1}^{l}h_{j}^{*}}\sum_{j=1}^{l}h_{j}^{*}v_{h_{j}^{*}}^{f^{*}}(S)$ (6)

$\hat{v}$f(S) $=$ $\frac{1}{\Sigma_{j=1}^{l}h_{j}}\sum_{j=1}^{l}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(S)$ (7)

ここで, $F^{*}(h_{j}^{*})=F(h_{j})(j=1, \ldots, l)$ iこ注意すると, $v_{h_{j}^{\mathrm{r}}}^{f^{*}}(S)=v_{h_{j}}^{f}$ (S) である. 従って, 式

(5) の注意から, 式 (7) の値は式 (6) に近づく. よって, $farrow f^{*}$ のとき, $\hat{v}^{f}(S)arrow\hat{v}^{f}$*(S) と

なることが示された. 口

注意 1 上の命題で, $f^{*}(S)$ の値が 1 となるのは式 (1) の場合で, 他の場合は値がすべて相

異なるという条件は本質的である. 実際以下の例を見れば, 一般的に実現可能レベル $h$ こ

関して統合した特性関数 $\hat{v}^{f}$ における $f$ に対する連続性が保証されないことは明らかであ
る. なお, $f^{*}(S)=0$ となる $S$ が複数個存在しても命題が成り立つことは証明を少し変形
すればよいので明らかである.

例 2 プレイヤー集合 $N=$ {1,2, 3, 4} とし, 十分小さい正の数 $\epsilon$ に対し, 特性関数 $v$ と実

現可能度 $f^{\epsilon},$ $f^{*}$ は以下のように表わされているものとする.

$f^{\epsilon}(S)=\{$ $0.5+\epsilon$ if $|$ S$|=3$ $f^{*}(S)=\{\begin{array}{l}0.5\mathrm{i}\mathrm{f}S=N,|S|=3\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\end{array}$

$0.5-\epsilon$ if

$S=N1$
$S$

$v(S)=\{$

otherwis$\mathrm{e}$ ,

0if $|$ S$|\leq 1$

20 if $|$ S$|=2$

60 if $|$ S$|=3$

72 if $S=N$.

今, $f^{\epsilon}arrow f^{*}$ , つまり $\epsilonarrow 0$ のとき, $\lim_{\epsilonarrow 0}v$

^ $f$ (S) と $\hat{v}^{f}$*(S) の値を比較し, $\hat{v}^{f}$ (S) は $f$ に関し

て連続であるとは限らないことを示す ます, $\hat{v}^{f}$*(S) は以下のようになる.

$\hat{v}^{f^{*}}(S)=\{$

0if $|$ S $|\leq 1$

20 if $|$ S $|=2$

33.33 if $|$ S $|=3$

49.33 if $S=N$

次に, $\lim_{\text{\’{e}}arrow 0}v$

^

$f^{e}(S)$ は以下のようになる.

$\lim_{\epsilonarrow 0}\hat{v}^{f^{\epsilon}}(S)$ $=$ $\{$

0if$|$ S $|\leq 1$

20 if $|$ S$|=2$

$\lim_{\epsilonarrow 0}0.5-\epsilon \mathrm{x}60+0.5+\epsilon \mathrm{x}60+20$ if $|$ S $|=3$
$\lim_{arrow 0}0.5-(\begin{array}{l}0.5-\epsilon 7\end{array})(0.5-\epsilon)+(0.5+\epsilon)+1\epsilon \mathrm{x}2+\cdot 5+\epsilon \mathrm{x}60+20+0.5+)+1$ if $S=N$

$=$ $\{$

0if $|$ S $|\leq 1$

20 if $|$ S$|=2$

40 if $|$ S $|=3$

43 if $S=N$
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これより, $\lim_{\epsilonarrow 0}v$̂

f $\epsilon(S)\neq\hat{v}^{f}$ *(S) である. すなわち, $S$ を固定した場合の $\hat{v}^{f}$ (S) は $f$ に関し

て連続であるとは限らない.

次に, 優加法性について議論する. ゲームが優加法的である, つまり式

$S,$ $T\subseteq N,$ $S\cap T=\emptyset\Rightarrow v(S)+v(T)$ $\leq v(S\cup T)$ (8)

を満たしている. GFCS の下での制限ゲームは元ゲー\Deltaに関わらす,- 優加法的である.

命題 3(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ はゲームとする. 実現可能度 $f$ で制限される $v_{h}^{f}$ を実現
可能レベル $h$ こ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$ $v$

^ $f$ は優加法的である.

証明 ます, $v_{h}^{f}$ における優加法性について議論する. $S,$ $T\subseteq N,$ $S\cap T=\emptyset$ とする. $\{S_{j}\}_{j\in J}\in$

$P_{F(h)}(S),$ $\{T_{k}\}_{k\in K}\in P_{F(}$h)(T) ならば, $\{S_{j}, T_{k}\}_{j\in J,k\in K}\in P_{F(h)}(S\cup T)$ である. これより,
以下のような式が成立する.

$v_{h}^{f}(S\cup T)$ $= \max${ $\sum_{l\in L}v$
(Rl): $\{R_{l}\}_{l\in L}\in P_{F(h)}(S\cup T)$ }

$\geq$

$\max\{\sum_{j\in J}v(Sj)+\sum_{k\in K}v(T_{k}) : \{S_{j}\}_{j\in J}\in P_{F(h)}(S), \{T_{k}\}_{k\in K}\in P_{F(h)}(T)\}$

$= \max${ $\sum_{j\in J}v$
(Sj): $\{S_{j}\}_{j\in J}\in P_{F(h)}(S)$ } $+ \max${ $\sum_{k\in K}v$

(7o) : $\{T_{k}$ }$k\in K\in P_{F(h)}(T)$}

$=$ $v_{h}^{f}(S)+v_{h}^{f}(T)$ (9)

これより, $v_{h}^{f}$ は優加法的である. ます 2 式 (9) より以下の式がいえる.

$\overline{v}$f $(S)+\overline{v}^{f}(T)$ $=$ $\int_{0}^{1}v_{h}^{f}(S)dh+\int_{0}^{1}v_{h}^{f}$ (T)dh

$=$ $\int_{0}^{1}\{v_{h}^{f}(S)+v_{h}^{f}(T)\}dh$

$\leq$ $\int_{0}^{1}v_{h}^{f}(S\cup T)dh$

$=$ $\overline{v}$f $(S\cup T)$

よって, $\overline{v}^{f}$ は優加法的である.
次に, $\hat{v}^{f}$ が優加法的であることを証明する.

$\hat{v}^{f}(S)+\hat{v}^{f}(T)$ $=$ $\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(S)+\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(T)$

$=$ $\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\{\sum_{j}h_{j}v_{h_{\mathrm{j}}}^{f}(S)+\sum_{j}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(T)\}$

$=$ $\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}\{v_{h_{j}}^{f}(S)+v_{h_{\mathrm{j}}}^{f}(T)\}$

$\underline{<}\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}v_{h_{j}}^{f}(S\cup T)$

$=$ $\hat{v}^{f}(S\cup T)$

よって, $\hat{v}^{f}$ は優加法的である. $\text{口}$
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3 GPS による制限ゲー $\Delta$

GFCS(N, $f$) が与えられたとき, 実現可能レベル $h$ を固定すると得られる ($N,$ $F$ (h)) は

FCS になる. この章では, ( $N,$ $F$ (h)) が FCS の特殊なクラスである分割システム (PS) とな

る場合について論じる. まず: GFCS の定義より任意の $h\in[0,1]$ に対して, 次式が成立す

ることに注意する,
$\emptyset\in F(h),$ $\{i\}\in F(h)\forall i\in N$ (10)

定義 4GFCS(N, $f$ ) は $S\cap T\neq\emptyset$ を満たす $S,T\subseteq N$ に対し, $f(S \cup T)\geq\min$ { $f($S), $f(T)$ }
を満足するとき $GPS$であるといわれる.

この GPS と従来の分割システムの関係は以下のような命題で示すことができる.

命題 4GFCS(N, $f$ ) が $GPS$になるための必要十分条件は任意の実現可能レベル $h\in[0,1]$

に対して, ($N,$ $F$ (h)) が通常の意味での分割システムになること, つまり式 (10) に注意す

れば, 任意の $h$ lこ対し, 以下のような関係が成り立つことである.

$S,$ $T\in F(h),$ $S\cap T\neq\emptyset\Rightarrow S\cup T\in F(h)$

証明 $(N, f)$ を $GPS$ とする. $h\in[0,1]$ とし, $S\cap T\neq\emptyset$ を満たす $S,T\subseteq N$ にお $4\backslash$で,

$S,$ $T\in F$(h) であると仮定する. これより, $f(S)\geq h,$ $f(T)\geq h$ が成り立ち , よって $GPS$

の定義から $f(S\cup T)\geq h$ である. よって, $S\cup T\in F$ (h) が成り立つ.

次に逆証明をする. 任意の屓こ対して, $F$ (h) が分割システムであると仮定する. このとき,

$S\cap T\neq\emptyset$ を満たす $S,$ $T\subseteq N$ に対し, $f(S) \geq\min${ $f($S), $f($T)}, $f(T) \geq\min${$f($S), $f(T)$ }
より, $S,$ $T\in F$ ($\min\{f$ (S), $f($T)}) であるから, $S\cup T\in F$ ($\min\{f($S), $f($T)}) である. よっ

て, $f(S \cup T)\geq\min$ { $f($S), $f($T)} が成立する. 口

命題 4 より, 任意の実現可能レベル $h\in[0,1]$ に対して, ( $N,$ $F$ (h)) が通常の意味での分
割システムになる. これより, Bilbao ら [4] の分割システムより, GPS で制限されたゲー
$\text{ム}$は以下の様に簡明に表現できる.

定理 2(N, $f$ ) は $GPS$で, $(N, v)$ はゲームとする. 実現可能レベル $h\in[0,1]$ が与えられた

とき, $f$ で制限されるゲーム $(N, v_{h}^{f})$ の特性関数 $v_{h}^{f}$ : $2^{N}arrow \mathrm{R}$は以下のように表わされる.

$v_{h}^{f}(S)= \sum_{T\in\Pi_{F(h)}(S)}v(T)$

4 GIS による制限ゲーム
一般的に制限ゲームにおいて, 凸性は継承されない. そこで, この章では前章で導入し

た GPS に, さらに条件を加えた GIS という制限システムを導入し, GIS の下では凸性が
継承されることを示す. ます-. 繰り返しになるが, GFCS の定義から任意の $h\in[0,1]$ に対

して, 次式が成立する.
$\emptyset\in F(h),$ $\{i\}\in F(h)\forall i\in N$ (11)
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定義 5GFCS(N, $f$ ) は $S\cap T\neq\emptyset$ を満たす任意の $S,$ $T\subseteq N$ に対し, 条件

$f(S\cup T),$ $f(S\cap T)\geq$ 面$\mathrm{n}\{f(S), f(T)\}$

が満足されるとき, $GIS$であるといわれる.

この GIS と従来の交差システムの関係は以下のような命題で示すことができる.

命題 5GFCS(N, $f$ ) が $GIS$になるための必要十分条件は, 任意の実現可能レベル $h\in[0,1]$

に対して, ($N,$ $F$ (h)) が通常の意味での交差システム, つまり式 (垣) に注意すると, 任意
の $h$ こ対し, 以下のような関係が成り立つことである.

$S,$ $T\in F(h),$ $S\cap T\neq\emptyset\Rightarrow S\cup T,$ $S\cap T\in F(h)$

証明 命題 4 の証明と全く同様である. 口

通常の交差システムにおける結果を用いると, 通常ゲー $\text{ム}$が凸である, つまり

$v(S)+v(T)$ $\leq$ $v(S\cap T)$ $+v(S \cup T)$ (12)

であるとき, 任意の実現可能レベル $h\in[0,1]$ に対して, ($N,$ $F$ (h)) が通常の意味での交差
システムになる. これより, Bilbao ら [4] の交差システムの定義 5 より直ちに

$v_{h}^{f}(S)+v_{h}^{f}(T)\leq v_{h}^{f}(S\cup T)+v_{h}^{f}(S\cap T)$ (13)

が成立する. 次に実現可能レベル $h$ こ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$ $v$
^ $f$ について議論する.

定理 3(N, $f$ ) は GFCSで, $(N, v)$ は凸ゲームとする. 実現可能度 $f$ で制限される $v_{h}^{f}$ を実
現可能レベル眉こ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$

$v$
^ $f$ で与えられるゲーム $(N,\overline{v}^{f}),$ (N, $\hat{v}^{f}$ ) は共

に凸ゲー $\text{ム}$ となる.

証明 ます, $\overline{v}^{f}$ については式 (13) を h}こ関して積分することにより, 以下の関係が求まる.

$\overline{v}$f $(S)+\overline{v}^{f}(T)$ $=$ $\int_{0}^{1}\{v_{h}^{f}(S)+v_{h}^{f}(T)\}dh$

$\leq$ $\int_{0}^{1}\{v_{h}^{f}(S\cup T)+v_{h}^{f}(S\cap T)\}dh$

$=$ $\overline{v}^{f}(S\cup T)+\overline{v}^{f}(S\cap T)S,$ $T\subseteq N$

これより, $(N,\overline{v}^{f})$ は凸ゲームとなる.
次に, $\hat{v}^{f}$ についても以下の関係が求まる.

$\hat{v}^{f}(S)+\hat{v}^{f}(T)$ $\leq$ $\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}\{v_{h_{\mathrm{j}}}^{f}(S)+v_{h_{j}}^{f}(T)\}$

$\leq$ $\frac{1}{\Sigma_{j}h_{j}}\sum_{j}h_{j}\{v_{h_{j}}^{f}(S\cup T)+v_{h_{j}}^{f}(S\cap T)\}$

$=$ $\hat{v}^{f}(S\cup T)+\hat{v}^{f}(S\cap T)S,$ $T\subseteq N$

よって, $(N,\hat{v}^{f})$ も凸ゲー $\text{ム}$ となる. 口
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以下に GIS による制限ゲームの具体例を挙げる.

例 3 プレイヤー集合 $N=$ {1,2, 3, 4} とし, 特性関数 $v$ と定義 5 を満たさない実現可能度
$f$ (S) は以下のように表わされているものとする.

if $5=\{1,3\}$

if $S=\{1,2\}$

if $S=\{1,2,3\}v(S)=10(|S|-1)$ .
if $S=\{2,3\}$

otherwise,

通常ゲーム $(N, v)$ は凸である. これは全ての提携に対して, 凸の条件式である式 (12) が満
たされることにより, 容易にわかる. しかしながら, $(N, f)$ は以下の式のように, $GIS$ に

なる条件式 $f(S\cup T),$ $f(S \cap T)\geq\min$ {$f($S), $f($T)} を満たさない.

$f( \{1,2\})=0.6\not\geq 0.7=\min\{f(\{1,2,3\}), f(\{1,2,4\})\}$

これより, $f$で制限される $v_{h}^{f}$ を $h$ lこ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$ $v$
^ $f$ で与えられる $(N,\overline{v}^{f}))$ (N, $\hat{v}^{f}$ )

は凸ゲームにならない反例を挙げる. ます, $\overline{v}^{f}$ は以下の式により, 凸性を継承しないとい

える.

$\overline{v}$f $(1, 2, 3)+\overline{v}$ f $(1, 3, 4)=15+20=35$

$>$ $34=4+30=\overline{v}$f $(1, 3)+\overline{v}$f(N)

次に, $\hat{v}^{f}$ は以下の式により, 凸性を継承しないといえる.

$\mathrm{i}^{\mathrm{j}}(1,2,3)+$ if $(1, 3, 4)=12+20=32$

$>$ 31.14 $=1.14+30=\hat{v}^{\mathrm{j}}(1,3)+\hat{v}^{f}(N)$

よって, $(N, f)$ が $GIS$になる条件式を満たさないとき, $f$ で制限されたゲームは凸ゲーム
とならない.
次に, 特性関数を上記のゲームと同様にし, 定義 5 を満たす $GIS$で制限されたゲームに

ついて考える.

$f(S)=\{$

0.6 if $5=\{1,2\},$ $\{1,3\},$ $\{1,2,3\}$

0.8 if $S=\{2,3\}$

1 otherwise,

$f$ で制限される $v_{h}^{f}$ を $h$ lこ関して統合した特性関数 $\overline{v}^{f},$ $v$̂f は以下の式により, 凸性を継承す

るといえる.

$\overline{v}^{f}(S)=\{\begin{array}{l}0\mathrm{i}\mathrm{f}|S|\leq 16\mathrm{i}\mathrm{f}S=\{1,2\},\{1,3\}8\mathrm{i}\mathrm{f}S=\{2,3\}10\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{e}\hat{v}^{f}(S)=\mathrm{l}4\mathrm{i}\mathrm{f}S=\{1,2,3\}20\mathrm{i}\mathrm{f}S=\{1,3,4\},\{1,2,4\},\{2,3,4\}30\mathrm{i}\mathrm{f}S=N\end{array}$

0 if $|$ sl $\leq 1$

2.5 if $S=\{1,2\},$ $\{1,3\}$

3.33 if $S=\{2,3\}$

8.33 if $S=\{1,2,3\}$

10 otherwise
20 if $S=\{1,3,4\},$ $\{1,2,4\},$ $\{2,3,4\}$

[ $30$ $\mathrm{i}$f $S=N$
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5 おわりに

本研究では, Bilbao らによる実現可能提携システム FCS を提携の実現可能性の程度を
考慮できるように一般化された GFCS へと拡張し, このシステムによる制限ゲームの特性
関数を定義し, その性質を調べた. この特性関数は GFCS から実現可能レベルに依存した
FCS を考え, それに対して得られる制限ゲームを実現可能レベルに関して統合することに
より求めた.
さらに, GFCS の特別な場合である GPS を考え, GPS の下での制限ゲームに対しては,

制限ゲームの特性関数がより簡明に求められることを示した. 最後に, GPS にさらに条件
を付加した GIS を導入し, GIS の下での制限ゲームが元のゲームの凸性を継承することを
示し $.-$ .
今後の課題として, 提携の実現可能性の程度を考慮した実現可能提携システムによる制
限ゲームの特性関数を, GFCS(N, $f$ ) から直接的に定義することが考えられる.

$\tilde{v}^{f}(S)$

$= \max\{g(\{T_{k}\}_{k\in K})\sum_{k\in K}v(T_{k}) : \{T_{k}\}_{k\in K}\in P(S)\}$

$\acute{v}^{f}(S)$

$= \max\{\sum_{k\in K}f(T_{k})v(T_{k}) : \{T_{k}\}_{k\in K}\in P(S)\}$

ここで, $P$ (S) は提携 $S$ の分割全体の集合とする. また, 提携 $S$ の分割 $\{T_{j}\}_{j\in J}$ の実現可能
度を以下のように定義する.

$g(\{T_{j}\}_{j\in J})=!\in J\mathrm{i}\mathrm{n}f(T_{j}$

この特性関数 $\tilde{v}^{f}$ , $\acute{v}^{f}$ の性質として, $f$ に関する連続性はいえる. また, 元のゲームが凸て
ある場合, これらの制限ゲームにおいて凸性が継承されるような GFCS の特別なクラスを
特徴付けることが考えられる.
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