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1 Symbolic representation

力学系の構造をどのように表現したら良いのか ? というのは一つの問
題ではあるが, 今のところ, 記号力学系に対応させる, というのが, 標
準的であると同時に, ほとんど唯一の方法と言えるかもしれない.
記号力学系によって, その構造が見事に表現できた例としては, Axiom A
微分同相写像と 1 次元写像の 2つが挙げられる. Axiom A 微分同相写像
はマルコフ分割を持ち, それによって non-wandering set 上の dynamics
は, finite type subshift と有限対 1 の対応を持つ. 1 次元の multi-modal
map に関しては, critical point で区間を分割することにより orbit の
itinerary representation が得られ, wandering interval や sink の basin
などの部分を除けば, 力学系的に重要な部分の構造は, 基本的には記号
力学系によって表現される [dMvS].
2次元以上であって, さらに uniformly hyperbolic ではない微分同相写
像ではとうなのか ? ということが大きな問題となる. これについては,

特に H\’enon map を中心として, いくつかの試みがなされている [BW],
[CGP], [CP], $[\mathrm{d}\mathrm{C}],$ $[\mathrm{G}\mathrm{K}]$ , [GKM], [SDM]. 特に horseshoe map ではない
場合の, 軌道構造の記号力学系による表現については, 次のような結果
が挙けられる.

$\circ$ Davis-MacKay-Sannaani[DMS] では, 面積保存の H\’enon map が,

horseshoe とはならないような, いくつかのパラメーター区間におい
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て hyperbolic structure を持ち, その dynamics が Markov shift に
よって完全に記述できるということが示されている. その議論は数学
的な証明ではないが, 安定多様体と不安定多様体の configuration に
基づいた, hyperbolicity を持つためのメカニズムが提案され, それ
によって得られるマルコフ分割から計算される周期点の数と Biham-
Wenzel の方法によって計算される周期点の数が周期 20 まで完全
に一致するという, 極めて確実性が高いと思われる証拠を提示して
いる.

$\bullet$ Wang-Young は, H\’enon type map が 1 次元写像に十分に近い時,

positive measure のパラメーター値において, non-uniformly hyper-
bolic attractor を持ち, さらにその上において, subshift による有
限対 1 の symbolic 表現が可能であることを示した [WY].

$\bullet$ Lozi map に関しては, 石井豊氏が数学的に厳密な “pruning ffont
theory” を構築し, dynamics の完全な symbolic representation を
与えた [Ish]

なお, これら以外の H\’enon map に関する多く結果については [S] 参照.
一般に, H\’enon map あるいは H\’enon type map に関して symbolic な表
現を与えることは非常に困難である. その主な理由としては, hyperbolic
ではない場合, 安定多様休と不安定多様体が複雑に絡みあい, いたると
ころに homoclinic tangency かあるいはそれに非常に近い状態が現れる
からである.
もう一 $\vee\supset$異なるタイプの困難は, いわゆる KAM region に現れる. 面積
保存の H\’enon map は, 広い範囲のパラメーター値で楕円型周期点を持
ち, その回りでは invariant circle が収束している. このような状況は,

symbolic 表現可能性とは相容れないように思われる.
ここでの目的は, まさにそのことを示すことである. 主定理を述べるた
めに, いくつかの定義をしておこう.

Definition 1(1) $\Sigma_{k}=$ $\{0, \cdot.1, k-1\}^{\mathrm{Z}}$ とする. すなわち $\Sigma_{k}$ は k-
symbol の両側無限列全休である. その位相は離散位相の積であり,
従って Tychonoffの定理より $\Sigma_{k}$ はコンパクトになる.
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(2) Shifl map $\sigma$ : $\Sigma_{k}arrow\Sigma_{k}$ を $\sigma(x)_{i}=x_{i+1}$ と決める. ここで, $x=$

$(x_{i})\in\Sigma_{k}$ である.

(3) \sigma -不変な $\Sigma_{k}$ の閉部分集合 $\Lambda$ に $\sigma$ を制限したもの, すなわち $\sigma$ :
$\Lambdaarrow\Lambda$ を subshifi という.

(4) $X$ をコンパクト距離空間とし, $f$ : $Xarrow X$ を位相同型写像とす
る. ある subshifl $\mathrm{A}\subset\Sigma_{k}$ と, ある連続な全射 $\pi$ : $\Lambdaarrow X$ があり
$\pi\circ\sigma=f\circ\pi$ が成り立つ時, $f$ : $Xarrow X$ は symbolic e批 ension

あるいは symbolic representation を持つという. またこの場合,
$f$ : $Xarrow X$ は $\sigma$ : $\Lambdaarrow\Lambda$ の factor であるという.

$\Lambdaarrow\sigma\Lambda$

$\pi\downarrow Xrightarrow fX\downarrow\pi$

(5) $p\in X$ に対し Orb(p) は $p$ の軌道を表す. すなわち,

$Orb(p)=\{f^{n}(p)|n\in \mathrm{Z}\}$

(6) 距離空間 $(X, d)$ の部分集合 $A_{2}B$ に対して, それらの間の距離を

$d_{H}(A, B)= \max\{\sup_{a\in A}\inf_{\in} d(a, b), \sup_{b\in B^{a}}\inf_{\in A}d(a, b)\}$

と決める. これはいわゆる部分集合のハウスドルフ距離と言われて
いるものであり, $A,$ $B$ がコンパクトの場合は, $A=B\Leftrightarrow d_{H}$(A, $B$ ) $=$

$0$ である.

次がここでの主定理である.

Theorem $f$ をコンパクト距離空間 $X$ からそれ自身への位相同型写像
とし, $p\in X$ を $f$ の周期点とする. Orb(p) の部分集合ではない f-不変
な閉集合の列 $\{C_{i}\}$ で, $\lim_{iarrow\infty}d_{H}$ (Ci, Orb(p)) $=0$ となるものが存在す
るならば, $f$ の symbolic extension $\pi:\Lambdaarrow X$ で $\pi^{-1}$ (Orb(p)) が有限集
合となるようなものは存在しない.
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特に, この定理の状況において, 有限対 1 の symbohc extension は存在
しない. 証明は次のセクションで与える.
この定理の statement において, $\pi^{-1}$ (Orb(p)) が有限集合, という部分を
取り去ってしまうと, そのような命題は成立しない. セクション 3 では,

あるコンパクト距離空間上の位相同型写像 $f$ で, あるコンパクトな不変
集合が収束しているような不動点 $p$ を持ち, 同時に symbolic extension
を持つようなものの例を述べる. もちろん, $p$ の factor map による逆像
は無限集合である.
この定理はもともと, KAM region を持つような面積保存写像をモデル
としているものであり, 実際にそのような微分同相写像に適用すると次
のようになる. まず, Moser の定理 [M] より, もし, 平面上の面積保存
$C^{4}$-微分同相写像が楕円型周期点を持ち, そこでの固有値が 4次までの
resonance を持たず, さらに Bir肚 off normal form の第一係数が non-
zero ならば, invariant circles がその周期点に収束している. そのよう
な楕円型周期点は安定と呼ばれる. 我々の定理より,

Corollary 1 $f$ を平面上の領域 $D$ 上の面積保存 C4-微分同相写像とし,
$p\in D$ を $f$ の楕円型周期点とする. $\Omega$ は f-不変コンパクト集合で, $p$

とその回’りの non-wande加 ng points を含むようなものとする.
もし, $p$ の固有値が 4次までの oesonance を持たず, さらに Birkhoff
nomal $fom$ の第一係数が non-zero ならば, $f$ の symbolic extension
$\pi:\Lambdaarrow\Omega$ で, $\pi^{-1}$ (Orb(p)) が有限集合となるようなものは存在しない.

この coro垣 $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{y}$ を言い換えると次のようになる.

Corollary 2 $f$ を領域 $D\subset \mathrm{R}^{2}$ 上の面積保存 C4-微分同相写像とし,
$\Omega(f)$ を $D$ 上の $f$ の non-wandering set とする. もし $f|\Omega(f)$ が symbohc
e#ension を持つならば, 任意の安定な楕円型周期点の factor map$\cdot$ によ

る逆像は無限集合である.
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H\’enon map $H$ : $\mathrm{R}^{2}arrow \mathrm{R}^{2},$ $H$ : $\mathrm{C}\cdot’arrow$ C2 とは, 次の式で定義される $\mathrm{R}^{2}$

あるいは $\mathrm{C}^{2}$ の多項式自己同型写像である.

$H(x, y)=$ ( $-by$ $+$ a-x2, $x$)

H\’enon map は, non-trivial な dynamics を持つ最も単純な非線形の微分
同相写像であり, 特に horseshoe map の生成過程を含んでいる. Jacobian
は constant に $b$ であり, 従って特に $b=1$ ならば, 面積及び向きを保つ
写像である. この場合, 簡単な計算から, $-1<a<3$ となる $a$ に関して,
H\’enon map は effiptic な不動点 p。を持つことがわかる. Mora-Romero
の計算から [MR], $a$ が (-1-, 3) に含まれていてさらに以下の 7 つの値の
とれでもなければ, $p_{e}$ の固有値は 4 次の resonance を持たす, Birkhoff
normal form の第一係数は non-zero であることがわかる.

Corollary 3 $H$(x, $y$ ) $=(-y+a-x^{2}, x)$ を $\mathrm{R}^{2}$ 又は $\mathrm{C}^{2}$ 上の Hinon
map とする. もし $a\in$ (-1,3) が次の 7 つの値のどれでもなければ,
non-wande加 ng set 上において, 不動点の逆像が有限集合となるような
symbolic extension は存在しない.

$\{0$ , $\frac{5}{4}$ , $\frac{9}{16}$ , $1\pm\sqrt{15}4$
’ ト $\sqrt{2}\}$

特にこの場合, H\’enon map は有限対 1 の symbohc extension を持た
ない.
もし面積保存 H\’enon map が楕円型周期点 $p$ を持てば, a-パラメーター

空間上のある区間があって, その区間上のパラメーターでは $p$ を連続
的に延長した安定な楕円型周期点を持つと予想される. Duarte の定理
から [D], もし $C^{\infty}$ 面積保存微分同相写像がホモクリニック接触を持て
ば, 面積保存微分同相写像全休の空間の中での十分小さい摂動によって,
Birkhoff normal form の第一係数が non-zero となるような楕円型周期点
を持つようにできる. これらのことから, 次のことが予想される.
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Conjecture Horseshoe にいくらでも近いパラメーターにおいて, H\’enon

map は安定な楕円型周期点を持ち, 従って, 有限対 1 の symbolic repre-
sentation を持たない.

2 定理の証明

このセクションでは, 定理の証明を与える.
$f$ をコンパクト距離空間 $X$ からそれ自身への位相同型写像とする. $p\in X$

を $f$ の周期点とし, $\{C_{i}\}$ を Orb(p) の部分集合ではない f-不変閉集合
の列で. $\lim_{i-arrow\infty}.d_{H}$ (Ci, Orb(p)) $=0$ となるものとする.
背理法で証明する. ある $k$ と $\Sigma_{k}$ の closed shift-invariant subset $\Lambda$ , そし

て連続な全射 $\pi$ : $\Lambdaarrow X$ で, $\pi\circ\sigma=\cdot f\circ\pi$ でありさらに $\pi^{-1}$ (Orb(p)) $=P$

が有限集合となるものが存在したと仮定する.
$P\subset\Lambda$ は $\sigma$-invariant な有限集合なので, 有限個の周期点から成る.

$D_{n}=\overline{\cup C_{i}i=n\infty}$

とおくと, これらはコンパクトな f-不変集合の減少列であり,

$\lim_{narrow\infty}d_{H}$ ( $D_{n},$ Orb(p))=0

である. 従って, $\bigcap_{n}D_{n}\neq\emptyset$ であり,

$\cap D_{n}\subset Orb(p)$

$n$

である. $E_{n}=\pi^{-1}(D_{n})$ とおくと, $\{E_{n}\}$ はコンパクト $\sigma$-invariant set の
減少列であり, 従って, \cap 。 $E_{n}\neq\emptyset$ であって,

$\bigcap_{nn}E_{n}=\pi^{-1}(\cap D_{n})\subset P$

である.
$P=$ $\{\alpha 1, \mathrm{I}\cdot\cdot, \alpha_{N}\}$ とおぐ $m_{j}$ を $\alpha_{j}$ の最小周期とし, $M$ を $\{mj\}$ のあ

る公倍数とする.

$W=\cup$ {$j=1N$ all the segments of $\alpha j$ of lengh $2M$}
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とおぐ $\alpha j$ の最小周期は $m_{j}$ なので, $W$ の任意の要素は, ある $\alpha_{j}$ の長
さ $mj$ のセグメントを $2M/m_{j}$-回並べたものである. $\alpha j$ の長さ $mj$ のセ

グメントの個数は $mj$-個なので, $W$ の要素の個数は有 $\beta\ovalbox{\tt\small REJECT}$個である.
各 $C_{i}$ は Orb(p) の部分集合ではないので, $D_{n}$ 上のある点 $x_{n}$ で $x\text{。}\not\in$

Orb(p) となるものがある. $\pi^{-1}$ (Orb(p)) =P であるから $\pi^{-1}(x_{n})\cap P=\emptyset$

である. $\pi^{-1}$ (xn) 上の点を一つとり, それを $\gamma_{n}$ とすると, $\gamma_{n}\in E_{n}$ であ
り, 任意の $i\in \mathrm{Z}$ について $\sigma^{i}(\gamma_{n})\not\in P$ である.

Lemma 1 $\gamma_{n}$ の長さ $2M$ のセグメントで $W$ に含まれないものが存在
する.

証明: 背理法で示す- $\gamma_{n}$ の長さ $2M$ の全てのセグメントが $W$ に含ま
れていると仮定する. $\gamma_{n}$ の長さ $2M$ のセグメントをひとつとり, それ
を $s$ とする. 仮\not\in から $s\in W$ である. $s$ はある $\alpha_{j}$ のある 2M-セグメ
ントと一致する. このセグメントは, $\alpha_{j}$ の $m_{j}$-セグメントを 2M/mj-回
並べたものである. ここで $m$-セグメントとは, 長さ $m$ のセグメントの
ことである. $M$ は $m_{j}$ の倍数であるから, $s$ の右半分と左半分は全く同
じ M-セグメントである.

$s$ の右半分と左半分から始めて, $\gamma_{n}$ を M-セグメントの列に分割する.
言い換えると, $\gamma_{n}$ を $M$-セグメントの列であると見なすのだが, $s$ の右
半分と左半分の M-セグメントがその一部となるようにするのである.
このような $M$-セグメントの列を見てゆくと, どこかに必ず $s$ の半分と
は一致しないものが存在する. なせなら, もし全ての $M$-セグメントが $s$

の半分と一 aするなら, $\gamma_{n}$ は $\alpha_{j}$ のあるシフトとなってしまい, $\gamma_{n}\in P$

でなければならなくなるが, $\gamma_{n}\not\in P$ であるから, それはあり得ない.
さて, $s$ の半分とは一致しない $M$-セグメントの中で, $s$ に最も近いもの
をとると, ある $\gamma_{n}$ の $2M$-セグメント $s’$ で, 右半分と左半分が異なるも
のが存在することになる.
$s’$ は $W$ には含まれない. なぜなら $W$ の全ての元は, 右半分と左半分
とが同じだからである. $W$ に含まれない 2M-セグメントが存在するこ
とになり, $\gamma_{n}$ の全ての $2M$-セグメントが $W$ に含まれるという仮定に矛
盾する. 口
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この lemma から, $\gamma_{n}$ のある $2\lambda f$-セグメントで, $W$ に含まれないもの
が存在する. $E_{n}$ は $\sigma$-不変だから, 必要ならば適当にシフトすることに
より, $\gamma_{n}$ (0). . $\gamma_{n}(2M-1)$ が $W$ に含まれないと仮定してよい. すなわ
ち, 次の lemma が成り立つ.

Lemma 2 任意の $n$ に対し, ある $\gamma_{n}\in E_{n}$ で, $\gamma_{n}$ (0). . . $\gamma_{n}(2M-1)$ が
$W$ に含まれないものが存在する.

長さ $2M$ の word は有限個しかないので, $W$ には含まれない, 長さ $2M$

の word so で, 無限個の $n$ に対して $\gamma_{n}$ (0). . . $\gamma_{n}(2M-1)=s_{0}$ となる

ものがある. そのような $n$ だけを抜き出すことにより, 任意の $n$ に対
して $\gamma_{n}$ (0). . $\gamma_{n}(2M-1)=s_{0}$ であるとして良い. 次の cylinder set

$C(s_{0})= \{\alpha\in\sum_{k}|\alpha(0)|...\alpha(2M-1)=s_{0}\}$

を考える. これはコンパクトである. $E_{n}’$ =Eユロ $C(s_{0})$ とおくと, $\{E_{n}’\}$

は non-empty なコンパクト集合の減少列であり, 従って,

$E_{\infty}=\cap E_{n}’n$

は空集合ではない. これは矛盾である. なぜなら, $E_{\infty}\subset C$(80) であっ
て $E_{\infty} \subset\bigcap_{n}$ $E\text{。}\subset P$ であるが, 一方 $P\cap C(s_{0})=\emptyset$ でなけれぱならな
いからである. 口

3 ある例

このセクションでは, あるコンパクト距離空間からそれ自身への位相同
型写像であって, symbolic extension を持ち, 同時に, 不動点とそれに収
束する不変閉集合の列を持つようなものの例を示す。 当然, factor map
によるその不動点の逆像は無限集合である.

$\sigma$ : $\Sigma_{2}arrow\Sigma_{2}$ を 2-symbols full-shift とする. 0 と 1 の有限長の word
$A=a_{0}\cdots a$n に対して, $A^{\infty}\in\Sigma_{2}$ は, $a_{0}$ を 0-position として $A$ を並べ
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てできる, 次のような両側無限列を表すとする.

$|.a0^{\cdot}\Gamma\cdot a_{n}.a$0. . $a_{n}a0^{\cdot}\mathrm{t}$ .a。$|$

また, 0 と 1 の有限長の word で, その中心に dot を持つようなもの
$B=a_{-n}\cdot\cdot\cdot a$-1. $a_{0}\cdots a_{n-1}$ に対して, $B^{\infty}\in\Sigma_{2}$ は, $a_{0}$ を 0-position と

して $B$ を並べてできる, 次のような両側無限列とする.

$($ . $.a_{-n}(..a_{-1}a_{0}\cdot|$ . $a_{n-1}a_{-n}\cdots a_{-1}.a_{0}\cdots a_{n-1}a_{-n}\cdots a_{-1}a0^{\cdot}\cdot a_{n-1}\cdot\cdot$ .
$\Sigma_{2}$ における列 $\{p_{n}\}$ を次のように決める.

$p_{1}=(10)^{\infty}$ , $p_{2}=(10.11)^{\infty}$ , $p_{3}=(10111010)^{\infty}$ ,
$p_{4}--(10111010.10111011)^{\infty}$ ,
$p_{5}=$ (10111010101110111011101010111010)”, , .

これらは, 不動点の 2幕分岐によって発生する周期 $2^{n}$ の周期点に相当
するものである. $\{p_{n}\}$ はある列 $p$ に収束する. $\mathrm{A}=\overline{Orb(p)}$ はシフト不
変な閉集合である. $X=\Sigma 2/\Lambda$ を $\Lambda$ を 1 点に $\Pi\overline{\mathrm{r}\iota}-\ovalbox{\tt\small REJECT}$ して得られる商位
相空間とし, $\pi$ : $\Sigma_{2}arrow X$ を自然な射影とする.
$n>m\geq 1$ の時, 任意の $i\in \mathrm{Z}$ に対して $d(\sigma^{i}(p_{n}),p\sim\geq 1/2^{m}$ であるか

ら, $d_{H}$ (A, $p_{m}$ ) $\geq 1/2^{m}$ である. 従って, 任意の $n\geq 1$ に対して $p_{n}\not\in\Lambda$

であることがわかる. ここで, $\Sigma_{2}$ における距離は標準的な,

$d( \alpha,\beta)--\sum_{i=-\infty}^{\infty}\frac{|\alpha(i)-\beta(i)|}{2^{|i|}}$

としている.
$X$ 上の距離 $\overline{d}$ を次のように定義する. $\alpha,$

$\beta\in\Sigma_{2}$ に対して,

$\overline{d}(\pi(\alpha), \pi(\beta))=$ in{d(\mbox{\boldmath $\alpha$}, $\beta$), $d(\alpha,$ $\Lambda)+d(\beta,\Lambda)$ }
これが $X$ 上の距離になり, $p$ が連続となることは, 定義に沿って確かめ
ることによりわかる.
位相同型写像 $f$ : $Xarrow X$ を, シフト写像から誘導されるもの, すな
わも,

$f(\pi(\alpha))=\pi(\sigma(\alpha))$ for $\alpha\in$ A
として定義すると, $f$ は symbolic extension を持ち, そして同時に, 閉
不変集合 {Orb(\pi (p\tilde )} が $f$ の不動点 $\pi(\Lambda)$ に収束している.
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