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An exclusion principle
in discrete dynamical systems

静岡大学システム工学科 今隆助 (Ryusuke Kon)

1 はじめに

次のコルモゴロフ型差分方程式について考える :

$x_{i}(t+1)=x_{i}(t)g_{i}(x(t))$ , $i=1$ , . . . , $n$ . (1)

ただし, 初期値は $x(0)=(x_{1}$ (0), . . . , $x_{n}(0))\in \mathbb{R}_{+}^{n}:=$ {(x1, . . . , $x\sim\in \mathbb{R}^{n}$ : $x_{1}\geq$

$0,$ $\ldots$ , $x_{n}\geq 0$} とし, $g_{i}$ : $\mathbb{R}_{+}^{n}arrow$ $(0, +00)$ は $g_{i}(0)>1$ を満たす連続な関数とする.

$x_{i}$ (t) は世代 $t\in$ $\{0,1, 2, \ldots\}$ における生物種 $i$ の個体群密度であり, 伍はその種の増

殖率である. この方程式は昆虫などの世代の重複しない生物の個体群動態を記述する

方程式として数理生態学などで研究されている (例えば, [1-15])

本研究では, 次のように優占という概念を導入し, 種 $k$ が優占となるための条件に

ついて考察する :

定義 1(優占, dominance). 任意の $x(0)\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $x_{k}(0)>0$ に対して

$\lim_{-}xi(t)=0$ , $i\in\{1, \ldots, n\}\backslash k$

$tarrow\infty$

であるとき, 種 $k$ は優占であるといわれる.

優占の研究において次の弱優占は最も重要な概念である :

定義 2(弱優占, weak dominance). 集合 $D_{k}^{-}$ と集合 $\bigcup_{i\in\{1,\ldots,n\}\backslash k}D_{i}^{+}$が互いに

素のとき, 種 $k$ は弱{憂占であるといわれる. ただし, $D_{i}^{+}=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : g_{i}(x)\geq 1\}$,

$D_{i}^{-}=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : g_{i}(x)\leq 1\}$である.

この定義から, 弱優占な種が存在すれば, 方程式 (1戸よ共存平衡点 (内部平衡点) を

持たない. パーマネンスの必要条件は共存平衡点が存在することであるから, このと

きパーマネンスの意味での $n$種の共存はありえないことが分かる. もちろん共存平衡

点が安定となるという意味での共存もありえない.
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図 1: 系 (2) の解軌道. $(\mathrm{a}),(\mathrm{c})$ は $x_{1^{-X}2}$ 相平面上での解軌道, $(\mathrm{b}),(\mathrm{d})$

は $x_{1},$ $x_{2}$ の#寺間変化. $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ のパラメータは $r_{1}=\mathrm{L}5$ , $r_{2}=2.2$ ,

$a_{1}=1,$ $a_{2}=1,$ $s_{1}=0.5,$ $s_{2}=0$ , 初期{直は $x_{1}(0)=1,$ $x_{2}(0)=1.5$ .
$(\mathrm{c}),(\mathrm{d})$ のパラメータは $r_{1}=1.5,$ $r_{2}=3.55,$ $a_{1}=1$ , $a_{2}$ $=1,$ $s_{1}=0.5$ ,

$s_{2}=0$ , 初期値は $x_{1}(0)=1,$ $x_{2}(0)=1.5$ .



$1\mathrm{f}9$

先行研究 [2-7,14,15] によって, 弱優占は常に優占を意味するとは限らないことが知

られている. 例えば, 次の方程式について考える :

$\{$

$x_{1}(t+1)$ $=$ $x_{1}(t)[\mathrm{c}^{1}\mathrm{x}\mathrm{p}\{r_{1}-a_{1}(x_{1}(t)+x_{2}(t))\}+s_{1}]$

$x_{2}(t+1)$ $=$ $x_{2}(t)$ [$\exp\{r_{2}-$ a2 $(x_{1}(t)+x_{2}(t))\}+s_{2}$ ].
(2)

ここで, パラメーターは $r_{i}>0,$ $a_{i}>0,0\leq s_{i}<1$ である. この方程式は (1) の具体

例であり,

$\underline{r_{1}-\ln(1-s_{1})}>\underline{r_{2}-\ln(1-s_{2})}$

$a_{1}$ $a_{2}$

なら種 1 は弱優占であり, 不等号が逆向きなら種 2 は弱優占である. この方程式では,

一方の種が弱優占という状況の下で , 2 種が共存可能である (図 1 参照 ). 図 1 では,

種 2 が弱優占である. 図 l-(a) では, $\mathbb{R}_{+}^{2}$ の内部に 2 周期解が存在し, それが局所的に

安定になっている ([3, 15] 参照) 図 l-(c) では, 複雑な構造を持つオメガ極限集合

が $\mathbb{R}_{+}^{2}$ の内部と交わりを持っている ([2, 3, 14, 15] 参照) すなわち, 初期値によって

は 2 種の共存か実現される (パーマネンスの意味での共存はありえないことに注意す

る) 同様な現象を示す具体例は [4-7] でも研究されている. このように, 弱優占は優

占を必ずしも意味しない. そこで, 弱優占に加えてどのような条件を加えれば, 優占

となるのかが研究されている. Franke and Yakubu [7] は次の 2 つの結果を得ている :

( ank and Yakubu [7], Th $o$ em .1). $\backslash (1)$
$(\backslash$ $\backslash \text{て^{}\backslash }$

.

. $\downarrowarrow$ , べ $x\in \mathbb{R}_{+}^{n}$
$[^{arrow}$ . $g_{i}(x)<g_{k}(x),$ $i\in\{1, \ldots, n\}\backslash k$ ,

$k|($ $\backslash \backslash$ .

すべての $x\in \mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して $g_{i}(x)<gk$ (x), $i\in$ $\{$ 1, . . . , $n\}\backslash k$ なら, 種 $k$ は弱優占であ

ることに注意する. たたし, 逆は成り立たない.

系 (1) が $k$-非帰還のとき $j$ 集合 $\mathbb{R}_{+}^{n}\backslash D_{k}^{-}$ から集合 $D_{k}^{-}$ に写された点は二度と $\mathbb{R}_{+}^{n}\backslash D_{k}^{-}$

に戻ることはない. 定理 3 を方程式 (2) に適用すると, 次の結果が得られる :
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定理 5(Yakubu[15], Theorem 5). $0<s_{1}<1$ かつ $s2=0$ のとき, 種 1 が優

占となるための十分条件は

$0<e^{r_{2}}-e^{r_{1}}<s_{1},$ $a_{1}=a_{2}$ .

次の節では, 種 $k$ が弱優占であるという仮定の下で , 種 $k$ が優占となるための新しい

十分条件を与える.

2 結果

平均リアプノフ関数 $[10, 12]$ を用いることにより, 次の結果を得る :

定理 6. 系 (1) は散逸的であるとする, $\mathbb{R}_{+}^{n}$ 上で関数 $\mathrm{h}$ g\sim よ凸, 関数 $\ln g_{i},$ $i\in$

$\{1, . . \iota , n\}\backslash k$ は凹であるとする. このとき, 種 $k$ が弱優占であれば , 種 $k$ は優占

である.

(証明の概略) ます, 平均リアプノフ関数 $P_{1}(x)=x_{k}$ を用いることにより, 面 $S_{k}=$

$\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : x_{k}=0\}$ が一様リベラーであることを示す $\wedge$ このとき, 関数� $g_{i},$ $i\in$

$\{1, \ldots, n\}\backslash k$ の凹性と Jensen の不等式を利用することにより $S_{k}$ 上の解の平均挙動

を評価する. その後 , $\mathbb{R}_{+}^{n}\backslash S_{k}$ 上の解が $x_{k}$ 軸に収束することを平均リアプノフ関数

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(x)$ $= \prod_{i\in\{1,\ldots,n\}\backslash k}x$i を用いて示す, このとき, 関数 $\ln gk$ の凸性と Jensen の不等

式を利用することにより, $\mathbb{R}_{+}^{n}\backslash S_{k}$ 上の解の平均挙動を評価する.

この定理を系 (2) に適用することにより, 定理 5 の仮定を以下のように緩めること

ができる :

定理 7. $0<s_{1}<1$ かつ $s_{2}=0$のとき, 種 1 が優占となるための必要十分条件は

$\frac{r_{1}-\ln(1-s_{1})}{a_{1}}>\frac{r_{2}}{a_{2}}$.

(証明の概略) 系 (2) は散逸的であり, 関数石 $g_{1},$ $\ln g_{2}$ はそれそれ凸, 凹 (かつ凸) で

あることが分かる. よって定理 6 より, 種 1 は優占である、 また, 仮定の不等式が成

り立たないとき, (安定多様体定理から) $\mathbb{R}_{+}^{2}$ の内部に $x_{2}$ 軸に収束する点が存在した

り, 共存平衡点が存在したりする.
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この定理の仮定が満たされているときの系 (2) の解軌道を図 2 に示す- 図 2-(a) から,

$\mathbb{R}_{+}^{2}\backslash D_{1}^{-}$ から出発した解軌道は –度 $D_{1}^{+}$ に写され, その後 $\mathbb{R}_{+}^{2}\backslash D_{1}^{-}$ に戻り, 種 1 のヌ

ルクライン $D_{1}^{+}$ ロ $D_{1}^{-}$ の間を振動しながら $x_{1}$ 軸上の 2 周期解に収束していることが分

かる. すなわち, このとき系 (2) は 1-非帰還ではない. さらに, 定理 3 の仮定も満た

されていないことも分かる.

これらの結果から, 定理 6 は定理 3 にも 4 にも含まれておらす, 優占のための新し

い十分条件を与えていることが分かる.

図 2: 系 (2) の解軌道. このとき, パラメータは $r_{1}=4,$ $r_{2}=6,$ $a_{1}=1$ ,

a2 $=2,$ $s_{1}=0.5,$ $s_{2}=0$ , 初期 (直は $x_{1}(0)=1,$ $x2(0)=1.5$ . $(\mathrm{a}):x_{1^{-}}x_{2}$

相平面. 実線は解軌道, 点線は $x_{1}$ のヌルクライン $D_{1}^{+}\cap D_{1}^{-}$ , 一点

鎖線は $x_{2}$ のヌルクライン $D_{2}^{+}\cap D_{2}^{-}\epsilon \mathbb{R}_{+}^{2}\backslash D_{1}^{-}$ から出発した解軌道は

一度 $D_{1}^{+}$ に写され, その後 $\mathbb{R}_{+}^{2}\backslash D_{1}^{-}$ に戻り, ヌルクライン $D_{1}^{+}\cap D_{1}^{-}$

の間を振動しながら $x_{1}$ 軸上の 2 周期解に収束する. (b):個体群密度

の時間変化. $x_{1}$ は周期 2 で振動し, $x_{2}$ はゼロに収束する.
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