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1. はじめに

ファジイ数の概念は, Dubois と Prade [4] により導入され, 曖昧さを許容したシステム

の記述を可能にし, より柔軟な意思決定や政策立案を実現するのに適しているファジイ概念

である. 実際この応用例の 1 つとして最適化問題への利用が考えられ, Dubois-Prade [5] を

初め, $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{l}\acute{\mathrm{l}}\mathrm{k}-\dot{\mathrm{R}}\acute{1}\mathrm{n}$

) $\acute{\mathrm{a}}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{k}$ [9], Campos-Verdegay [3], $\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{n}1\psi$-Rommelfanger $[10,11]$ などで

は, 主として線形計画問題からの類推で (第 5 節を参照) 上の問題が議論された.

本稿では, ファジイ数に値をとる写像に関してその凸性と最適化問題とを, 主として凸解

析の立場から論文 [1] の概要を述べることで大観する. 更に, 本稿の最後において, 簡単な

ファジイ最適化問題を考察する.

2. 準備

以下では, 全ての線形空間は real であるとし, $\mathbb{R}$ は実数空間を表すものとする. また $C,$ $D$

が線形位相空間の部分集合であるとき, $C+D=$ {$c+d$ : $c\in C,$ $d$ \in D} と定め, 任意の
$\lambda\in \mathbb{R}$ に対し, $\lambda C=\{\lambda c: c\in C\}$ と定める. さらに $\mathrm{c}1C$ は $C$ の閉包を表すものとする.

$X$ を空でない集合とする. このとき, $X$ におけるファジイ集合とは, $X$ から $[0, 1]$ への関

数である.
$A$ を $\mathbb{R}$ におけるファジイ集合とする. このとき, 各 $r\in[0,1]$ に対し, $A$ の $r$-level 集合

を $A_{r}$ で表し, つぎのように定義する:

任意の $r\in(0,1]$ に対し, $A_{r}=\{x\in \mathbb{R} : A(x)\geq r\}$ ;

$r=0$ に対し, $A_{0}=\mathrm{c}1\{x\in \mathbb{R} : A(x)>0\}$ .
このとき, $A$ が凸であるとは, 全ての $r\in(0,1]$ に対し, $A_{r}$ が凸であるときと定める.

$A,$ $B$ を $\mathbb{R}$ におけるファジイ集合とし, $\lambda\in \mathbb{R}$ とする. このとき, 2 項演算 $A\oplus B$ と $\lambda A$

をつぎのように定める:

$(A \oplus B)(z)=\sup_{z=x+y,x,y\in \mathbb{R}}\min(A(x), B(y))(\forall z\in \mathbb{R})$
,

$( \lambda A)(z)=\sup_{z=xy,x,y\in \mathbb{R}}\min(1_{\lambda}, A(y))(\forall z\in \mathbb{R})$
.

ただし, $1_{K}$ は集合 $K$ の特性関数を表す,

$A$ を $\mathbb{R}$ におけるファジイ集合とする. このとき, $A$ がファジイ数であるとは, 以下の条

件を満たすときをいう ([4, 6]):

(1) A $\theta^{\backslash }\backslash ^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{l}$ ;
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(2) $\Lambda-(m)=1$ を満たす $m\in \mathbb{R}$ が唯 1 つ存在する;

(3) $A_{0}$ が $\mathbb{R}$ の有界集合である.

以下では, $F$ はファジイ数全体からなる集合を表すことにする. このとき, 任意の $\lambda\in \mathbb{R}$

に対し, 1 $\lambda\in F$ である.

$A,$ $B\in F$ とする. このとき, $F$ において半順序関係 $\preceq$ をつぎのように定義する ([9]):
$A\preceq B\Leftrightarrow \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ 全ての $r\in[0,1]$ に対し, $\sup A_{r}\leq \mathrm{S}11\mathrm{p}B$r かつ $\inf A_{r}\leq\inf B$r.

$A\in \mathcal{F}$ とし, $\lambda\in \mathbb{R}$ とする. 表現の便宜上, 以下では $A\preceq 1\{\lambda\}$ および $A\oplus 1\{\lambda\}$ をそれぞ

れ $A\preceq\lambda$ および $A\oplus\lambda$ と書くことにする.
$C$ を線形空間の凸集合とし, $f$ を $C$ 上の実数値関数とする. このとき, $f$ が凸であると

は, 任意の $x,$ $y\in C$ と任意の $\lambda\in$ $(0, 1)$ に対し,

$f(\lambda x+(1-\lambda)y)\leq\lambda f(x)+(1-\lambda)f(y)$

が常に成り立つときをいう. また, $f$ が凹であるとは, $-f$ が凸であるときをいう. さらに

$f$ が quasi-concave であるとは, 任意の $c\in \mathbb{R}$ に対し, 集合 $\{x\in C:f(x)\geq c\}$ が $C$ の凸集

合であるときと定める. $C,$ $I$ をある集合とし, $\varphi$ を $C\cross I$ 上の実数値関数とする. このと

き, $\varphi$ が第 2 変数に関し concavelike であるとは, 任意の $y_{1},$ $y_{2}\in I$ と任意の $\lambda\in$ $(0, 1)$ に

対し, $y_{0}\in I$ が存在して, 全ての $x\in C$ に対し,

$\varphi$ (x, $y\mathrm{o}$ ) $\geq\lambda\varphi$(x, $y_{1}$ ) $+(1-\lambda)\varphi(x, y_{2})$

を満たすときをいう.

3. ファジイ数値写像の凸性

$X$ を空でない集合とする. このとき $X$ から $\mathcal{F}$ への写像, すなわち $X$ で定義され, ファ

ジイ数に値をとる写像を $X$ 上のファジイ数値写像という. $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$

を $C$ 上のファジイ数値写像とする. このとき, $F$ が凸であるとは, 任意の $x,$ $y\in C$ と任意

の $\lambda\in(0,1)$ に対し,

$F(\lambda x+(1-\lambda)y)\preceq\lambda F(x)\oplus$ $(1-\lambda)$F(y).

が常に成り立つときをいう.

この節では, ファジイ数値写像の凸性を [1] で示した結果を参照しながら述べることに
する. 簡潔を期して定理等は述べるだけにとどめ, 証明は [1] を参照していだだくことにし
たい.

ますはじめに, つぎの実数値関数を導入する:
$F$ をある集合 $X$ 上のファジイ数値写像とする. このとき, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, それ

ぞれつぎで定められる $X$ 上の実数値関数 $f_{r}^{F}$ および $g_{r}^{F}$ を考える:

各 $x\in X$ に対し,

$f_{r}^{F}(x)=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}[F(x)]_{r},$ $g_{r}^{p\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}(x)=$ inf $[F(x)]_{r}$ .
ただし, $[F(x)]_{T}$ は $F(x)\in \mathcal{F}$ の $r$-level 集合を表す,
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[1] では, この関数に注目してファジイ数値写像の凸性を特徴付けるつぎの定理を証明した.

定理 3.1([1]). $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$’上のファジイ数値写像とする. この

とき, $F$ が凸ならば, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}$ は凸である.

定理 3.2([1]). $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上のファジイ数値写像とする. この

とき, $F$ が凸ならば, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $g_{r}$ は凸である.

定理 3.3([1]). $C$ を線形空間の凸集合とし, $F$ を $C$上のファジイ数値写像とする. この

とき, 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}$ と $g_{r}$ がともに凸ならば, $F$ は凸である.

つまり, ファジイ数値写像 $F$ に対しその凸性の特徴付けがつぎのようになされたことに

なる:

$F$ が凸 \Leftrightarrow 任意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}^{F}$ および $g_{r}^{F}$ がともに凸.

4. L-R ファジイ数とファジイ数値写像の凸性

この節では, [9] において導入された L-R ファジイ数の概念を用いて, ファジイ数値写像

の凸性を議論する. この概念は, ファジイ数間の演算や順序関係の計算の手間を軽減し, 議

論を簡略化することなどで, 実用面での有用性が認められている概念である.
$S$ を $\mathbb{R}$ から $(-\infty, 1]$ への関数とする. このとき, $S$ が型関数であるとは, つぎを満たす

ときをいう:

(1) $S$ は quasi-concave である;

(2) $S(x)=1\Leftrightarrow x=0$ ;

(3) 集合 $\{x\in \mathbb{R} : S(x)>0\}$ が $\mathbb{R}$ の有界集合

(4) 全ての $x\in \mathbb{R}$ に対し, $S(x)=S$(-x).

$S,$ $T$ を型関数とし, $m\in \mathbb{R},$ $\alpha$ , $\beta\geq 0$ とする. このとき, L-R ファジイ数 $\mu$ とは, つぎ

で定められるファジイ数である:

$\mu(x)=\{$
$\max$ $(S( \frac{x-m}{\alpha}), 0)$ , $\forall x\leq m$ ,
$\max$ ($T( \frac{x-m}{\beta}),$ $0$), $\forall x\geq m$

このとき, $\mu$ は型関数 $S$ と $T$ で生或されるという. さらに, この L-R ファジイ数 $\mu$ を

$\mu=$ $(m, \alpha, \beta)$ LsR$T$

のように表す、

註: 上の定義において例えば $\alpha=0$ かつ $\beta>0$ のような場合は,

$\mu(x)=\{$
0, $\forall x<m,$

$\max(T(\frac{x-m}{\beta}),$ $0)$ , $\forall x\geq m$ .

と定める. さらに, $\alpha,$ $\beta=0$ のときは, $\mu^{=1}\{m\}$ と定める.

定理 3.3 を用いると, $\prod\overline{\mathrm{p}}$一の型関数で生或された L-R ファジイ数に値をとるファジイ数

値写像の凸性に関し, つぎが示される.
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定理 4.1 ([1]). $C$ を線形空間の凸集合, $m$ を $C$上の実数値関数とし, $\alpha,$
$\beta$ : $C$ 一 [0, 十。)

を関数とし, $S,$ $T:\mathbb{R}arrow(-\infty, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $x\in C$ に対し,

$F(x)=(m(x), \alpha(x),$ $\beta(x))_{LsR_{T}}$

で定義される $C$ 上のファジイ数値写像とする. このとき, $m$ と $\beta$ が凸であり, $\alpha$ が凹であ

るならば, $F$ は凸である.

5. ファジイ数値写像に関する最小値定理

この節ては, ファジイ数値写像に対し, 最小化問題を議論する. その前に, ファジイ数で

制約条件が記述されたファジイ最適化問題を簡単に説明することにしょう.
$X=\mathbb{R}^{n},$ $E=\mathbb{R}_{+}^{n}=[0, +\infty)^{n}\subset X,$ $C$1, $C_{2},$

$\ldots,$
$C_{n}\in F$ とし, $F$ を各 $x=(x_{1}, x2, ..., x_{n})\in$

$E$ に対し,

$F(x)=x_{1}C_{1}\oplus x_{2}C_{2}\oplus\cdots\oplus x{}_{nn}C$

で定められる $E$ 上のファジイ数値写像とする. また, 任意の $i=1,2$ , . . . , $m$ と任意の $j=$

$1,2,$
$\ldots,$

$n$ に対し, $A\text{り}\in F$ とし, $G_{1},$ $G_{2},$
$\ldots$ , G。を各 $x=$ $(x_{1}, x2, ..., x_{n})\in E$ と各 $i=$

$1,2,$
$\ldots,$ $m$ に対し

$G_{i}(x)=x_{1}A_{i1}\oplus x_{2}A_{i2}\oplus\cdots\oplus x_{n}A_{in}$

で定められる $E$ 上のファジイ数値写像とし,

$E_{0}=\{x\in E:G_{1}(x)\preceq b_{1}, G_{2}(x)\preceq b_{2}, \ldots, G_{m}(x)\preceq b_{m}\}$ :

とする. ここで, $b_{1},$ $b_{2},$
$\ldots,$

$b_{m}\in \mathbb{R}$ である. このとき, っぎのようなファジイ最適 $\mathrm{f}\mathrm{b}$問題が

立つ:

全ての $x\in E_{0}$ に対し, $F(x\mathrm{o})\preceq F$ (x) を満たす $x_{0}\in E_{0}$ を求めよ.

上の設定で注目すべきは, $F$ と $G_{i}$ の定義にファジイ数を用いたところである. これは,
通常の線形計画問題の form においては, 日的関数と制約関数の係数に相当し, 具体的な生
産計画では, 生産の単位に当たるところである. 周知のように, この係数の決定は計画の立
案において肝心であるが, 同時に, 例えば何らかの不測の事態が生じた際はその値の実現が
困難なものである. ファジイ数はそこで, これらの係数に替わるものとしてその採用が考え
られるようになり, 理論的には上述のように定式化されるファジイ最適化問題を起こしたの
である.

さて, 上のような問題は, L-R ファジイ数などの有力な概念を用いることにょり, これ

を通常の線形計画の form に帰着できることが分かっており, 研究が進んでぃるが (例え
ば, [3, 5, 9] を参照), いっぽう凸問題 (convex problems) がらの類推で定式化される問題 (以
下述べる) については, 現段階てはあまり研究が進んでいるとはいえない. これを踏まえて,
著者は, [1] において, この問題の解の存在に関連する定理を証明した. 本節では, それらか

らいくつか選んで述べることにする. その前に, 凸解析的見地がらファジイ最適化問題を定

.式化しておこう.
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$C$ を線形空間の凸集合, $F$ を $C$上の凸ファジイ数値写像とする. このとき,
全ての $x\in C$ に対し, $F(x\mathrm{o})\preceq F$ (x) を満たす $x_{0}\in C$ を求めよ.

いま, $C$ 上の実数値関数からなる族 $7^{\supset^{F}}$ を

$P^{F}=\{f_{r}^{F},g_{r}^{F} : r\in[0,1]\}$

により定めると, 上の問題は, 半順序関係 $\preceq$ の定義から, $7\mathit{2}^{F}$ の元に対する共通の最適解
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in C$ を求めるつぎのような問題に帰着できることが分かる:

全ての $h\in P^{F}$ と全ての $x\in C$ に対し, $h(x_{0})\leq h$(x) を満たす $x_{0}\in C$ を求

めよ.

[1] では, 上の事実を踏まえた議論を行なった. なお, 4節の結果から上の $h$ は全て凸と

なることに注意する.

定理を述べる前に, ファジイ数値写像に対して下半連続性を定義しよう.
$F$ を位相空間 $X$ 上のファジイ数値写像とする. このとき, $F$ が下半連続であるとは, 任

意の $r\in[0,1]$ に対し, $f_{r}^{F}$ と $g_{r}^{F}$ がともに下半連続であるときをいう.

L-R ファジイ数を用いると, ファジイ数値写像の下半連続性に関し, つぎが示される.

定理 5.1([1]). $C$ を線形空間の凸集合, $m$ を $C$上の実数値関数とし, $\alpha,$
$\beta$ : $Carrow[0, +\infty)$

を関数とし, $S,$ $T:\mathbb{R}arrow(-\infty, 1]$ を型関数とする. $F$ を, 任意の $x\in C$ に対し,

$F(x)=$ ($m(x),$ $\alpha$ (x), $\beta$(x))
$L_{S}R_{T}$

で定義される $C$ 上のファジイ数値写像とする. このとき, $m$ と $\beta$ が下半連続であり, $\alpha$ が

上半連続であるならば, $F$ は下半連続である.

今や, 上述の最適化問題の解の存在に関連するっぎの最小値定理を示すことができる.

定理 5.2. $C$ を線形空間の compact な凸集合, $F$ を $C$ 上の下半連続なファジイ数値写
像とする. また. $\varphi$ : $C\cross P^{F}arrow \mathbb{R}$ を各 $(x, h)\in C\cross P^{F}$ に $X1\backslash$ $1_{\vee}$ , $\varphi(x, h)=h(x)-\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}h(u)$

$u\in C$

で定められる実数値関数とする. このとき, $\varphi$ が第 2変数に関して concavelike であるなら
ば, $x_{0}\in C$ が存在して, 全ての $x\in C$ に対し, $F(x_{0})\preceq F$ (x) を満たす-

6. ファジイ最適化問題の例

本節では前節までの結果を用いて, ファジイ最適化問題の簡単な例を考察する. 比較のた
め, まず通常の問題から議論しよう.

$X=\mathbb{R}^{2},$ $E=\mathbb{R}_{+}^{2}\subset X$ とする. また, $f$ : $Earrow \mathbb{R}$ を, 各 $x=(x_{1}, x_{2})\in E$ に対し, つぎ

で定められる $E$上の実数値関数とする.

$f(x)=(x_{1}-4)x_{1}+(x_{2}-16)x_{2}$ .
さらに

$E_{1}=\{x\in E : 3x_{1}+4x_{2}\leq 16,2x_{1}+x_{2}\leq 9\}$

とする. ここでつぎの (nonfuzzy) 最適化問題

全ての $x\in E_{0}$ に対し, $f(x\mathrm{o})\leq f$ (x) を満たす $x_{0}\in E_{0}$ を求めよ
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を考えると, この最適解 $x_{0}$ と対応する $f$ の値はそれぞれ,

$x_{0}=(0.8,3.6),$ $f(x_{0})=-25$

である.

一方, この問題に関連してつぎのようなファジイ最適化問題を考えることができる.
$S:\mathbb{R}arrow(-\infty, 1]$ を $\sup\{x\in \mathbb{R} : x>0\}=1$ を満たす型関数とし, $A_{ij}\in F$ をそれぞれつ

ぎのように定められる L-R ファジイ数とする:

$A_{11}=(3,1,0)_{L_{S}R_{S’}}A_{12}=(4,3,0)_{L_{S}R_{S}}$ ,

$A_{21}=$ $(2, 0, 0.7)_{L_{S}R_{S’}}A_{22}=(1,0,2.6)_{L_{S}R_{\mathrm{S}}}$ .
また $\alpha,$ $\beta\geq 0$ とし, $F$ を各 $x=(x_{1},$ $x_{2}\in E$ に対し,

$F(x)=(f(x), \alpha,\beta)L$s $R$8

で定められる $E$上のファジイ数値写像とする. さらに,

$E_{2}=\{x\in E:x_{1}A_{11}\oplus x_{2}A_{12}\preceq 16, x_{1}A_{21}\oplus x_{2}A_{22}\preceq 9\}$

とする. このとき, つぎのようなファジイ最適化問題

全ての $x\in E_{0}$ に対し, $F(x_{0}^{*})\preceq F$ (x) を満たす $x_{0}^{*}\in E_{0}$ を求めよ.

を考えると, この最適解 $x_{0}^{*}$ と対応する $F$ の値はそれぞれ,

$x_{0}^{*}=(0.08,2.44),$ $F(x_{0}^{*})=$ $($ -18.76, $\alpha$ , $\beta)$ Ls $R_{S}$

と求められる.
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