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概要
${ }$ 1噂\mbox{\boldmath $\zeta$}-ット

現在, 我々は, プログラマブルコントローラと呼ばれ $(\alpha \mathrm{s}b)\mathrm{t}(e*d)$ $\mathrm{t}\mathrm{t}\alpha \mathrm{r}b)*e1*d$ $((\alpha*b)*\epsilon)*(\mathrm{d}\mathrm{s}*1$

る制御用機器に対する専用回路のアーキテクチャを決定
する際に現れた, 最小評価木問題という最適化問題に対
して考察を行っている. これは, ノード数 $n$ のすべての

二分木を被覆するような二分木の中て, ノード数が最小
のものを求めよというものてある. 本稿では, この問題
に対し, ある集合が実行可能解の集合に含まれることを

(a) (b) $\{\mathrm{c})$

示し, その中で最小の解を求めるアルゴリズ Aを示した.

図 1: LEU の例

1 研究背景
LEU とは, 図 1(a) のような構造を持つものであ

現在, 我々は最小評価木問題と呼ばれる最適化問 る. この構造は, $(a*b)*(c*d)$ と表すことができ
題に対して考察を行っている. 最小評価木問題とは, る. しかし, $(a*b)*(c*d)$ という構造を持ってい
「ノード数 $n$ のすべての二分木を被覆するような二 るだけでは, $((a+b)\cdot c)+d$ のような形の論理式に
分木の中で, ノード数が最小のものを求めよ」とい は対応できない. この論理式を計算するためには,
う問題である. この問題は, 制御機器プログラマブ LEU は $((a*b)*c)*d$ という構造 (図 1(b)) を持っ
ルコントローラのプロセッサ部に組み込むために考 ていなくてはならない.
案された, LEU (Logic Evaluation Unit) [1] の構造 $(a*b)*(c*d)$ と $((a*b)*c)*d$ という二つの
を決定する際に現れたものである. 構造を合わせ持った LEU は, 無数に存在する. 例

LEU は, 論理式計算を行うための演算回路であ えば, 単純に, $(a*b)*(c*d)*((a’*b’)*c’)*d’$
り, 基本ユニットと呼ばれる AND 演算と OR演算 とすればよい. LEU は, 入力 ( $a,$

$b$ 等) および演算
の両方を実現可能な回路を二分木状に接続すること $(*)$ を部分的に固定できる. したがって, 上式で,
によって構成される (図 1). LEU に求められる機 $(a*b)*(c*d)\cdot$ ((l. 1) $\cdot 1$ ) $\cdot 1$ のように固定すれば,
能は, 一つの LEU で, 例えば, $(a\cdot b)+(c\cdot d)$ と $(a*b)*(c*d)$ を計算できることになる. このよう
$((a+b)\cdot c)+d$ のように, 複数の論理式を計算でき に, LEU が, 入力および演算を固定することによっ
ることである 1 $\text{て}$ , ある論理式を計算できるようになるとき, LEU
基本ユニットは AND 演算と OR演算の両方に対 はその論理式を表現できるという.
応できるのて, 論理式 $(a\cdot b)+(c\cdot d)$ を計算できる LEU に要求されるのは, プログラム中に現れる

すべての論理式を表現できることである. しがし,
1 論理式中に現れる変数 ($a,$ $b$ 等) には. プログラマブルコン
トローラが制御するシステムの各部の状態 $(0, 1)$ が入力される. プログラムが決定されるまで, そのような論理式は
プログラマブルコントローラは, 一つのプログラムを繰り返し 未知である. そこで, ある自然数 $n$ を定め, プロ
実行することによってシステムを制御するため, プログラムが
決定されたとき, 計算するべき論理式もすべて決定される. プグラム中に現れる論理式を $n$ 変数以下の部分論理
ログラム実行中, LEU は決まった順番て, 決まった論理式の計 式に分けるように, コンパイラを設計する. これに算を締り返し行うだけてある. ただし. LEU に変数として入力
される値は, システムの状態によって時間とともに変化する. そより, LEU に要求される条件は $\mathrm{r}_{n}$ 変数以下のす
のため. LEU には変数に値が定まっていない「論理式」を計算
できることが要求されるのてある. べての論理式を表現できること」 となる.
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有限個の論理式が与えられたとき, そのすべてを を $|b|$ と表し, 次で定義する :
表現できるような LEU は無数に存在する. したがっ
て, 上の条件を満たす LEU は無数に存在する. た $|b|=\{$

だし, LEU の構造を決める際, そのハードウェア
ノード数量, すなわち, 基本ユニット数はなるべく少ない方

0 $(b=\mathrm{n}\mathrm{i}1)$

$|(b)_{L}|+|(b)_{R}|+1$ $(b\neq \mathrm{n}\mathrm{i}1)$

$n$ の全ての二分木の集合を $B_{n}$ と表す.

が良い. 例えば, 4変数の論理式は, 必ず図 1(a),
このとき,

(b) のどちらかの形をとる. この両方の形を表現で
$B= \bigcup_{0}B\dot{\}=\infty$ i および $B_{i}\cap B_{j}=\emptyset(i\neq j)$

きる LEU の中で, 最も基本ユニット数が少ないの
は, 図 1(c) である. が成り立つ.
したがって, LEU の構造を決定する際, 次の問題

定義 2.2(被覆) $b_{1},$ $b_{2}\in B$ に対して, $b_{2}$ が $b_{1}$ を
を考える必要がある.「変数の数が $n$ のすべての論 被覆することを $b_{1}\subseteq b_{2}$ と書き, 次のいずれかを満
理式を表現できるような LEU の中で, 基本ユニッ

たすときと定義する :
ト数が最も少ないものを求めよ」これを最小評価木
問題という. 1. $b_{1}=\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}$ ,

本稿では, LEU および論理式の形を二分木と対 2, $(b_{1})_{L}\subseteq(b_{2})_{L}$ かつ $(b_{1})_{R}\subseteq(b_{2})_{R}$ ,
応させ, ある LEU が, ある形の論理式を表現でき
ることを, 二分木の集合上における被覆という関係 3. $(b_{1})_{L}\subseteq(b_{2})_{L}$ かつ $(b_{1})_{R}\subseteq(b_{2})_{R}$ ,

によって表すことで, 最小評価木問題が定式化され 4. $b_{1}\subseteq(b_{2})_{L}$ または $b_{1}\subseteq(b_{2})_{R}$ .
る. このとき, 論理式における変数の数と, LEU に
おける基本ユニット数は, とちらも二分木における 問題 2.3(最小評価木問題) すべての自然数 $nt^{arrow}\llcorner$

ノード数に対応することになる. したがって, 最小 対しで.
評価木問題は,「ノード数 $n$ のすべての二分木を被
覆するような二分木の中で, ノード数が最小のもの $Z_{n}=\{z\in B|\forall b\in B_{n}(b\subseteq z)\}$

を求めよ」 となる. とおく. このとき, 与えられた自然数 $n$ に対して,
本稿の構成は以下の通りである. 第 2 節では, 最

$Z_{n}^{*}=\{z\in Z_{n}|\forall z’\in Z_{n}(|z|\leq|z’|)\}$

小評価木問題の定式化を行う. 第 3 節では, ある集
合が最小評価木問題の実行可能解の集合に含まれる に属する元を求めよ.

ことを示す. 第 4 節では, 実行可能解のある部分集 定義 2.4 (正規元) $b\in B$ が正規元であるとは, 次
合から, 最小な元を求めるアルゴリズ Aを示す. 第 のいすれかを満たすときをいう :
5 節では, まとめと今後の課題を述べる.

1. $b=\mathrm{n}\mathrm{i}1$ ,

2. $(b)_{L},$ $(b)_{R}$ は正規元かつ $|(b)_{L}|\geq|(b)_{R}|$ .
2 問題の定式化

すべての正規元からなる集合を $R$ と表す. ノード

本節では, 最小評価木問題の定式化を行う. 数 $n$ の全ての正規元の集合を $R_{n}$ と表す.

($B$ , nil, $\tau$) を二分木の体系 [2], $B^{+}$ を nil でない 問題 2.5(準最小評価木問題) すべての自然数 $n$ に
二分木全体の集合とする. nil は葉のみからなる二 対して,
分木を表している. $\tau$ は $B\mathrm{x}B$ から $B^{+}$ への全単
射であるので, 任意の $b\in B^{+}$ は, $b=\tau(b_{1}, b2)$ と

$\mathrm{Y}_{n}=$ { $y\in R|\forall r\in$ 五$\sim(r\subseteq y)$ }

一意に表される. このとき, $(b)_{L}=b_{1},$ $(b)_{R}=b_{2}$ とおく. このとき, 与えられた自然数 $n$ に対して,

と表すことにする. これらは, 二分木の根から見て,
$Y_{n}^{*}=\{y\in Y_{n}|\forall y’\in \mathrm{Y}_{n}(|y|\leq|y’|)\}$

右の子と左の子を表すものである.
に属する元を求めよ.

定義 2.1 (二分木のノード数) 二分木 $b$ のノード数
準最小評価木問題の実行可能解は, 最小評価木問

題の実行可能解でもある. すなわち, すべての $n[]_{\overline{\llcorner}}$

対して, $Y_{n}\subseteq Z_{n}$ が成り立つ.
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3 定理 系 3.3 任意の自然数 $n$ に対して,

任意の $b\in B^{+}$ は, $b=\tau$ ( $b_{1},$ $\tau$ ( $b_{2},$ $\tau$ (b3, . . ., $b_{m}$ ))) $)$
$\forall r$ C&, $\exists t\in T_{n}’[r=\tau(t)]$

のように表すことができる. これを簡単に,
が成り立つ.

$b=\tau(b_{1}, b_{2}, b_{3}\ldots, b_{m})$

定義 3.4 $a,$
$b\in B^{\prime m}$ が, 任意の $i(1\leq i\leq m)$ に

と表す. 対して, 次のいずれかを満たすとき, $a\subseteq b$ と書く.
本節では, 任意の $n$ に対して, 次で定義される

1. $a:=\mathrm{g}$ ,
集合 $X_{n}$ が $Z_{n}$ の部分集合であることを示す.

2. $a_{i}\subseteq b_{i}$

$W_{0}=\emptyset$,

$W_{n}=\{(w:, z_{n},w_{n-:-1})|0\leq i\leq n-1\}$
ただし, $a=$ ( $a_{1},$

$\ldots,$
$a$m), $b=$ ( $b_{1},$

$\ldots,$
$b$m).

ただし. $w\mathrm{j}\in W_{j},$ $z_{j}\in Z_{j}$ . 命題 3.5 任意の $a,$ $b\in B^{\prime m}$ に対して,

$X_{0}=$ {n垣},
$a\subseteq b\Rightarrow$ $\tau(a)\subseteq\tau(b)$

$X_{n}=$ {\mbox{\boldmath $\tau$}(zi, $z\lfloor(n-\mathrm{D}/\mathit{2}\rfloor,$ $w\mathfrak{n}-:-1)|0\leq i\leq n-1$ } が成り立つ.

ただし, $Zj\in z\prime j$ , $wj\in Wj$ . 補題 3.6 任意の $b_{1},$ $b_{2}\in B^{+}$ に対して,
任意の $b\in B^{+}$ に対して, $b=\tau(b_{1}, b2, . ..,b_{m})$ の

とき, $b_{1}=\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}$ となるような $(b_{1}, b_{2}, \ldots , b_{m})\in B^{m}$
$b_{1}\subseteq b_{2}\Rightarrow\exists a\in B^{\prime m}$ [$b_{1}=\tau(a)$ かつ $a\subseteq f(b_{2})$ ]

は一意に定まる. このとき. $f$ : $B^{+}arrow B^{m}$ を, が成り立つ.
$f(b)=$ ($\mathrm{n}\mathrm{i}1,$ $b$2, $b_{3},$

$\ldots,$
$b$m) で定める.

補題 3.7 任意の $n,$ $i(1\leq i\leq n)$ に対して,
定義 3.1 ($\tau$ に対する単位元) 次の性質を持つ元 $\epsilon$

を考える. $\forall t:\in T_{i}’,$ $\exists t,$ $\in T_{n}$ [ \mbox{\boldmath $\tau$}(t:)=\mbox{\boldmath $\tau$}(t、) かつ

1. $\forall b\in B$ [\mbox{\boldmath $\tau$}(b, $\epsilon)=\tau(\epsilon,$ $b)=b$], $\forall w_{n}\in W_{n}[t_{\mathfrak{n}}\subseteq w_{n}]]$

$\mathit{2}$ . $\tau(\epsilon,\epsilon)$ , が成り立つ.

3. $|\epsilon|=0$ . 定理 3.8 任意の $n$ に対して,

このような元は $B$ には存在しない. $B$ に $\epsilon$ を付 $\forall r\in$ 五, $\forall x_{n}\in X_{n}[r\subseteq x_{n}]$

け加えたものを $B’$ で表す.
が成り立つ.

すべての自然数 $n$ に対して,
この定理により, 任意の $n$ に対して, $X_{n}\subseteq Y_{n}$

$R_{n}’=\dot{\iota}=0\cup\ n\mathrm{U}$ {\Xi }, がわかる. $\mathrm{Y}_{n}\subseteq Z_{n}$ より, $X_{n}\subseteq Z_{n}$ が成り立つ.

$T_{n}=R_{n}’\mathrm{x}R_{n-1}’\mathrm{x}$ ... $\mathrm{x}$ 五ち,
$T_{n}’=\{t\in T_{n}||\tau(t)|=n\}$ , 4 アルゴリズム

$L_{n}=$ { $l\in R_{n}’||\tau$(l) $|=n$}

とお $<$ .
補題 3.2 任意の自然数 $n$ に対して,

$\forall l\in L_{n},$ $\exists t\in T_{n}’$ [$\tau(l)=\tau$ (t)]

$X_{n}$ の定義の中には, 最小評価木問題の実行可能
解の集合 $Z_{\dot{l}}(1\leq i<n)$ が現れる. ここでは, こ

の $Z_{i}$ は未知であるため, 次の定義をおく.

$W_{0}’=\emptyset$ ,

$W_{n}’=\{(w_{\dot{*}},x_{n},w_{\mathfrak{n}-\dot{*}-1})| 0\leq i\leq n-1\}$

が成り立つ.



128

ただし. $w_{j}\in W_{j}’,$ $x_{j}\in X_{j}’$ . 5 おわりに

$X_{0}’=\{\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}\}$ ,

$X_{n}’=\{\tau(x_{i},x\lfloor(n-1)/2\rfloor , wn-:-1)|0\leq i\leq n-1\}$

$X_{\acute{0}}=$ {nil}, 本稿では, 最小評価木問題に対して, 実行可能解

$X_{n}’=\{\tau(x_{i},x_{\lfloor(n-1)/2\rfloor}, w_{n-:-1})|0\leq i\leq n-1\}$ の部分集合 $X_{n}’$ における最小元を求めるアルゴリズ
ムを示した. このアルゴリズムにより求まる解は,

ただし? $Xj\in X’,$$wjj\in W_{j}’$ . これらの集合に対し $n\leq 10$ のとき, 最小評価木問題における最小解で
て, $W_{n}’\subseteq W_{n},$ $X_{n}’\subseteq Xn$ が成り立つことは明らか ある. しかし s $n>10$ に対して, このアノレゴリズ
である. ムにより求まる解が, 最小評価木問題の最小解とな
本節では, $X_{n}’$ の最小元の集合 るかとうかは未解決であり, これを解決することが

今後の課題となる.
$X_{n}^{*}’=\{x\in X_{n}’|\forall x’\in X_{n}’(|x|\leq|x’|)\}$

を求めるアルゴリズムを示す.

アルゴリズム 41 自然数 $n$ が与えられたとする.

1. $W_{0}^{*}’arrow\emptyset,$ $X_{0}^{\prime*}arrow\{\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{l}\},$ $karrow 1$ .
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ただし, $w_{\dot{\mathrm{J}}}\in W_{j}^{\prime*},$ $xj\in \mathrm{x}_{j}’*$ .
任意の $x_{n}\in X_{n}’$ に対して, そのノード数 $|x_{n}|$ は,

次のように表される.

$|x_{n}|=|$7(xi, $x_{\lfloor(n-1)/2\rfloor},$ $lu_{n-i-1}$ ) $|$

$=|$xi $|+|$x $\lfloor$ (n-1)/2$\rfloor|+|$7(ta$n-:-1$ ) $|+1$

ここて, $|x\lfloor(n-1)/2\rfloor|$ は $n$ によって固定されている
ことから, $|x_{i}|+|\tau(w_{k-:-1})|$ が最小となるように

$i$ をとれば, $x_{n}$ は $X_{n}’$ の中でノード数最小である.
したがって, アルゴリズム 41 によって求められる
解は, $X_{n}$’の中でノード数最小てある.
アノレゴリズム 4.1 によって求まる解は, $1\leq i<n$

までは, 最小評価木問題の解であることが計算機に
より確認されている. すなわち, $1\leq n\leq 10$ のとき,

$X_{n}^{\prime*}\subseteq Z_{n}^{*}$ てある. このうち, $n=1,2,3$,4,6, 9, 10
に対しては, 最小評価木問題の解はすべてアルゴリ
ズム 41 で求まる. すなわち, $n=1,2,3$, $4,6,9,10$

に対しては, $X_{n}^{\prime*}=Z_{n}^{*}$ である. しかし, $n=5,7$, $8$

に対しては, 最小評価木問題の解であるが, アルゴ
リズム 4.1 では求められないものが存在する. すな
わち, $n=5,7$, $8$ に対しては, $X_{n}^{\prime \mathrm{p}}\subsetneq Z_{n}^{*}$ である.


