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Some approaches to confidence intervals for
a restricted parameter

筑波大・理工 清水 淳史 (Atsushi Shimizu)
筑波大・数学 赤平 昌文 (Masafumi Akahira)

1 はじめに

実験物理においては, 母数が本来, 正 (あるいは非負) であることが理論的に仮定されて
いる場合が少なくない. そこで, 誤差を含む観測値から未知の母数を区間推定する問題が
ある. 誤差の大きさが未知母数の値とほぼ同じ大きさである場合には母数が正であること
を考慮しない通常の信頼区間は負の範囲を含んでしまうし, またそれを正 (または非負) に
限定した区間は空集合になることもあり得る. そしてこの問題について多くの方法が物理
学者らから提案されているが ([FC98], [M02], [MSOOa], [MSOOb], [RW99], [RWOI]), 数理
統計学の立場からは基本的には Bayesian と Non-Bayesian の 2つの観点がある. Bayesian
の場合は母数の存在範囲に事前分布を限定すればよく, その場合そのような事前分布が適
当であるかの考慮が必要であるが, それは一般の場合と本質的には変わりはない.
一方, Non-Bayesian, すなわち頻度主義者の立場からは, 区間推定問題は一群の仮説検

定問題を考えて, 与えられた標本値に対し, その点が受容域に含まれるような仮説に対応
する母数の集合をとればよい. すなわち, 母数を $\theta>0$ とすると, 任意の $\theta=\theta_{0}>0$ に対
して, 仮説 $\theta=\theta_{0}$ を対立仮説 $\theta\neq\theta_{0},$ $\theta$ >0 を検定する (何らかの意味で良い) 水準 $\alpha$ の

検定の受容域を $A$ (\mbox{\boldmath $\theta$}o) とするとき, 観測値 $X$ に対し, $X\in A$ (\mbox{\boldmath $\theta$}0) となるような $\theta 0$ の集合
を $C$ (X) とすれば, $\theta>0$ のとき

$P_{\theta}\{\theta\in C(X)\}=P_{\theta}\{X\in A(\theta)\}=1-\alpha$

となるから, 信頼係数 $1-\alpha$ の信頼域 $C$(X) が得られ, それが区間ならば信頼区間が得ら
れる.

本論では, 制約のある母数の信頼区間の構成を Bayes 法と頻度主義法を組み合わせた方
法によって行い, 従来の信頼区間との数値的比較を行う ([AST03], [SAT03]).

2 正値母数の信頼区間の従来の構成法
本論では, Mandelkern [M02] のサーベイに従って, 正値母数に対する信頼区間の従来の

構成について述べる. いま, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いすれも正規分布 $N($ \mu , $\sigma_{0}^{2})$

に従う確率変数とする. ただし, $\mu>0,$ $\sigma$o は既知とする.

2.1 枢軸法

上記の無作為標本 $X_{1},$
$\cdots,$ $X_{n}$ に基づく標本平均 $\overline{X}:=(1/n)\sum_{\dot{\iota}=1}^{n}X$i を基準化して

$T(\overline{X}, \mu):=\sqrt{n}(\overline{X}-\mu)/\sigma_{0}\sim N(0,1)$
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とすれば, 区間

$[\mathrm{m}$ax $\{0,\overline{X}-u_{\alpha/2}\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\}j\max\{0,\overline{X}+u_{\alpha/2}\frac{\sigma_{0}}{\sqrt{n}}\}]$

は信頼係数 $1-\alpha$ の $\mu$ の信頼区間となる. ただし, $u_{\alpha/2}$ は $N(0,1)$ の上側 100(\mbox{\boldmath $\alpha$}/2)% 点

とする. しかし) 信頼区間は, 例えば, $n=1,$ $\sigma_{0}=1,$ $\alpha=0.3173$ のとき, $\overline{x}\leq-1$ において

区間としては空集合となってしまい, 過小評価であるということが指摘されている (図 2.1
参照). そのため, 様々な信頼区間の構成法が提案されている.

$\#_{5}^{5}\prime 55$

$\overline{x}$

図 2.1: 枢軸法による 68.27%信頼限界 枢軸法による 95%信頼限界

2.2 ベイズ法

第 2.1 節のような枢軸法とは異なるベイズ的観点から, 信頼区間の構成を考える. 以後
では $\sigma_{0}=1$ であると仮定する. まず, 母数 $\mu$ の事前分布として一般一様分布, すなわち

$\pi(\mu)=\{$
1 $(\mu>0)$ ,

0 $(\mu\leq 0)$

に従うとすると, $\overline{X}=\overline{x}$ を与えたときの $\mu$ の事後密度は,

$f( \overline{x})=\int_{0}^{\infty}\frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2\pi}}\exp\{-\frac{n}{2}(\mu-\overline{x})^{2}\}\mathrm{d}\mu=\Phi(\sqrt{n}\overline{x})$

となるため,

$f(\mu|\overline{x})$ $:= \frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2\pi}\Phi(\sqrt{n}\overline{x})}\exp\{-\frac{n}{2}(\mu-\overline{x}$ Y}
$= \frac{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}(\overline{x}-\mu))}{\Phi(\sqrt{n}\overline{x})}$

となる. ここで, $\phi(\cdot)$ は $N(0,1)$ の確率密度関数 (probability density function, 略して
p.d.f.) とし, $\Phi(\cdot)$ は $N(0,1)$ の累積分布関数 (cumulative distribution function, 略して

c.d.f.) とする. このとき, $\mu$ の信頼区間 $[s(\overline{X}), t(\overline{X})]$ は,

$\{$

$[s(\overline{x}),t(\overline{x})]=\{\mu|f(\mu|\overline{x})\geq c\}$ ,
$P_{\mu}\{s(\overline{x})\leq\mu\leq t(\overline{x})\}=1-\alpha$
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を解くことにより

$[ \max\{\overline{X}-d(\overline{X}), 0\},\overline{X}+d(\overline{X})]$

となる. ただし, $d(\overline{X})$ は

$d(\overline{X})=\{_{\frac{\sqrt{n}1}{\sqrt{n}}\Phi^{-1}}^{\frac{1}{}\Phi^{-1}}\{$

$1-\alpha\Phi(\sqrt{n}\overline{X}))$ $(\overline{X}\leq x_{0})$ ,

$\frac{1}{2}+\frac{1}{2}(1-\alpha)\Phi(\sqrt{n}))$ $(\overline{X}>x_{0})$

であり, 境界点 $x_{0}$ は

$x_{0}:= \frac{1}{\sqrt{n}}\Phi^{-1}(\frac{1}{1+\alpha})$

である. ここで, $\Phi^{-1}$ は $\Phi$ の逆関数とする. 第 2.1 節の特別な場合としては, $\mu$ の信頼区間
は, 通常の枢軸法よりも $\alpha=0.3173$ , $\overline{x}\leq-1$ において, ある程度幅を持たせたものとなっ
ていることがわかる (図 2.2 参照, Roe and Woodroofe[RWOI]).

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{a_{i}}^{35}65553\iota_{\mathrm{I}}11$
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図 2.2: ベイズ法による 68.27%信頼限界 ベイズ法による 95%信頼限界

2.3 尤度法

いま, $\overline{X}=\overline{x}$ を与えたとき, $\mu$ の尤度関数 $L$ は

$L( \mu|\overline{x}):=\frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2\pi}}\exp\{-\frac{n}{2}(\mu-\overline{x})^{2}\}$

となる. このとき) $\mu$ の最尤推定量 $\hat{\mu}\mathrm{M}\mathrm{L}$ は $\mu>0$ という制約により

$\hat{\mu}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}:=\max\{\overline{X}, 0\}$

となる. したがって,

$L(\hat{\mu}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}|\overline{x}):=\{$

$\neq_{2\pi}^{n}$ $(\overline{x}>0)$ ,
$\neq_{2\pi}^{n}\exp\{-\frac{n}{2}\overline{x}^{2}\}$ $(\overline{x}\leq 0)$

になるから, 尤度比検定統計量は
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$R(\overline{X})$ $:= \frac{L(\mu|\overline{X})}{L(\hat{\mu}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}|\overline{X})}=\{$

$\exp\{-\prime n(\overline{X}-\mu)^{2}/2\}$ $(\overline{X}>0)$ ,
$\exp\{n(\mu\overline{X}-(\mu^{2}/2))\}$ $(\overline{X}\leq 0)$

になる. そこで, $0<\alpha<1$ , 与えられた $\mu 0$ について

$\{$

R(s(崗))=R(t(崗)),
$\Phi(\sqrt{n}(t(\mu_{0})-\mu_{0}))-\Phi(\sqrt{\prime n}(s(\mu_{0})-\mu 0))=1-\alpha$

となる $s$ (\mu 0), t(崗) を求めると, 区間 [ $s($ \mu 0), $t($ \mu o)] は受容域となるので, そこから信頼

係数 $1-\alpha$ の $\mu$ の信頼区間を得ることができる (第 1 節およひ図 2.3 参照, Feldman and
Cousins [FC98] $)$ .

$\mu$

$\mathrm{f}$

$\overline{x}$

図 2.3: 尤度による 68.27%信頼限界 尤度法による 95%信頼限界

2.4 その他の信頼区間

制約条件 $\mu>0$ を組み込んだ尤度関数

$L( \mu):---(\frac{1}{\sqrt{2\pi}})^{n}[\exp\{-‘\frac{1}{2}\sum_{i=1}^{n}(x_{i}-\mu)^{2}\}]\theta(\mu)$

を考える. ただし, $\theta(\mu)=1(\mu>0);=0(\mu\leq 0)$ とする. このとき, $\mu$ の最尤推定量は
$\hat{\mu}_{\mathrm{M}\mathrm{L}}:=\max\{\overline{X}, 0\}$ になり, その p.d.f }ま

$f_{\hat{\mu}\mathrm{M}\mathrm{L}}( \mu^{*}; \mu)=[\sqrt{\frac{n}{2\pi}}\exp\{-\frac{n(\mu^{*}-\mu)^{2}}{2}\}]\chi_{\mu}*+\delta(\mu^{*})\{1-\Phi(\sqrt{n}\mu)\}$

になる. ただし, $\chi_{\mu}^{*}=1(\mu^{*}>0);=0(\mu^{*}\leq 0),$
$\delta$ は Dirac のデノレタ測度とする. これから

$\mu$ の信頼区間を得ることができる (図 2.4参照, Mandelkern and Schultz [MSOOa]). ,か

し, この場合には上側信頼限界は一定となってしま $\mathrm{A}\mathrm{a}$ , あまり良い信頼区間とは言えない.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{20}^{35}- 4255 5f$

3
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図 2.4: [MSOOa] による 68.27%信頼限界 [MSOOa] による 95%信頼限界
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3 ベイズ・頻度主義法による信頼区間の構成
いま, $X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立にいずれも正規分布 $N$ (\mu )1) に従う確率変数とする.
ただし, $\mu>0$ とする. このとき, 仮説 $H$ : $\mu=$ 崗に対する対立仮説 $K$ として, $\mu$ が事前

分布 $\pi(\mu)=1(\mu>0);=0(\mu\leq 0)$ に従うという, 水準 $\alpha$ の検定問題を考える. このと

き, 検定統計量として

$R( \overline{x}):=J_{0}^{\infty}.\prod_{i=1}^{n}f(x_{i}, \mu)\mathrm{d}\mu=\frac{\int_{0}^{\infty}\exp\{-\frac{n}{2}(\overline{x}-\mu)^{2}\}\mathrm{d}\mu}{\exp\{-\frac{n}{2}(\overline{x}-\mu_{0})^{2}\}}$

$\prod_{i=1}^{n}f(x_{i}, \mu_{0})$

を用いれば, 右端の分子は置換積分によって,

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{x}\frac{1}{\sqrt{2\pi}}.\exp$(- $\frac{u^{2}}{2}$) $\mathrm{d}\mu=1-\Phi(-\sqrt{n}\overline{x})=\Phi(\sqrt{n}\overline{x})$

となるから, 統計量は

$R( \overline{x})---\frac{\Phi(\sqrt{n}\overline{x})}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}(\overline{x}\backslash -\mu))}$

$= \frac{\Phi(\sqrt{n}(t+\mu_{0}))}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)}$ $(t:=\overline{x}-\mu_{0})$

$=:R(t)$

となる. ただし, $\phi,$ $\Phi$ はそれぞれ $N(0,1)$ の $\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}.,$
$\mathrm{c}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$. とする. ここで, 水準 $\alpha$ のこの検

定の受容域を求めるために, $T=\overline{X}-\mu_{0}$ が $N(0,1/n)$ に従うことを用いて,

$\alpha=P_{\mu_{0}}\{R(t)>\lambda\}$

$= \int_{\{t|R(t)>\lambda\}}\frac{\sqrt{\prime n}}{\sqrt{2\pi}}\exp(-\frac{ns^{2}}{2})\mathrm{d}s$

$= \int_{\{t|R(t)>\lambda\}}\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}s)\mathrm{d}s$

を満たすように》ある正数 $\lambda$ を定める. ところで, 上式の積分範囲の $\{\cdot\cdot r\}$ について,

$R(t)> \lambda\approx,\frac{\Phi(\sqrt{n}(t+\mu_{0}))}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)}>\lambda\Leftrightarrow\Phi(\sqrt{n}(t+0))>\lambda\sqrt{n}\beta(\sqrt{n}t)$

となり, $\Phi$ は単調増加関数, $\phi$ は単峰な関数であるから, 両者の交点は高々2 つであること
が示すことができる.

補題 3.1 $\Phi(\sqrt{n}(t+\mu 0))/\phi(\sqrt{n}t)=\sqrt{n}\lambda$ となる $t$ は存在すれば, 高々2 つてある.

証明 ます, $\Phi(t+c)/\phi(t)=\lambda$ となる $t$ につ $\mathrm{A}\mathrm{a}$て考える.

$G(t):=\Phi(t+c)$ $-\lambda\phi$ (t)
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とおく ここで, $1\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{n}_{tarrow\infty}G(t)=1,$ $\lim_{tarrow-\infty}G(t)=0$ である. また,

$G’(t)=\phi(t+c)$ $+\lambda$t$\phi(t)=\phi$ (t) $\{\frac{\phi(t+c)}{\phi(t)}+\lambda$t}
$=\phi(t)\{\lambda t+$ exp $(-ct- \frac{c^{2}}{2})\}$

となる. このとき, $\lambda>0$ であることに注意すれば,

$y= \exp(-ct-\frac{c^{2}}{2})$ , $y=-\lambda$t

より, 次の 2つの場合に分けられる.

(i) $c<0$ のとき, $G’(t)=0$ となる $t$ は唯 1 つ (図 3.1),
(ii) $c>0$ のとき, $G’(t)=0$ となる $t$ は高々2つ (図 3.2).

$t$

図 3.1: $c<0$ のときの $G^{\gamma\prime}(t)=0$ の点 図 3.2: $c>0$ のときの $G’(t)=0$ の点

$t=t_{0}$ $t=t_{1},$ $t_{2}$

(i) の場合, $G’(t\mathrm{o})=0$ とすると, $G$( t) の増減表は

となるから, $G(t)=0$ となる解は唯 1 つ存在 (図
3.3参照).

図 3.3 :(i) の場合

(ii) の場合,
$=G’(t)=0$ の唯 1 つの解 $t_{0}$ が存在するとき, $G(t)$

の増減表は

となるから, $G(t)=0$ の解は存在しない (図 3.4参
図 3.4 :(ii) の場合

照).
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$\circ G’(t)$ の解が 2 つ $t_{1},$ $t_{2}$ $(t_{1}<t_{2})$ が存在すると
き, $G(t)$ の増減表は

$t$

となるから, $G(t)=0$ の解は高々2 つ存在 (図 3.4,
図 3.5参照). 図 3.5 :(ii) の場合

以上により, 補題は示された. 口

いま, $R(t)=\lambda$ の $t$ の解が 2つ存在する場合に,

$\Phi(\sqrt{n}(t+\mu 0))=\lambda\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)$

の両者の交点をそれぞれ $\underline{t},$

$\overline{t}$ とすれば (図 3.6参照), この検定の受容域, すなわち $\Phi(\sqrt{n}(t+$

崗)) $\leq\lambda\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)$ となる $t$ は

-t(\mu 0)\leq t\leq -t(崗)

となる.

$t$

図 3.6 : $\Phi$ ( $\sqrt{n}$( $t$ 十崗)) $=\lambda\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)$ の解 $t=\underline{t},$
$\overline{t}$

ところで, この $\underline{t},$

$-t$ は

$\frac{\Phi(\sqrt{n}(\overline{t}+\mu_{0}))}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t\gamma}=\frac{\Phi(\sqrt{n}(\underline{t}+\mu_{0}))}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}\underline{t})}$

を満たすから,

$\overline{z}:=\sqrt{n},$ $\underline{z}:=\sqrt{n}\underline{t}$, $m:=\sqrt{n}\mu_{0}$

とおいて,

$\frac{\Phi(\overline{z}+m)}{\phi(\overline{z})}=\frac{\Phi(\underline{z}+m)}{\phi(\underline{z})}$ (3.1)
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とする. 一方, $\underline{t}$ , $\overline{t}$ について

$P$ { $\underline{t}(\mu_{0})\leq T\leq\overline{t}$( $\mu$o)} $=1-\alpha$ ,
$\Leftrightarrow$

$P\{\sqrt{n}\underline{t}(\mu_{0})\leq\sqrt{n}T\leq\sqrt{n}$

( $\sqrt{n}T=\sqrt{n}(\overline{X}-\mu 0)\sim$ N(0,1))

�

$\Phi(\overline{z})-\Phi(2)=1-\alpha$ (3.2)

が成り立つ. また,

$1-\alpha=P\{\underline{z}\leq\sqrt{n}T\leq\overline{z}\}=P$ { $\underline{z}\leq\sqrt{n}$ ( $\overline{X}-$ 崗) $\leq\overline{z}$}
$=P \{\underline{z}\leq\sqrt{n}\overline{X}-m\leq\overline{z}\}=P\{\frac{\underline{z}+m}{\sqrt{n}}\leq\overline{X}\leq\frac{\overline z+m}{\sqrt{n}}\}$

であるから, $\overline{X}$ は区間

$[ \frac{1}{\sqrt{n}}(\underline{z}+m)$ , $\frac{1}{\sqrt{n}}(\overline{z}+m)]$

に確率 $1-\alpha$ で入ると考えられる. つまり, (3.1), (3.2) を満たす $\underline{z},$

$\overline{z}$ を見つければ, 受容

域から, $\mu$ に対する信頼区間を求めることができる (第 1 節参照).
次に, 上記と同様にして, 対立仮説 $\mathrm{K}$ として, $\mu$ の事前分布が p.d.f.

$\mu\sim\pi(\mu)=\{$

$\lambda \mathrm{e}^{-\lambda\mu}$ ( $\mu>$ O, $\lambda>0$),

0 $(\mu\leq 0, \lambda> 0)$

を持つ指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\lambda)$ に従うという場合にも受容域を得ることができる. ここて, 特

に $\lambdaarrow 0$ とすれば, 指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\lambda)$ は一般一様分布に収束すると考えられる. さて, 事

前指数分布の場合には検定統計量は

$\int_{0}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}, \mu)\pi(\mu)$ d$\mu$

$R(\overline{X})$ $:=$

$\prod_{i=1}^{n}f(X_{i}, 0)$

$= \frac{\lambda\exp\{-\lambda\overline{X}+\frac{\lambda^{2}}{2n}\}\Phi(\sqrt{n}\overline{X}-\lambda\sqrt{n})}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}(\overline{X}-\mu_{0}))}$

$= \frac{\lambda\exp\{-\lambda(t+\mu_{0})+\frac{\lambda^{2}}{2n}\}\Phi(\sqrt{n}(t+\mu_{0})-\lambda\tau^{)}n}{\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)}$ $(t:=\overline{X}-0)$

$=:R(t)$
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となり} ここから

$\alpha=P_{\mu_{0}}\{R(t)>c\}$

$= \int_{\langle t|R(t)>c\}}\frac{\sqrt{n}}{\sqrt{2\pi}}\exp$ $\{-\frac{\prime ns^{2}}{2}\}\mathrm{d}s$

$= \int_{\{t|R(t)>c\}}\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}s)\mathrm{d}s$

を満たすようなある正数 $c$ を定める. ここて, 上式の積分範囲について

$R(t)>c\Leftrightarrow\underline{\lambda\exp}${-\lambda (t+\mu 0)
$\sqrt$

+n\phi --2\lambda n2(
$\sqrt$}n\Phi t()$\sqrt$n(t+\mu 0)-\mbox{\boldmath $\tau$}\lambda n),

。

$\Leftrightarrow\lambda\exp\{-\lambda(t+\mu_{0})+\frac{\lambda^{2}}{2n}\}\Phi(\sqrt{n}(t+\text{崗})-\frac{\lambda}{\sqrt{n}})>c\sqrt{n}\phi(\sqrt{n}t)$

となり, 補題 3.1 から $R(t)=c$ を満たすような解 $t=\underline{t},$
$-t$ は

$\frac{\exp\{-_{7^{\lambda}}n=\underline{Z}\}\Phi(\underline{z}+\prime m-F^{\lambda}n)}{\phi(\underline{z})}=\frac{\exp\{-\frac{\lambda}{\sqrt{n}}\overline{z}\}\Phi(\overline{z}+m-\frac{\lambda}{\sqrt{n}})}{\phi(\overline{z})}$ , (3.3)

$(\underline{z}:=\sqrt{n}\underline{t}, \overline{z}:=\sqrt{nt}, m:=\sqrt{\prime n}\mu 0)$

$\Phi(\overline{z})-\Phi(\underline{z})=1-\alpha$ (3.4)

を満たす また, $\overline{X}$ は区間

$[ \frac{1}{\sqrt{n}}(\underline{z}+m)$ , $\frac{1}{\sqrt{n}}(\overline{z}+m)]$

に確率 $1-\alpha$ で入ると考えられる. つまり, (3.3), (3.4) を満たす $\underline{z},\overline{z}$ を見つければ, 受容
域から) $\mu$ に対する信頼区間を求めることができる (第 1 節参照, 図 3.7, 図 3.8参照).

$\mu$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{s}}^{35}- \mathrm{a}\epsilon \mathrm{z}s_{l}s\mathrm{s}$

図 3.7: 事前一般一様分布による 68.27% 図 3.8: 事前指数分布 $\mathrm{E}\mathrm{x}\mathrm{p}(1/\lambda)$ による

信頼限界 68.27%信頼限界

4 信頼区間の数値的比較
第 2, 3 節で構成した区間をそれぞれ表にまとめ, 比較を行った. その結果, 尤度法によ
る信頼区間は区間幅が短いという点て比較的安定しているが, ベイズ・頻度主義法による
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信頼区間もそれに劣らず良い. また, 尤度法による上側信頼限界が, $xarrow-\infty$ のとき, 速
$\langle$ 0 に収束しているのに比べて, ベイズ $0$ 頻度主義法による上側信頼限界が, $xarrow-\infty$ の

とき. ゆつくりと 0 に収束しているのが特徴である. 他の方法による信頼区間も許容的で
あり. 一様に最良な信頼区間は存在しない.

表 4.1: 95% 信頼区間 $(\prime n=1)$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{5}^{35}-,’\ovalbox{\tt\small REJECT}’’,s_{5}\prime\prime\prime*J/’\prime\prime\prime\prime\prime r_{J}\prime\prime\prime/’/’/$ nxEE\Re x)r\mbox{\boldmath $\alpha$}\mbox{\boldmath $\varphi$}4u0a\not\in Xa\not\in n分布
図 4.1: 68.27%信頼限界
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5 分散が未知の場合の正値平均の信頼区間

本節では, 第 3 節と同様に, ベイズ ( $‘$ 頻度主義法による信頼区間を, 正規分布の分散が
未知の場合に構成する. まず, $X_{1},$ $\cdots,$ $X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも正規分布 $N($ \mu , $\sigma^{2})$

に従う確率変数とする. ただし, $\mu>0,$ $\sigma$ は未知とし) $N($ \mu , $\sigma^{2})$ の p.d.f. を $g$ (x; $\mu,$
$\sigma^{2}$ ) と

する.

このとき, 帰無仮説 $H:\mu=\mu \mathrm{o}(>0),$ $\sigma\sim\pi(\sigma)=1/\sigma(\sigma>0)$ , 対立仮説 $K:($ \mu , $\sigma)\sim$

$\pi(\mu, \sigma)=1/\sigma(\mu>0, \sigma >0)$ の検定問題を考える. このとき, 第 3 節と同様に検定統計量
として

$\int_{0}^{\infty}\int_{0}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}g(x_{i;}\mu, \sigma^{2})($1/ $\sigma)$d$\mu$d$\sigma$

$T(X):=$

$\int_{0}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}g(x_{i};\mu 0, \sigma^{2})($ 1/$\sigma)$ d$\sigma$

をとると, その右辺の分母は

$\int_{0}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}g(x_{i};\mu_{0}, \sigma^{2})\frac{\mathrm{d}\sigma}{\sigma}=\int_{0}^{\infty}\frac{1}{(\sqrt{2\pi})^{n}\sigma^{n+1}}\exp\{-\frac{1}{2\sigma^{2}}\sum_{i=1}^{r\iota}(x_{i}-poY\}\mathrm{d}\sigma$

$= \int_{0}^{\infty}\frac{1}{(\sqrt{2\pi})^{n}}$
$(2 \tau)\frac{n}{2}-1$ $\exp\{-\tau\sum_{i=1}^{n}$ ( $x_{i}$ $-\mu$o) $2\}\mathrm{d}\tau$

$= \frac{2^{(n/2)-1}}{(\sqrt{2\pi})^{n}}\{\sum_{i=1}^{n}(x:-\mu_{0})^{2}\}^{-n/2}\int_{0}$rn/2)$-$ l
$e^{-}$ ’dy

$( \prime y:=\tau\sum 2=1(x:-\mu_{0})^{2})$

$=C’ \{\sum_{i=1}^{n}(x_{i}-0)^{2}\}^{-n/2}$

$=C’$ { $(n-1)s_{0}^{2}\dotplus n(\overline{x}-\mu$o) $2$ }
$-n/2$

$=C”s_{0}^{n} \{1+\frac{n(\overline{x}-\mu_{0})^{2}}{(n-1)s_{0}^{2}}\}-n/2$

$=Cs_{0}^{-n} \frac{\Gamma(n/2)}{\sqrt{\pi(n-1)}\Gamma((n-1)/2)}(1+\frac{t^{2}}{n-1})^{-n/2}$

$=Cs_{0}^{-n}f_{n-1}(t)$

となる. ただし,

$C’:= \frac{2^{(n/2)-1}\Gamma(n/2)}{(\sqrt{2\pi})^{n}}$ , $C”:=C’(n-1)^{-n/2}$ ,

$C:=C” \frac{\sqrt{\pi(n-1)}\Gamma((n-1)/2)}{\Gamma(n/2)}$ , $s_{0}:=$
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とする. このとき,

$\int_{0}^{\infty}\prod_{i=1}^{n}g(x_{i;}\mu_{0}, \sigma^{2})\frac{\mathrm{d}\sigma}{\sigma}=Cs_{0}^{-n}f_{n-1}(\frac{\sqrt{n}(\overline{x}-\mu_{0})}{s_{0}})$

となる. ただし, $f_{n-1}($ . $)$ は自由度 $n-1$ の $t$ 分布 ( $t_{n-1}$ 分布) の p.d.f. とする. また, その

分子については,

$\int_{0}^{\infty}\int_{0}]g(x_{i};\mu, \sigma^{2})\frac{1}{\sigma}\mathrm{d}\sigma \mathrm{d}\mu=\int_{0}^{\infty}Cs_{0}^{-n}f_{n-1}(\frac{\sqrt{n}(\overline{x}-\mu)}{s_{0}})\mathrm{d}\mu$

$:=1$

$= \frac{s_{0}}{\sqrt{n}}\int_{-\infty}^{\sqrt{n}\overline{x}/s_{0}}\frac{\Gamma(n2)}{\sqrt{\pi(n-1)}\Gamma((n-1)/2)}(1+\frac{t^{2}}{n-1})^{-n/2}\mathrm{d}t$

(ここで, $t$ $:=\sqrt{n}(\overline{x}-\mu)/s0$ とお $\text{く}.$ )

$= \frac{s_{0}}{\sqrt{n}}$ \sim ,-1 $(\sqrt{n}\overline{x}/s_{0})$

となる. ただし, $F_{n-1}($ . $)$ は $t_{n-1}$ 分布の c.d.f. とする. よって, 求めたい統計量 $T(\overline{X})$ によ

る受容域は

$T( \overline{X})=T_{0}(\overline{X}, S_{0}, \mu_{0})=\frac{(S_{0}/\sqrt{n})F_{n-1}(\sqrt{n}\overline{X}/S_{0})}{f_{n-1}(\sqrt{n}(\overline{X}-\mu_{0})/S_{0})}\leq\lambda$. (5.1)

の形となる. しかし, (5.1) を解くことは解析的に難しいので, $t$分布の正規近似を考える.

補題 5.1([T75]). 互いに独立な確率変数 $U,$ $\mathrm{Y}$ について $U$ が標準正規分布に従い, $\nu \mathrm{Y}^{2}$

が自由度 $\nu$ のカイ 2乗分布に従うとする. このとき, $t_{\nu}$ 分布に従う確率変数の T側確率, す
なわち $\mathrm{c}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$ . は

$P(t. \nu\})=\Phi(t)-\phi$ (t) $[ \frac{1}{4\nu}$ t(t$2+1$ ) $+ \frac{1}{96\nu^{2}}$t(3t’ $-7t^{4}-5t^{2}-3$)$]+O$ $( \frac{1}{\nu^{3}})$ $(\nuarrow\infty)$

(5.2)

である.

証明 まず, 確率変数 $T$ は

$T:=U/\mathrm{Y}=U/\sqrt{\nu \mathrm{Y}^{2}}/\nu\sim t_{\nu}$分布

てあるから》$T$ の c.d.f. は

$P(t;\nu)=P\{T\leq t\}=P\{U/\mathrm{Y}\leq t\}=P\{U\leq t\mathrm{Y}\}$

$=E[P\{U\leq t\mathrm{Y}|\mathrm{Y}\}]=E[\Phi(t\mathrm{Y})]$

となるから, $\Phi(t\mathrm{Y})$ を $\mathrm{Y}$ の関数と見て, $\mathrm{Y}=1$ の周りで Taylor展開すると

$P(t;\nu)=\Phi(t)+t\phi$(t)E[Y $-1$] $+ \frac{1}{2}t^{2}\phi’(t)E[(\mathrm{Y}-1)^{2}]$

$+ \frac{1}{6}t^{3}\phi$“E $[( \mathrm{Y}-1)^{3}]+\frac{1}{24}t^{4}\phi^{(3)}(t)E[(\mathrm{Y}-1)^{4}]+\cdot\cdot|$ (5.3)
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となる. ここで, $\chi^{2}:=\nu \mathrm{Y}^{2}$ とおくと

$E[\mathrm{Y}-1]=E[\sqrt{1+(\frac{\chi^{2}}{\nu}-1)}-1]$

となる. ここで)

$\sqrt{1+(\frac{\chi^{2}}{\nu}-1)}=\{$ $1+$ (5–1) $\}^{1/2}$

$=1+ \frac{1}{2\nu}(\chi^{2}-\nu)-\frac{1}{8\nu^{2}}(\chi^{2}-\nu)^{2}$

$+ \frac{3}{48\nu^{3}}(\chi^{2}-\nu)^{3}-\frac{15}{384\nu^{4}}(\chi^{2}-\nu)^{4}+\cdots$

より,

$E[ \mathrm{Y}-1]=-\frac{1}{4\nu}+\frac{1}{32\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})$

になる. また, 同様にして,

$E[( \mathrm{Y}-1)^{2}]=\frac{1}{2\nu}-\frac{1}{16\nu^{2}}+O$(ふ),
$E[( \mathrm{Y}-1)^{3}]=-\frac{1}{8\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})$ ,

$E[( \mathrm{Y}-1)^{4}]=\frac{3}{4\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})$

となるから, (5.3) より

$P$ (tj $\nu$) $= \Phi(t)+t\phi(t)\{-\frac{1}{4\nu}+\frac{1}{32\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})\}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\phi(t)}\{\frac{1}{2\nu}-\frac{1}{16\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})\}$

$+ \frac{t^{3}}{6}(t^{2}-1)\phi(t)\{-\frac{1}{8\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})\}$

$+ \frac{t^{4}}{24}(-t^{3}+3t)\phi(t)\{\frac{3}{4\nu^{2}}+O(\frac{1}{\nu^{3}})\}$

となり, これを整理して (5.2) を得る. 口

補題 5.1 より,

$l_{n-1}(t)= \Phi(t)-\frac{1}{4(n-1)}t$ (t$2+1$ ) $\phi$ (t)

$- \frac{1}{96(n-1)^{2}}t(3t^{6}-7t^{4}-5t^{2}-3)\phi(t)+O(\frac{1}{n^{3}})$
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となるから

$f_{r\iota-}1(t)=F_{n-1}’(t)= \phi(t)+\frac{1}{4(\prime n-1)}(t^{4}-2x^{2}-1)\phi(t)$

$+ \frac{1}{4(n-1)}$ (3x8-28x$6+30x4+12x2+3$) $\phi(t)+O$ $( \frac{1}{n^{3}})$

$=:q_{n-1}(t)+O( \frac{1}{n^{3}})$

になる. また, $Q_{n-1}$ (t):= $\int$-t\sim qユー l(x)dx として, (5.1) の $T$ の代わりに

$\tilde{T}(\overline{X}, S_{0}, \mu_{0}).:=\frac{(S_{0}/\sqrt{n})Q_{n-1}(\sqrt{n}\overline{X}/S_{0})}{q_{n-1}(\sqrt{n}(\overline{X}-\mu_{0})/S_{0})}$ (5.4)

を用 1 る. このとき, $t:=\sqrt{n}(\overline{x}-\mu_{0})/s_{0}$ とおいて,

$\{$

$(s_{0}/ \sqrt{\prime n})Q_{n-1}(\underline{t}+\frac{\sqrt{n}\mu_{0}}{s_{0}})/q_{n-1}(\underline{t})=(s_{0}/\cap nQ_{n-1}(\overline{t}+\frac{\sqrt{n}\mu 0}{s_{0}})/q_{n-1}(\overline{t})$ ,

$P\{\underline{t}\leq t\leq\overline{t}\}=1-\alpha$

を満たす $\underline{t},$

$\overline{t}$ を求めればよい. しかし, $t$ と $s_{0}$ とは独立ではないため》この解を求めること
は難しい. そこで, まず, $\sigma$ を既知とすれば

$P_{\mu 0,\sigma} \{\mu_{0}+\frac{\sigma}{\sqrt{n}}\underline{t}_{0}(\frac{\mu_{0}}{\sigma})\leq\overline{X}\leq\mu_{0}+\frac{\sigma}{\sqrt{n}}\overline{t}_{0}(\frac{\mu_{0}}{\sigma})\}=1-\alpha$

の形となるから, 受容域は

$[ \mu_{0}+\frac{\sigma}{\sqrt{n}},\underline{t}_{0}(\frac{\mu 0}{\sigma}),$ $\mu_{0}+\frac{\sigma}{\sqrt{n}}\overline{t}_{0}(\frac{\mu_{0}}{\sigma})]$

になる. しかし, 実は $\sigma$ は未知であるから} ここで, 簡便的に $\sigma$ を So に置き換えた

$[ \mu 0+\frac{S_{0}}{\sqrt{n}}\underline{t}_{0}(\frac{\mu 0}{S_{0}}),$ $\mu 0+\frac{S_{0}}{\sqrt{n}}\overline{t}_{0}(\frac{\mu_{0}}{S_{0}})$ ]
を受容域とし, そこから信頼区間を構成する (図 5.1 参照). そのとき, 実際に, その信頼区

間の被覆確率を求めると, たとえば $\alpha=0.05$ のときに, ほぼ 95% の信頼係数を達成して
いることが分かる (表 5.1 参照).

表 5.1

n=5》$\alpha=0.05$のときの被覆確率
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$n=10,$ $\alpha$ =0.05 のときの被覆確率

$n=50,$ $\alpha$ =0.05 のときの被覆確率

$n=100,$ $\alpha$ =0.05 のときの被覆確率

$n=150,$ $\alpha$ =0.05 のときの被覆確率

6 制約付平均をもつポアソン分布の信頼区間
前節まては, 正規分布 $N($ \mu , $\sigma_{0}^{2})$ の平均 $\mu$ に正値または非負値の制約があるときの信頼
区間の構成について考察した. 同様にして, 離散分布の典型であるポアソン分布 Po(\lambda ) の

場合について考える. ただし, ポアソン分布の場合, 母数 $\lambda$ が正であるから, 制約として,
ある既知の正値 $b$ (実験物理の分野での, background parameter) について理論上 $\lambda>b$ と

分かっているときに信頼区間の構成について考察する.
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6.1 通常の方法

いま, $X_{1},$ $\cdots,$
$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれもポアソン分布 Po $(\lambda :=\mu+b)$ に従う確率

変数とする. ただし, $b$ は既知の母数とし, $\mu$ は正値で未知母数とする. このとき, 標本の総
和 $\mathrm{Y}:=X_{1}+\cdots+Xn$ はポアソン分布の再生性より Po(n\lambda ) に従うから,

$e^{-nl} \sum_{k=y}^{\infty}\frac{(\prime nl)^{k}}{k!}.=\alpha/2$ , $e^{-nu} \sum_{k=0}^{y}\frac{(nu)^{k}}{k!}=\alpha/2$

を各 $y=0,1$ , $2,$ $\cdot\cdot\downarrow$ に対して, $l,$ $u$ について解いて, 区間 $[l, u]$ を信頼区間とする (図 6.1 参
照, Johnson, Kotz and Kemp [JKK93] $)$ . ここで, この区間 (は例えば, $\alpha=0.1,$ $n$ =1, $y=0$

のとき, 区間が空集合になってしまうため正規分布の場合と同様に数々の信頼区間が提案
されている.

6.2 ベイズ法

通常の方法と同じ設定の下で, $\mathrm{Y}$ は確率量関数 (probability mass function, 略して p.m.f.)

$p(y| \lambda)=\frac{e^{-n\lambda}(n\lambda)^{y}}{y!}$ $(y=0,1, \cdots ; \lambda>b)$

をもつポアソン分布に従 $\psi\mathrm{a},$ $\lambda=\mu$ 十 $b$ とすると, $\mathrm{Y}$ の $\mathrm{p}.\mathrm{m}.\mathrm{f}$. は

$p(y| \mu)=\frac{e^{-n(\mu+b)}\{n(\mu+b)\}^{y}}{y!}$ $(y=0,1, \cdots ; \mu> 0)$

となる. このとき, 正規分布の場合と同様に, $\mu$ は事前分布として一般一様分布, すなわち

$\pi(\mu)=\{$
1 $(\mu>0)$ ,

0 $(\mu\leq 0)$

とすると, $\mathrm{Y}$ の周辺 p.m.f. は

$p(y)= \int_{-\infty}^{\infty}p(y, \mu)$ d$\mu=\int_{0}^{\infty}\frac{e^{-n(\mu+b)}\{n(\mu+b)\}^{y}}{y!}\mathrm{d}\mu$

$= \frac{1}{n}\sum_{k=0}^{y}\frac{e^{-nb}(nb)^{k}}{k!}=:\frac{1}{n}I\sim(y)$

となるから, 事後分布は

$p( \mu|y)=\frac{p(y,\mu)}{p(y)}.=\frac{np(y|\mu)\pi(\mu)}{P_{b}(y)}$

となる. これから, ある正値 $c$ について

$\{$

$\frac{P_{b+l}(y)-P_{b+u}(y)}{P_{b}(y)}=1-\alpha$ ,

$[l, u]=\{\mu|p(\mu|y)\geq c\}$
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となる $l,$ $u$ を求めると, 区間 $[l, u]$ は信頼係数 $1-\alpha$ の信頼区間になる (図 6.2参照, Roe and
Woodroofe [RWOI] $)$ . ここで, ベイズ法により構成された信頼区間は通常の方法により構
戒されたものと異なり, 既知母数 $b$ の値に依存して区間が空集合にならないように見える.

$5555\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\sim 5\ovalbox{\tt\small REJECT}_{6}$

図 6.1: 通常の方法による 90% 信頼区 図 6.2 : ベイズ法による 90% 信頼区間
間 $(b=3)$ の限界 $(b=3)$

6.3 尤度法

$\mathrm{Y}=y$ を与えたときの $\mu$ の対数尤度関数 $\Gamma,(\mu|y)$ を $\mu$ について微分すれば

$\frac{\partial 1\mathrm{o}\mathrm{g}L}{\partial\mu}=-n+\frac{y}{\mu+b}$

となるから, $\mu>0$ の下での最尤推定量は

\mu ゅ: $=\{$
$(y/n)-b$ $((y/n)-b>0)$ ,
0 $((y/n)-b\leq 0)$

$= \max\{0, (\prime y/\prime n)-b\}$

となる. このとき, 尤度比検定統計量は

$R( \mathrm{Y}):----\frac{L(\mu|\mathrm{Y})}{L(\mu^{*}|\mathrm{Y})}$

となる. このとき》例えば, $\mu=1.5$ について

$\sum_{y=1}^{7}p(y, 1.5)=$ 0.9023

となり, 仮説 $H:\mu=1.5$ の検定の受容域は区間 $[1, 7]$ となる (表 6.1 参照). ただし, 表
6.1 における rank は検定統計量の値の順位とし, 信頼係数 (confidenoe coefficient 略し
て $\mathrm{c}.\mathrm{c}.$ ) の欄における※印は $\mathrm{c}.\mathrm{c}$ . 90%以上となるような信頼区間である. 同様に $\mu$ の

値 0.0001(0.0001)25 について計算して, 受容域を求め (図 6.3参照, Feldman and Cousins
[FC98] $)$ , そこから信頼区間をつくる (第 1節および図 6.4参照).
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表 6十尤度法による受容域の導出表

$y$ $L(\mu|y)$ $p(\mu^{*}|y)$ $R(y)$ rank $\mathrm{c}.\mathrm{c}$ .
0 0.0111 0.0498 0.2231 9
10.0499 0.1494 0.3347 7 $*$

20.1125 0.2240 0.5020 6 $\neq.\cdot$

3 0.1687 0.2240 0.7531 4 $*$.
4 0.1898 0.1954 0.9715 2 $\#$.
5 0.1708 0.1755 0.9735 1 $*$.
6 0.1281 0.1606 0.7976 3 $*$.
7 0.0824 0.1490 0.5528 5 $*$

80.0463 0.1396 0.3319 8
9 0.0232 0.1251 0.1758 10
10 0.0104 0.1194 0.0833 垣

$5555\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $555\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\Leftrightarrow}6$

図 6.3 : 尤度法による受容域 $(b=3)$ 図 6.4 : 尤度法による 90% 信頼限界 $(b=3)$

6.4 ベイズ・頻度主義法

正規分布の場合と同様に, 母数 $\mu$ が事前分布として一般一様分布

$\pi(\mu)=\{$
1 $(\mu>0)$ ,

0 $(\mu\leq 0)$

とするとき, 検定統計量として

$\int_{-}1$ $f(X_{i},\mu)$d$\mu$
$\int_{0}^{\infty}\prod\frac{e^{-(\mu+b)}(\mu+b)^{X}}{X_{i}!}.\mathrm{d}\mu n$

.

$T(\mathrm{Y})$ $:=$

$\prod_{i=1}^{n}f(X_{\dot{l}}, \mu_{0})$

$= \frac{i=1}{\prod_{i=1}^{n}\frac{e^{-(\mu 0+b)}(\mu_{0}+b)^{X}}{X_{i}!}}$

‘

$= \frac{\int_{0}^{\infty}e^{-n(\mu+b)}(\mu+b)^{Y}\mathrm{d}\mu}{e^{-n(\mu 0+b)}(\mu_{0}+b)^{Y}}$

をとって, 尤度法における表 6.1 と同様の表を作ることにより受容域を求めることができ
る (図 6.5参照). そして, その受容域から信頼区間を得る (第 1 節およひ図 6.6参照).
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5

5

図 65: ベイズ・頻度主義法による受容 図 66: ベイズ・頻度主義法による 90% 信頼
域 $(b=3)$ 限界 $(b=.3)$

6.5 信頼区間とその被覆確率の数値比較

正規分布の場合と同様にそれぞれの信頼区間を数値的に比較すれば, 既知母数 $b$ 上り小

さい $y$ において尤度法が最も区間幅が短いものとなっているという点, また提案したベイ
ズ・頻度主義法による信頼区間は大きい $y$ において尤度法よりも短い区間を得られたとい

うことで, 正規分布の場合と同様の結果であるということが言える (表 62参照). しかし,
離散型分布の場合, 確率変数が整数値のみを取るため, これらの信頼区間は信頼係数に T
度一致するという保証がない保守的な信頼区間であると言える (表 63参照).

表 62:90%信頼区間 $(n=1)$

$y$ 通常の方法 ベイズ法
-

0 $[0,0]$ [0,2.303]
1[0,1.744][0,2.839]
2 [0,3.296][0,3.523]
3 [0,4.754] $[0_{-}$, 4.362$]$

4 $\underline{[}0$,6.153][0,5.345]
5 $[0, 7.51\underline{3}]--$ $[\underline{0,}6.437]$

$6$ [0,8.842] $[0_{-},7.599]$

$7$ [0.285,10.148][0.550, $9.17_{\mathrm{t}}^{(}$

$8$ $[0.98111.\underline{4}\underline{3}\underline{5}]---,----$ [1.201, $\underline{1}0.59$

$9$ [1.695,12.705][1.902,11.91
10[2.425,13.962][2.632,13.19
11[3.169, 15208][3.379,14.44
12[3.924,16.443][4.138,15.68

9]
$)7]$

$\mathrm{L}8]$

$13]$

$46]$

$36]$

尤度法 ベイズ・頻度主義法
$-[0,0.954]$

-

[0,3.113]
$\underline{[}0,1.878]-----$

-

[0, 3.408]
$-[0,3.036]$ $\underline{[}0,4.123]=-$

$\underline{[}0,$$4.425]—$ [0,5.328]
$[0, 5.\overline{598}]-$ $\overline{[0}$,6.641]

-

$–[0,6.988]\underline{[0-}$, 7.603]
[0.152, 8470][0.152,9.032]
$[0.895^{-},9.531]$ $[0.8\overline{9}5-, 10.052]$

[1.506, $10.\overline{99}2\underline{]}$ $[1.657,11.51^{-}8]$

$[1.87\overline{8}-, 12.298][2.43\underline{3}--,$ $12.548\underline{]^{-}}$

[2.633, 13.501][3.113,14.019]
$[\underline{3}.036-,14.810]-$ $[3.\overline{90}8,15.047]$

–

[4.008, 16.002][4.512,16.519]

[0, 3.113]
[0, 3.408]

$\underline{[}0,4.123]=-$

$[0,5.328]$

$\overline{[0},6.641]$

$[0, 7.603]\underline{-}$

[0.152, 9.032]
[0.895, 10.052]
$[1.657, 11.51^{-}8]$

$[2.43\underline{3}--,$ $12.548\underline{]}$

$[3.113,14.019]$
$[3.\overline{90}8,15.047]$

$[4.512,16.51\overline{9}]=$
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表 63: 制限されたポアソン分布の信頼区間の被覆確率
( $\alpha=0.1,$ $n$ =1, $b=3$ のときの被覆確率)

7 おわりに

本論では, 正規分布の平均が正または非負値をとるような制約的な場合に, ベイズ・頻
度主義法による信頼区間の構成法を提案した. また, 離散分布の典型であるポアソン分布
の制約平均の区間推定についても考察した. そして, 従来, 物理学者らにより提案されて
いた信頼区間と本論において提案した信頼区間を数値的に比較検討した. その結果, 尤度

法による信頼区間は区間幅が短いという点で比較的安定しているが, ベイズ・頻度主義法
による信頼区間もそれに劣らす良いことが分かった. なお, 1 母数離散指数型分布族にお
いて最適なランダム検定からランダム信頼区間を構成する方法が, [ATT97] において提案

されているが, それを本論のような制約付母数の区間推定に適用することも可能であろう.
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