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Cauchy 型の行列式, Pfaffian とその応用

名古屋大学多元数理科学研究科岡田聡一

はじめに

組合せ論や表現論では, 特別な形をした行列式や P伍 an の計算が鍵と fx..る場
面が多い. 例えば, $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\dot{\mathrm{d}}\mathrm{e}$ の行列式

$\mathrm{d}$”
$(x_{i}^{j-1})_{1\leq}i,j \leq n=\prod_{1\leq i<j\leq n}(x_{j}-x_{i})$

は, Weyl の分母公式として一般化され, さまざまな形て用いられる. また, Van-
dermonde の行列式の拡張である Krattenthmler の公式

de.t $( \prod_{k=2}^{j}(x_{i}+b_{k})\prod_{k=j+1}^{n}(x_{i}+a_{k}))_{1\leq}$

i,j
$\leq n=.\prod_{\mathit{5}\mathit{5}n}(x_{i}-x_{j})\prod_{2\leq i\leq j\leq n}(b_{i}-a_{j})$

$1\mathit{5}i<j\mathit{5}n$

は, 平面分割の数え上けなどで有用である.
これらの $\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{d}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{e}$

.

型の行列式とは別の形の行列式, Pfaflian て重要な役割
を果たしているのが, Cauchy の行列式 $[\mathrm{C}, \mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{n}.(10)]$

$\det(\frac{1}{1-x_{i}y_{j}}.)=\frac{\prod_{1\leq\dot{\iota}<j\leq n}(x_{j}-x_{i})(y_{j}-y_{i})}{\prod_{i,j=1}^{n}(1-x_{i}y_{j})}$

.
(1)

$\text{と}$ Schur $\text{の}$ Pfaffian [Sc, p.225]

$\mathrm{P}\mathrm{f}(\frac{x_{j}-x}{1-x_{i\mathrm{i}}}i)=\prod_{1\leq i<j\leq n}\frac{x_{j}-x_{i}}{1-x_{i}x_{j}}$ (2)

である. この報告てば, この Cauchy の行列式, Schur の Pfaffian の拡張とみな
すことができる行列式, Pfaffian (総称して Cauchy 型め行列式, Pfaffian と呼ぶ)
の分解公式 (予想) を提示し, パラメーターを特殊化することによって得られる
いくつかの結果について述べる. ます, \S .1 ては Cauchy 型の行列式, P色 an の
分解公式 (予想) を与え, \S 2, \S 3 ではこれらの公式がら Schur 関数, あるいは
$\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}$.rdson 係数に関するいくつかの関係式を導く. .\S 4 ては, 交代符
号行列の数え上け問題への応用を解説する.
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1 Cauchy 型の行列式、 Pfaffian – 予想一
ます, $\vec{x}=$ ($x_{1},$ $\cdots,$ $x$n), $\vec{a}=$ ($a_{1},$ $\cdots,$ $a$n) という $n$ 変数の組に対して, 次のよ

うな� andermonde 型の行列 $V^{p,q}(\vec{x};arrow a),$ $\mathrm{I}l^{\gamma n}(\vec{x};arrow a)$ を考える. $p+q=n$ となる
非負整数乃 $q$ に対して,

$(1, x_{i},x_{i}^{2}, \cdot. . , \mathrm{z}_{i}^{-1}, a_{i}, o_{\dot{\eta}}x_{\dot{l}}, \cdot . . ,. a_{i}x_{i}^{q-1})$

を第 i.行とする $n$ 次正方行列を V.p,q(盲: $\vec{.a}$) と表す, っまり,

$V^{p,q}(.\vec{x};\vec{a})=($

.

$11.\cdot$. $\cdot x_{n}x_{1}.\cdot$. $x_{n}^{2}x_{1}^{2}.\cdot$. $x_{n}^{p-1}x_{1}^{p-1}.\cdot$.
$a_{n}a_{1}.\cdot$. $a_{n}.\cdot.x_{n}a_{1}x_{1}$

$a_{n}x_{n}^{q-1}a_{1}x_{1}^{q-1}..\cdot)$

.また,

( $1+$ 果 $x_{i}^{n-1}$ , $x:+a_{i}x_{i}^{n-2}.’\cdots,\cdot x_{\dot{l}}^{n-1}+a_{\dot{l}}$)

を第 $i$ 行とする $n$ 次正方行列を $W^{n}(\vec{x};arrow a)$ と表す, っまり,

$W^{n}(\vec{x};\vec{a})=(\begin{array}{lll}1+a_{1}x_{1}^{n-1} x_{1}+a_{1}x_{1}^{n-2} x_{1}^{n-1}+a_{1}\vdots \vdots \vdots 1+a_{n}x_{n}^{n-1} x_{n}+a_{n}x_{1}^{n-2} x_{n}^{n-1}+a_{n}\end{array})$

このとき, Cauchy の行列式 (1) の拡張として次の等式が予想される.

予想 LL $(\mathrm{a})$ $n$ を正整数, $p,$ $q$
. を非負整数とする. 6 組の変数

架? $=(x_{1}, \cdots,x_{n})$ , $\cdot$ $\vec{y}=(y_{1}, \cdots, y_{n})$ , $\vec{z}=(z_{1}, \cdots, *+q)$ ,
$\vec{a}=(a_{1}, \cdots, a_{n}).$

’
$\vec{b}=$

.
$(b_{1}, \cdots, b_{n})$ , $\vec{c}=(c_{1}, \cdots, \mathrm{q}_{+q})$

に対.して,

$\det(\frac{\det V^{p+1,q+1}(x_{i},y_{j},\vec{z}\cdot a_{i},b_{j},\vec{c})}{y_{j}-x_{i}},.)_{1\leq i,j\leq n}$

$= \frac{(-1)^{n(n-1)/2}}{\prod_{i=1}^{n_{\dot{O}}}(y_{j}-x_{\dot{l}})}\det V^{\mathrm{p},q}(\vec{z}; \vec{c})^{n-1}\det V^{n+p_{\mathrm{I}}n+q}(\vec{x}, -\vec{y}, \vec{z};\vec{a}, \vec{b}, \vec{c})$ .

(3)

(b) $n$ を正整数, $p$ を非負整数とする. 6 組の変数

$x?=$ $(x_{1}, \cdot\cdots.’ x_{n})$ , $\vec{y}=(y_{1}, \cdots,y_{n}.)$ , $\vec{z}=(z_{1}, \cdots,h)$ ,
$\vec{a}.=(a_{1}, \cdots, a_{n})$ , $\vec{b}=(b_{1}, \cdots, b_{n})$ , $\vec{c}=(c_{1}, \cdots, \mathrm{q})$
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. に対して,

$\mathrm{x}\det W^{p}(\vec{z};. \vec{c})^{n-1}\det W^{2n+p}(\vec{x}, \overline{\vec{y}}, \vec{z}; \vec{a}.,\vec{b},\vec{c})$ . (4)

ざらに, Schur の $\mathrm{P}\mathrm{f}\mathrm{a}\mathrm{f}\grave{\mathrm{f}\mathrm{i}}\mathrm{a}\mathrm{n}$ (2)9拡張として [よ次の等式が予想さ.れる..

予想 1:2. (a) $n$ を $\text{正}$

.
整数, $\mathrm{p}_{\rangle}$ $q,$ $r,$ $s$ を非負整数とする. 7 組の変数

$\vec{x}=(x_{1}, \cdots,x_{2n})$ , $\vec{a}=(a_{1}, \cdots\cdot,a_{2n})$ , $\vec{b}=$ ($b_{1},$ $\cdots$ , ら$n$),
$\vec{.z}=$

.
$(z_{1},:..,*+q)$ , $\vec{c}=(.c_{1},:\cdot\cdot,\mathrm{q}_{+q}).$

’

$.\overline{\vec{w}}=(w_{1}, \cdots,w_{r+s})$ ,
$\cdot$

$\vec{d}=(d_{1}, \cdots,d_{\mathrm{r}+s})$

に対して,

$\mathrm{P}\mathrm{f}(\frac{\det V^{p+1,q+\mathrm{i}}(x_{\dot{\iota}},x_{j},\vec{z}\cdot a_{\dot{*}},a_{j},\vec{c})\det V^{r+1,s+1}(x_{i},x_{j},\vec{w}b_{i},b_{j},\vec{d})}{x_{j}-x_{1}},.\cdot.)_{1\leq\dot{l}_{1}j\leq 2n}$

$= \frac{1}{\prod_{1\leq\dot{l}<j\leq 2n}(x_{j}-x_{i})}\det V^{p,q}(\vec{z}i\vec{c})^{n-1}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}..V^{Y,S}(\vec{.w}; \vec{d})^{n-1}$

$\mathrm{x}\det V^{n+p,n+q}(o\vec{e}, \vec{z};\vec{a}, \vec{c})\det V^{n+\tau,n+s}(\vec{x}, \partial;\vec{b}, \vec{d})$ . (5)

(b) $n$ を正整数, $p,$ $q$ を非負整数とする. 7 組の変数

$\vec{x}.=(x_{1}, \cdots, x_{2n})$ , $\vec{a}=(a_{1}, \cdots, a_{2n})$ , $\vec{b\cdot}$

.
$=..$ (b1, $\cdot$ . . , $b_{2n}.$),

$\vec{z}=(z_{1}, \cdots, *)$ , $\vec{C}=(c_{1}, \cdots, \mathrm{q})$ ,
$\vec{w}=$ ($w_{1},$ $\cdots,$ $w$q)1 $\vec{d}=\{d1,$

$\cdot$ . . , $d_{q}$ )

に対して,

$\mathrm{P}.\mathrm{f}(.\frac{\det W^{p+2}(x_{1},x_{j},\vec{z}..\Phi,a_{j},\vec{c})\det\dot{W}^{q+2}(x_{i_{1}}x_{j},\vec{w},b_{i},b_{j},\vec{d})}{(x_{j}-x_{i})(1-x_{\dot{l}}x_{j})}..\cdot,)_{1\leq\dot{l},j\leq 2n}|$

$= \frac{1}{\prod_{1\leq\dot{l}<j\leq 2n}(x_{j}-x_{\dot{l}})(1-.x_{1}x_{j})}.\det W^{\mathrm{p}}(7;\vec{c.})^{n-1}\det W^{q}(\dot{\varpi}; \vec{d})^{n-1}$

$\mathrm{x}\det W^{2n+\mathrm{p}}(\vec{x},\vec{z}; \vec{a}, \vec{c})\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}.W^{2n+q}(\vec{x}, \vec{w};\vec{b}, \vec{d})$ . (6)

これらの予想の原形 ($p$ なとがすべて 0 てある場合) は, [O1] て与えられ, 長
. 方形の Young 図形に対応する古典群の既約表現のテンソル積や部分群への制限の

.
分解 (multiplicity-free となること.がわかる) の決定に利用された. これらの予想
は, 現在次の場合に証明てきている.
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定理 1.3. (a) 等式 (3) は, $(p,.q)=(0,0),$ $(0,1)$ , $(1,0)$ のとき成り立つ.
(b) 等式 (4) は, $p=0,1$ のとき成り立つ.
(c) 等式 (5) は, $p=q=r=s=\cdot 0$ のとき, あるいは, $p,$ $q,$ $r,$ $s$ のうちの 1 っ
が 1 てありその他が 0 であるとき, 成り立っ.

(d) 等式 (6) は., $(p,q)=(0,0),$ $(0,1)$ , $(1,0)$ のとき戒り立っ.

$..\chi\backslash \}\llcorner$

.
$\text{て}$

.
$\mathrm{f}\mathrm{i}\star.1\backslash \ \acute{\mathrm{X}}.-\mathrm{B}^{1}\text{ら}.,(3)\cdot \text{を_{}\hslash}^{\overline{\mathrm{s}}}\mathrm{E}\mathrm{H}^{\cdot}fl\text{す_{る}t_{}^{\wedge}t\mathrm{h},\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{辺}\mathrm{F}\approx\dot{k}^{1}1\text{る}.a^{I}b^{J}=\prod_{\dot{\iota}\in I}a_{\dot{*}}\prod^{a_{i}}b_{j}}^{\Pi\llcorner^{\phi}\text{てある}.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{I}\grave{\mathrm{x}}_{\mathrm{F}}}\frac{-}{\overline{\overline{\mathrm{n}}}}\mathrm{r}\text{明の方}\not\in+\tau(\overline{\tau}7|\mathrm{h}[\mathrm{O}1]\text{の^{}\simeq}\#\text{明と_{}\overline{\mathrm{p}}}\mathrm{I}|x,.(3)\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{L}}\pi_{-}|\mathrm{h}.\epsilon,b_{j}|_{\mathrm{c}}^{})j\in J$

の係数が等しいことを示せばよい. そして, これらの係数に関する関孫式は,- 最
終的には Cauchy の行列式に帰着して証明てきる.

2 特殊化その 1– 三角形の Schur 関数一
この節ては, 等式 (3), (5) において.

$x_{\dot{l}}arrow.x_{\dot{\iota}}^{2}$ , $y_{\dot{l}}arrow y_{i}^{2}.$

’
$z_{i}arrow \mathscr{S}_{\dot{l}}$ , 果 $arrow x_{\dot{l}}$ , $b_{\dot{l}}arrow y_{\dot{l}}$ , 果 $arrow z_{i}$ (7)

と特殊化したものを考える. この特殊化にょって, $.(3)$ , (5) がそれぞれ Cauchy の

以下, $\vec{x}=$ ($x_{1},$ $\cdots,$ $x$n) に対して,

$\Delta(;)=\prod_{1\leq i<j\leq n}(x_{j}-xi),$

$\vec{x}^{k}=.(x_{1}^{k}, \cdots. ,x_{n}^{k})$ $(k\in \mathbb{Z})$

1

とおき, 分割 $\dot{\lambda}=$ ($\lambda_{1}.’\cdots,$ $\lambda$n) に対応する Schur 関数を

$s_{\lambda}( \vec{x})=\frac{\det(x_{i}^{\lambda_{j}+n-j})_{1\leq i_{\dot{\beta}}\leq n}}{\det(x_{1}^{n-j})_{1\leq i_{\dot{\theta}}\leq n}}..\cdot$

と表すことにする. また, 正整数 $r$ に対して, 分割 $\delta(r)$ を

$\delta(r)=(.r,r-1, \cdots, 2,1).\cdot$

とおいて $\text{定}$.める. ($r=0$ のときは $\delta(0)=\emptyset$ であるとする.) このとき, 行列式の列
を並べか $\grave{\lambda}$ることにより,

$.\det V^{p,q}(\vec{x}^{2};\vec{x})=\{$
(-yq{々-q-y/2\Delta (\rightarrow x)8\mbox{\boldmath $\delta$}\mbox{\boldmath $\omega$}-q-y(\rightarrow x)($p.>q$ のとき)

( $-\mathfrak{y}^{p(p-1)/2}\Delta(\vec{x})s_{\delta(q-p)(\vec{X})}$ ($p\leq q$ のとき)

となることがわかる. これを用いると, 等式 (3), (5) から変数の特殊化 (7) にょっ
て, 次の定理が得られる.
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定理 2.1. を非負整数とする. 予想 (3), (5) が成り立つと仮定すると,

.
$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}$

. $( \frac{s_{\delta(\mathrm{e})}(x_{i},y_{j},\vec{z})}{x_{i}+y_{j}})_{1\leq i,j\leq n}$

.

$= \frac{\Delta(\vec{x})\Delta(\vec{y})}{\prod_{\dot{\iota}\mathrm{j}=1}^{n}(x_{i}+y_{j})}s_{\delta(\mathrm{e})}(\vec{z})^{n}s_{\delta(\mathrm{e})}(o\vec{e}, \vec{y},\cdot 2)$, (8)

$\mathrm{P}\mathrm{f}(.\frac{x_{j}-x_{\iota}}{x_{j}+x_{i}}s_{\delta(e)}(X:,X_{j}, \vec{z})s_{\delta(f)}(X:,y_{j}, \vec{w}))_{1\leq:_{\dot{\theta}}\leq 2n}$.

$=. \prod_{1\leq i<j\leq 2n}.\frac{x_{J^{1}}\dotplus x_{1}}{x_{j}-x_{1}}..s_{\delta(\epsilon)}(\vec{z})^{n-1}s_{\delta(f)}(\varpi)^{n-1}s_{\delta(e)}(o\vec{e}, \vec{z})s_{\delta(f)}(\vec{x},\cdot\varpi)$ . (9)

.
等式 (8) において, $\cdot e=0$ とすると,

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}.(\frac{1}{x_{\dot{l}}+y_{j}}.),\leq \mathrm{i},j5n=\frac{\Delta(\vec{x})\Delta(\vec{y})}{\prod_{i,j=1}^{n}(x_{\dot{l}}+y_{\mathrm{j}})}$

となるが, これはよく知られた Cauchy の等式 ((1) の別の形) に他ならない. ま

た, (9) において, $e=f=0$ とすると,

. $\mathrm{P}\mathrm{f}(\frac{x_{j}-x_{\iota}}{x_{j}+x_{i}}.)$

l\leq :o.\leq 2n=1\leq 。$\leq 2n,\frac{x_{j}+x_{i}}{x_{j}-x_{i}}$

となるが, これは Schur の Pfaffian (2) に他ならない.
次に, (8) において $e=1,$ (9) において $e=f=1$.

とすると,

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}.(\frac{z+x_{i}+y_{j}}{z(x_{\dot{\iota}}+y_{j})})_{1\leq i,j\leq n}$

$= \frac{\prod_{1\leq i<j\leq n}(x_{j}-x_{\mathrm{i}})(y_{j}-y_{i})}{\prod_{i_{1}j=1}^{n}(x_{i}+y_{j})}.$ . $\frac{z+\sum_{\dot{\iota}=1}^{n}x_{i}+\sum_{i=1}^{n}y_{i}}{z}$ , (10)

.
$\cdot$ $\mathrm{P}\mathrm{f}(\frac{x_{j}-x_{\dot{\iota}}}{x_{j}\dotplus x_{i}}..\frac{z+x_{i}+x_{j}}{z}.\cdot \mathrm{j}^{X}w+x+j)_{1\leq i,j\leq 2n}w$

$= \prod_{1\leq i<j\leq 2n}\frac{x_{j}+x_{i}}{x_{j}-x_{i}}\cdot\frac{z+\sum_{i=1}^{2n}x_{i}}{z}$ . $\frac{w+\sum_{i=1}^{2n}x_{i}}{w}$ (11)

が得られる. $(s_{\delta\langle 1)}(\vec{z})=z, s_{\delta(1)}(\vec{w})=w$ とおいた.)
これらの等式 (10), (11) ?よ楕円関数を用いた拡張が可能である. 楕円関数とそ

の退化を同時に扱うために, 次の 2 つの条件 (i), (ii) を・みたす $\mathbb{C}$ 上の正則関数 $[x]$

$(x\in \mathbb{C})$ を考える ;

(i)[x] は奇関数てある. つまり, $[-x]=-[x]$ .
(ii)[x] は Riemann の関係式

$[x+y][x-y][u+v][u-v]-[x+u][.x-u][y+v][y-v]+[x+v][x-v][y+u][y-u]=0$ .

をみた $\dot{\text{す}}$

-
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このような関数 $[x]$ は, 変換 $[x]arrow e^{ax^{2}+b}$ [\sigma ] を施すことによって, 次のいずれが
の関数に変換されることが知られている. ( $[\mathrm{W}\mathrm{W}$ , p. 461] を見よ.)

(a) (楕円関数) $[x]=\sigma(x)$ ($\mathrm{W}^{\gamma}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}.\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}$ の \sigma .関数) -,

(b) (三角関数) $[x]=e^{x}-e^{-x}$ ,
(c) (有理関数) $[x]=x$ .

定理 2.2. 上の記号を用いると,

$\det(\frac{[z+x_{i}+y_{j}]}{[z][x_{i}+y_{j}]})_{1\leq:\dot{o}\leq n}$

$=. \frac{\prod_{1\leq i<j\leq n}[x_{j}-x_{i}][y_{j}-y_{i}]}{\prod_{1\mathrm{j}=1}^{n}[x_{1}+y_{j}]},\cdot.\mathrm{j}^{X_{1}+\sum_{i=1}^{n}y]}[z+\sum_{i=1}^{n_{1z]}}\cdot,\cdot$ (12)

$\mathrm{P}\mathrm{f}(_{[w]}^{[w+x+x_{j}]}.\frac{.[x_{j}-x_{i}]}{[x_{j}+x_{\dot{l}}]}.\frac{.[z+x_{*}+x_{j}]}{[z]}.\mathrm{j}.)_{1\leq i\dot{\rho}\leq 2n}$

$= \prod_{1\leq i<j\leq 2n}\frac{\mathrm{f}x_{j}-\mathrm{L}x_{i}]}{[x_{j}+x_{\mathrm{i}}]}\frac{[z+\sum_{i=1}^{2n}x_{i}]}{[z]}\frac{[w+\sum_{i=\mathrm{i}}^{2n}x_{i}]}{[w]}$ . (13)

までさかのぼる古いものであるが, (13) は新しい結果のようである. (証明は [O3]
を参照されたい.)

3 特殊化その 2 一長方形の Schur 関数一
この節で (よ, 等式 (3), (5) において,

$a:arrow x_{i}^{k}$ , $b_{i}arrow y_{i}^{k}$ , $\mathrm{q}$
. $arrow z_{\dot{l}}^{k}$ , $d_{i}arrow w_{1}^{k}$. (14)

と特殊化したものを考える.
$a\cross b$ の長方形の ?oung 図形 (に対応する分割) を口 $(a, b)$ と表す $-\wedge$

口 $(a, b)=(b^{a}).=(\sim^{b,\cdot\cdot,b}.\cdot$ .
$a$ 個

このとき, Schur 関数の定義から,

$\det V^{p,q}(\vec{x};arrow x k)=\{$
\Delta (\rightarrow x.)sロ (q,k-p)(\rightarrow oe) $(k\geq p\emptyset\geq \mathrm{g})$

0($k<p$ のとき)

とをる.
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等式 (3), (5) において, 特殊化 (14) を施すと, それぞれ次のように変形てきる,

$=(-1)^{n(n+1)/2}s_{\square (q,\mathrm{e}+n)(\vec{Z})^{n-1}s\square (q+n,e)(\vec{X},\vec{y},\vec{z}}$
. ) , (15)

1
$=\Delta(oe)\mathrm{P}\mathrm{f}$

( $(x_{j}-\cdot x:)$s$\mathrm{o}$(q$+$ l,e$+n- \mathrm{l})(X_{i},x_{j},7)s_{\square (s+1,f+n-1)(\dot{x}x_{j},\vec{w}}:$, ) $)1\leq i\mathrm{j}\leq 2n$

$=$ .8 (qtc+n) $($ $)^{n}$
-1

(s, n) $(\varpi_{)^{n-1}s_{\square (n+q,e)(o\vec{e},\vec{z})s_{\mathrm{O}(n+s,f)(\vec{X}}}},\varpi)$ . (16)

若山の小行列の和公式を用いて, (i5), (16) の両辺を賀に関する Schur 関数-.c展
開したときの係 $\dot{\text{数}}$を比較する.

3.1 Jacobi-Trudi の公式へ

ます, (15) において $q=0$ とすると,

1
$\Delta(x)\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} j)\det(h_{\mathrm{e}+n-1}.(x_{i},y_{j}, \vec{z}))_{1\leq:\dot{o}\leq n}=(-1)$

n(7“1)/2
$s_{\square }$ (n,e) $(12,\vec{y}, \vec{z})$

となる. ここて, $h_{k}.(\vec{x})=s_{\mathrm{O}(1,k)}.(\vec{.x})$ は $k$ 次完全対称式てある. そして, 左辺の
行列式の各或分は

$h_{\mathrm{e}+n-1}(x,y, \vec{z})=.\sum_{|_{1}j=0}^{\mathrm{e}+n-1}x^{i}y^{j}.h_{\mathrm{e}+n-1-i-j}.(\vec{z})$

と展開できる.
さて, (一般化された) Cauchy-Binet の公式を思い出そう.

補題 3.1. $X,$ $Y$ を $n\mathrm{x}N$ 行列;A.を $N\mathrm{x}N$ 行列とするとき,

$\sum_{I,J}\det A_{I,J}\mathrm{d}_{9}.\mathrm{t}X_{I}\det Y_{J}=\det(XA^{i}1’.)$
.

ここて, 和は $[N]=\{1,2, \cdot. . , N\}$ の $n$ 元部分集含 $I,$ $J$ の対 {$I,$ $J)$ 全体に枦たる.
また, $X_{I},$ $Y_{J}$ は $X,$ $Y$ からそれそれ $I,$ $J$ に対応する列を取り出・して得られる $n$

次正方行列を, AI,J.は $A$ から $I$ に対応する行と $J$ に対応する列を取り出して得
られる $n$ 次正方行列を表す.

この Cauchy-Binet の公式を

$A=(h_{e+n-1\cdot-:-j}.(\vec{z}))_{0\leq i\dot{o}\leq \mathrm{e}+n-1}$ ,

$X=(x_{i}^{j})_{1\leq:\leq n,0\leq j\leq \mathrm{e}+n-1}.$ , $Y=(y_{\dot{l}}^{j})_{1\leq:\leq n,0\leq j\leq e+n-1}$
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$I(\lambda)$

.
$=$ { $\lambda_{n},$ $\lambda$i-1 $+1,$ $\cdot$ . . , $\lambda_{2}.+n-2,$ $\lambda_{1}+n-1$}

とおくと,
$\det X_{I(\lambda)}=$

.
$\Delta$

.
$(\vec{x})s_{\lambda}(\vec{x})$ , $\mathrm{d}$et $Y_{I(\lambda)}=\Delta(\vec{y})s_{\lambda}(\overline{y}^{\}}.)$

となるから, $\cdot$

1
$.\Delta$(x) $\Delta$(j)

$\det$ ($h_{e+n}$.-1(xi, $y_{j}$

$\vec{z}$))
$1\leq\dot{\iota}_{1}j\leq n$ $= \sum_{\lambda,\mu}.\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}.A_{I(\lambda),I(\mu)}s_{\lambda}(\vec{x}).s_{\mu}$

.
$(\mathrm{j}\sim)$ .

ここて, $\lambda,$
$\mu$ は長さ $n$ 以下の分割全体をわたる. 従らて,

命題 3.2. 等式 (3) が成り立つと仮定すると,

$(-1)^{n(n+1)/2}s_{\square (n,e)}.( \vec{x}, \vec{y}, \vec{z})=\sum_{\lambda,\mu}\det$ AI(\lambda ),I(\mu )s\lambda (可) $s_{\mu}(j)$ . (17)

ここて, $\lambda,$
$\mu$ は長さ $n$ 以下の分割全体をわたり

$\circ$

,

$A=$ ($.h\mathrm{e}+n$-1-i-j.($\vec{z}$)) 05ij $\leq$e$+n- 1$

てある.

等式 (17) において, $p=0$ の場合を考える. (定理 !.2 からこの場合には (3.) が威
り立つ.) このときは., 変数 1 は現れず $\wedge$, $A=(\delta_{i+j,\epsilon+n}$-1 $)$

05i\beta .\leq 。+n-l となる.から,

$\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}.A_{I(\lambda),I(\mu)}.=\{$

$(-1)^{n(n-1)/2}$ $\langle$ $\lambda:+\mu_{n+1-i}=e(1\leq i\leq.n)$ . であ
$\circ$ると. き)

0 (その他)

分割 $\lambda\subset\square (n, e)$ に対して,

$\lambda^{\mathrm{t}}=\lambda^{\mathrm{t}}(n, e.)=.,(e-\lambda_{n}, e-\lambda_{n-1}, \cdots, e-\lambda_{1}.)$

とおく. ( $\lambda^{\uparrow}$ は $n,$ $e$ に依存して定まるので, そのことを明示したいときは $\lambda\dagger(n, e)$

と表す.) すると, (17) より,

命題 3. $\cdot$.
$\cdot$

3.
$s_{\square (n,e)(\vec{x},\vec{y})=\sum_{\lambda\subset\square (n,e)}s_{\lambda}(\vec{x})s_{\lambda}\uparrow(\vec{y})}.\cdot$

ここて, 和は長方形口 $(n, e)$ に含まれる分割 $\lambda$ 全体をわたる.
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この命題を $\mathrm{L}\mathrm{i}\dot{\mathrm{t}}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}$-Richardson 係数の言葉で言い換えると,

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\lambda,\mu}^{\square (n,e)}=\{$

1( “ のとき)

0 (その他)

とな.る..

.命題 3.3 を用いると, (17) の左辺は,

$s_{\square (\dot{n},e)(\vec{x},\vec{y},\vec{z})=\sum_{\lambda}s_{\lambda}\uparrow(\vec{X})s_{\lambda}(\vec{y},\vec{z})=\sum_{\lambda,\mu}s_{\lambda}\uparrow(\vec{X})s_{\mu}(y)s_{\lambda/\mu}(\vec{z})}.\cdot.\vec{.}..\cdot$

と変彬てきる. よって, (17) において $s_{\lambda}\uparrow(\vec{x}$

.
$)s_{\mu}(\vec{y})$ の係数を $\overline{\mathrm{k}}$較すると,

$s’/\mu(\vec{z})=$. $.(-1.)^{n(n-1)/2}.\cdot \mathrm{d}$et $A_{I(\lambda\dagger),I(\mu)}$ (18)

となる. ところ $\theta^{\mathrm{S}}$

.
, 行列 $A,(\lambda \mathfrak{h},’(\mu)$ の $(i,j)$ 或分は

$h_{f+n-1-(\dot{r}-\lambda_{n+1-:+n-i)-(\mu_{\dot{f}}+n-\mathrm{j})(\vec{z})=h_{\lambda_{n+1-\mathrm{t}}-\mu_{j}-(n+1-i)+j(\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}$

で与えられるから, (18) は Jacobi$-\mathrm{R}\mathrm{u}\mathrm{d}\mathrm{i}$ の等式に他ならない $\vee-$

$s_{\lambda/\mu}(\vec{z})=\det(h_{\lambda_{i}-\mu_{\mathrm{j}^{-\dot{f}}}\dotplus j(\vec{Z}))_{1\leq:_{\mathfrak{l}}j\leq n}}$ .

3.2 $\mathrm{L}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{t}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{w}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{d}-\mathrm{R}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{s}$.on 係数の間のある関係
次に, (16) において, $q=s=\cdot 0$ とすると,

1
$=\Delta(x)\mathrm{P}\mathrm{f}((x_{j}-x:)h_{e+n-1}(x_{i},x_{j}, \vec{z})h_{f+n-1}.(x_{i}, x_{j},\partial))_{1\leq i_{\dot{d}}\leq 2n}$

=Sロ (n,6)(可?, $\vec{z.}$) $s_{\square (n,f)}(\vec{x}, \vec{w})$ . (19)

ここで,
$(y-x)h_{e+n-1}(x, y, \vec{z})h_{f+n-1}(x,\cdot y, \vec{w})$

における $x^{\dot{l}}.y^{j}$

.
の係数を $b_{ij}$ とおき, $\cdot$ bl.j.\nwarrow 並べてできる行列を.B=(b。)itj $\geq 0$ とす

る. 明らかに, $b_{ij}=-b_{ji}$ である. また, $i<j$ のとき, $b_{ij}$ は次の形に表される :

$b_{ij}= \sum_{p,q}.h_{p}$

. $(\vec{z})$ h$q$
(\sim i ).

ここて, 和は

$p+q=(e+n-1)+(f+n-1).+$ 1-i-i,
$0\leq p\leq e+n.\cdot-1-i$ , $0\leq q\leq f+n-1-i$

. $\cdot$ . を.みたすすべての整数の対 $(p,q)$ 全体にわたる.
さて, 石 $/1|-$若山の小 $\sqrt{}’$.T-列式の和公式全思い出そう.
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補題 3.4. (石川-若山 [IW]) $X$ を $2n\cross N$ 行列, $A$ を $N\cross N$ 交代$\circ$

行列とする
とき,

$\sum_{I}\mathrm{P}\mathrm{f}$

$A_{I}\det X_{I}=\mathrm{P}\mathrm{f}(XA^{t}X)$ .

ここで, 月よ $[N]$ の. $2n$ 元部分集合全体を動く. また, $A_{I}$ は $A$ から $I$ に対応す
る行, 列を取り出して得られる交代行列を表す-

この小行列の和公式を

$A=(b_{ij})_{i,j\geq 0}$ , $X.=(x_{\dot{l}}^{j})_{1\leq i\leq 2n,j\geq 0}$

.
に対して適用すると, (19) の左辺は

$\frac{1\backslash }{\Delta(\vec{x})}$

.

Pf $((x_{j}-x_{\dot{l}})h_{e+n-1}(x:,x_{\mathrm{j}}, \vec{z})h_{f+n-1}(x_{i,j}x,\vec{w}))_{1\leq\dot{\iota}\mathrm{j}\leq 2n}$

$= \sum_{\lambda}$
Pf $B_{I(\lambda)}\cdot s_{\lambda}(\vec{x})$

(ここで, 和は長さ $2n$ 以下の分割 $\lambda$. 全体にわたる) と展開できる. 一方, 命題 3.3
より

$s_{\square (n,\mathrm{e})(\vec{x},\vec{z})=\sum_{\mu\subset\square (n,e)}s_{\mu}(\vec{x})s_{\mu}\dagger(n,\epsilon)(\vec{Z})}$
,

$s_{\square (n,f)}( \vec{x}, \vec{w})=\sum_{\nu\subset\square (n,f)}s_{\nu}(\vec{x})s_{\nu}\dagger(n,f)(\vec{w})$

となるから, (19) の右辺は

$\dot{s}_{\mathrm{O}(n,e)}(\vec{x}, \vec{z})s_{\square (n,f)}.(\vec{x}, \vec{w})=\sum_{\lambda}.(.\mu\subset\square \sum_{\nu \mathrm{C}\mathrm{O}(n,f)}\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu,\nu}^{\lambda}s_{\mu\dagger(n,e)}\langle\vec{z})s_{\nu\dagger(n,f)}(\vec{w}))(n,e)s_{\lambda}(\vec{x})$

と展開できる. $ae’\backslash$

. って, (19) の両辺の $(\vec{x})$ の係数を比較することにより, 次の

命罵が得られる.

命題 3.5. 予想 (5) が成り立つと仮定すると,

$\sum.\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu,\nu}^{\lambda}.s_{\mu}\uparrow(n,e)(\vec{z})s_{\nu}\dagger(n,f)(.\vec{w})=$Pf $B_{I(\lambda)}$ .
$\mu$C$\square$(n,e)
$\nu$c$\square$(n,f)

ここで, 行列 $B=(b_{ij})$ は

.($y-$. x).h。+n-l(x,
$\cdot$

y, $\vec{z}$ ) $h_{f+n-!}$ ($x,$ $y,$ \rightarrow w)=\Sigma xiyjb旬
$i_{\dot{\beta}}$

によって与えられる.
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この命題において $s=0$ の場合 (つまり, 変数 $\vec{.w}$ が現れない場.合) を考える.
この場合は, $i<j$ のとき,

$b_{\dot{\iota}j}=\{$

$h_{(e+n-1)+(f+n-1)+1-i-j}(\vec{z})$

($0 \leq i\leq\min$. . $(e+n-1,$ $f+n-1)$ かつ j\geq f+n.のとき)

0 (その他)

とをる.

補.題 3.6. $\dot{X}=$
. $(\begin{array}{ll}O \mathrm{Y}.-\mathrm{q}\prime O\end{array})$ ($Y$ は $m\mathrm{x}$ (2.$n$ -m) 行 $\dot{\mathrm{F}}^{1}\mathrm{I}$) の形の交 $\mathrm{f}\mathrm{f}^{\backslash }.\acute{4.}$

T\leftrightarrow 列に対して,

$\mathrm{P}\mathrm{f}X=\{$

$(-1\cdot)^{n(n-1)/2}\mathrm{d}$et $X$ ($m=n$ のとき)

0 ($m\neq n$ のとき)

この補題に注意すると, 分割 $\lambda$ が条件

$\lambda_{n+1}$ \leq ni $\mathrm{i}$n(e,. $f$), かつ $\lambda_{n}\geq f$ (20)

をみ
$\circ$

たさなければ, Pf $B_{I(\lambda)}=$. $0$ となるこ $.\text{と}$ がわかる. また, $\lambda$ が条件 (20) をみ
たすとき,

$:\cdot.$
. $\alpha_{\dot{\mathrm{t}}}=\lambda_{i}-f$, $\beta_{i}=e-\lambda_{2n+1-:}$ $(1\leq\prime i\leq n)$ (21)

とおく. (下図を参照せよ.)

このとき, $\alpha,\cdot\beta$ は分割てあり,

Pf $B_{I(\lambda}$) $=(-1)^{n(n-1)/2}.\det(h_{\mathrm{A}-\alpha_{n+1-j}-1+(n+1-j)}.\cdot)_{1\leq:\mathrm{j}\leq n}=s_{\beta/\alpha}(\vec{z})$

となる. 従って,
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定理 3.7. 予想 (5) が戒り立つと仮定 $\dot{\text{す}}$る. $\lambda$ を長さ $2n$ 以下の分割と $:\llcorner$ , $\mu\subset$

$\square (n, e)$ とするとき,
(i) $\lambda$ が条件 (20) をみたさなければ,

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu_{1}\square (n,f)}^{\lambda}.=0$.
(ii) $\lambda$ が条件 (20) をみたすとき, 分割 $.\alpha,$ $\beta$ を (21) によって定めると,

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu,\square (n,f)}^{\lambda}.=\mathrm{L}\mathrm{R}_{\alpha,\mu\dagger\langle n,\epsilon)}^{\beta}.$ .
特に, $\beta.\supset\dot{\alpha}$ でなければ,

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu,\mathrm{O}(n,f)}^{\lambda}=0$.

一般に,
$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\alpha,\mu\dagger(n,e)}^{\beta}.=\mathrm{L}\mathrm{R}_{\alpha \mathrm{f}(n,f),\mu}^{\rho\dagger(n,e+f)}$

が或.り立つから, 定理 3.7 より

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{\mu,\mathrm{O}(n,f)}^{\lambda}=\mathrm{L}\mathrm{R}_{\alpha\dagger(n,f),\mu}^{\beta\dagger(n_{1}e+f)}.\cdot$ (22)

となる.. 歪 Young 図形 $\beta^{\uparrow}(n, e+f)/\alpha^{\uparrow}(n, f)$ を図示すると, 次のようになる.

問題 3.8. Littl.ewood-Richardson 係数の関係式 (22) を, Littlewood-Richardson
.盤の間の全単射を構或することによって示せ:.

定.$\text{理}$
$3.7^{\cdot}\circ$において, $\mu=\square (n, e)$ の場合, $\mu/\square (n, e)$ が hor辷 ontal strip あるいは

vertical $\dot{\mathrm{s}}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{p}$ である場合を考えると, 次の系が得られる. (この系は, Littlewood-
$\mathrm{R}\mathrm{i}.\mathrm{c}\mathrm{h}\dot{\mathrm{a}}\mathrm{r}\mathrm{d}$.son 規則を用いて証明てきる. [St] を見よ.)

系 3.9. 長さ $2n$ 以下の分割 $\lambda$ が条件 (20) をみたすとき, 分割 $\alpha,$ $\beta$ を.(21) に
よって定めると,

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{(e^{\hslash})^{\backslash }(j)}^{\lambda},\mathfrak{n}=\{$

. 1 $(\alpha=\beta\emptyset k5)$

0 (その他).

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{(e^{n-1},e-k),(f^{\dot{n}})}^{\lambda}.=\{$

1 ($\beta/\alpha$ が長さ $k$ の horizontml strip てあるとき)

(そめ他)

$\mathrm{L}\mathrm{R}_{(e^{n-k},(e-1)^{k}),(f^{n})}^{\lambda}=\{$

1 ($\beta/\alpha$ が長さ $k$ の. vertical strip であるとき)

0 (ぞの他)
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4. 交代符号行列の数え上げ
この節では, Cauchy 型の行列式 (2) を利用して, 対称性をもつ交代符号行列の

数え上け問題が解決できることを説明する.
$.n$ 次正方行列 $A=(a_{ij})_{1\leq:,j\leq n}$ は, 次の条件 (i), (ii), (iii) をみたすとき, 交代符

号行 $F|$」 (alternating sign ma.trix) で $\text{あ}$

.
る.という.

(i) $a_{\dot{\iota}j}\in.\{1,0,\cdot-.1\}$ .
$( \mathrm{i}\mathrm{i})\sum_{j=1}^{n}a_{1j}.=\sum_{\dot{l}=1}^{n}a_{ij}=1$ .
(iii) 各行, 各列において 0 でない戒分を見ると.’ 1 と -1 が交互に現.れる.

$n$ 次交代符号行列全体のなす集合と人と表す.
例えば, 置換行列は交代符号 $\overline{\sigma’.}$列てある.. また,

$(\begin{array}{ll}01 01-.1 101 0\end{array})$

ぱ 3 次の交代符号行列であり, $A_{3}$ はこの行列と 6 個の 3 次置換行列の計 7 個か
らなる集合てある.
交代符号行列は, Robbins-Rumsey によって, ,行列式を計算する Lewis Carroll
のアルゴリズム (condensatioh of determinant) に関する研究の中から発見され
た. そして- MiUs-Robbins-Runisey が提出した $n$ 次の交代符号行列の個数に関
する予想は, 十数年後に Zeilberger, Kuperberg によって全く異なる方法で証明さ
れた. (交代符号行列に関しては, [B] を参照されたい.)

定理 4.1. (Zeilberger[Z], Kuperberg[K1]) $n$ 次交代符号行列め個数は

$\# A_{n}=\prod_{k=0}^{n-1}.\frac{(3k+1)!}{1(n+k)!}$

.
位数 8 の正二面体群 $.D_{8}$ (正方形の対称性の群) が自然に丸に作用している.

従って, D8の部分群 $H$ に対して, $H$ による固定点を数え上けるという問題も自
然に考えられ, Robbins [R] は $H$ に関する対称性をもつ交代符号行列の個数に関
してさまさまな予想を提出している. Kuperberg[K2] は, square ice model (の基
礎となるグラフと境界条件) をうまく設定し, 次の 2 つの段階を経て, 対称性を
もつ交代符号行列の数え上け問題 (のうちのいくつか) を$\mathrm{f}\acute{\mathrm{f}\mathrm{l}}$決している.

’

(a) square ice model の分配関数を, Yang-Baxter 方程式を用いることによっ
て, 行列式, あるいは Pfaffian の形に表す-

(b) (a) で求めた行列式, Pfaffian を, 含まれる $X$. ペクトルパラメーターを $q$ の

べきに特殊化した場合に, その行列式, Pfaffian を割り切る因子を見出すこ
とによって計算する.
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ところが, Cauchy 型の行列式, Pfaffian $\cdot$ の等式 (定理 1.3) を利用すると, (a)
で求めた分配関数が本質的に古典群の既約指標で表されることがわかるだけでな
く, $\wedge.\wedge.\backslash \cdot$クトルパラメーターを $q$ のべきに特殊化することでは証明できな.かった

$\dot{\mathrm{v}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}\mathrm{a}$ nd. $\mathrm{h}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{z}\mathrm{o}\mathrm{n}|\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}$ symmetric な交代符号行列の数え上け問題も解決でき
る. ([02] を見よ.) 以下では, この場合を説明する.

$n$ 次交代符号行列 $A=(a_{ij})_{1\leq i_{1}j\leq n}$ は

$a_{\mathrm{i},j}=a_{n+1-1j}.,=a_{i,n+1-j}=a_{n+1-i,n+1-j}$
.

$(1\leq i,j\leq n)$

をみたすと.き , つまり, 正方形の垂直方向, 水平方向の両軸に関して対称てある
とき, $\dot{\mathrm{v}}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{a}\cdot 1\mathrm{l}\mathrm{y}$ and horizontally symmetric (略

$\circ$

して VHS) てあるという.
$n$ 次 VHS 交代符号行列全体のなす集合を $\mathrm{A}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}$ と表す, 交代符号行列の第 1 列,
$F1$ 行には -1 が現れないことに注意すると, $n$ 次 VHS 交代符号行列が存在す
6ためには, $n$ が奇数でなければならないこどがわかる. 例えば,

$A_{5}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}=\{$$A_{3}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}=\{$ $\}$ : $(\begin{array}{llll}.00 1 0 001 .-1 \mathrm{l} 01-1 1 -1 10.1 -1 1 000 1 0 0\end{array})$

.

$\}.\cdot$:

$[_{0}^{0}00001$ $-100\dot{0}011$ $-1-100111$ $-1-1-11111$ $-1-100111$

.

$-000011$1 $0000001.)\cdot\}$

.
$A_{7}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}=\{$ ($00001$

$\frac{001}{0,01}1$ $0000001$ $-\cdot 1-1-111!1$ $0000001$ $\frac{001}{0,01}$.1 $0000001$) :

Kuperberg [K2] は, VHS 交代符号行列に対応する square ice model の分配関
数・を行列式の形で与えている. 彼の結果を述べるために, 記号を導入する. ます,
スペ-. $\lambda$ を節約するために,

$\sigma(t)=t-\frac{1}{t}$

とおぐ $n$ 次正,方行列 $M_{\mathrm{U}}(n;\vec{x}, arrow y; a)$ と $M_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n;\vec{x}, arrow y; a, b, c)$ を, その $(i,j)$ 或.
分を

$M_{\mathrm{U}}(n;2, \vec{y};a)_{ij}=\frac{1}{\sigma(ax_{\dot{l}}/y_{j})\sigma(ay_{j}/x_{\dot{l}})}-\frac{1}{\sigma(ax_{\dot{l}}y_{j})\sigma(a/x_{1}y_{j})}.$
’

$\sigma$ (b/yj) $\sigma$ ($cx$i) $\sigma$ (b/yj) $\sigma$(c/xi)
$M_{\mathrm{U}\mathrm{U}}^{\cdot}(n_{j}o\vec{e}, \vec{y.}; a, b, c)_{ij}=-\overline{\sigma(ax_{i}/y_{j})}\overline{\sigma(a/x_{i}y_{j})}$

$- \frac{\sigma(by_{j})\sigma(cx_{\dot{l}})}{\sigma(ax_{i}y_{j})}+\frac{\sigma(by_{j})\sigma(c/x_{i})}{\sigma(ay_{j}/x_{1})}$

.
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とおいて定める. さらに,

$A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n;\vec{x}, \vec{y};.a,b,.c)$

$= \frac{1}{\sigma(a)^{4n^{2}-n}\sigma(a^{2})^{2n}}.\cdot.\prod_{1=1}^{n}\sigma(ax_{i}^{2})\sigma(a^{2}/y_{i}^{2})$

$\mathrm{x}’\cdot..\frac{\prod_{\dot{|}j=1}^{n}\sigma(ax_{1}/y_{j})^{2}\sigma(ay_{j}/x_{\dot{l}})^{2}\sigma(ax_{1}y_{j})^{2}\sigma(a/x_{\dot{l}}y_{j})^{2}}{\prod_{1\leq i<j\leq n}\sigma(x_{j}/x_{1})^{2}\sigma(y_{i}/y_{j})^{2}\prod_{1\leq\dot{\iota}\leq j\leq n}\sigma(1/x_{\dot{l}}x_{j})^{2}\sigma(y_{\dot{l}}y_{j})^{2}}$

.

$\mathrm{x}\det M_{\mathrm{U}}(n;\vec{x},\vec{y}; a)\det M\mathrm{u}\mathrm{u}(n;\vec{x}, \vec{y};a;b, c)$

どおく. このとき,

定理 4.2. (Kuperberg [K2]) $\zeta_{6}=\exp(2\pi\sqrt{-1}/6)$ とおくと, $\cdot$ VHS 交代符号行列
の個数は,

$\# A_{4n+1}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}=A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n;\vec{1}, \vec{1}. ; \zeta 6, \zeta 6,\zeta 6)$ ,

$\# A_{4n+3}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}=A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n;\vec{1}, \vec{1};\zeta 6,.\zeta_{6}^{-1}, \zeta_{6}^{-1})$

て与えられ
$\circ$

る. ここ $\text{て}$

.

, $\vec{1}=$ $(1,1, \cdots, 1)$ てある..

この定理から, VHS 交代符号行列の個数を求めるには, $\det M_{\mathrm{U}}(n;\vec{x}, arrow y; \zeta_{6})$ と
$\det M_{\mathrm{U}\mathrm{U}}$ ($n$ ;盲, $\vec{y};\zeta$6, $\zeta_{6}^{\pm 1},$ $\zeta_{6}^{\pm 1}$ ) が計算てきればよい. 少し計算すると,

$\det M_{\mathrm{U}}(n;\mathrm{i}, \vec{y};\zeta_{6})=\prod_{i=1}^{n}x_{\dot{l}}^{2}y_{\dot{l}}^{2}\cdot\det(\frac{\det W^{2}(x_{\dot{l}}^{6},y_{j}^{6}\cdot-x_{i}^{2},-y_{j}^{2})}{(1-x_{\dot{l}}^{6}y_{j}^{6})(y_{j}^{6}-x_{i}^{6})},)_{1\leq ii\leq n}$ :

$. \det M_{UU}(\vec{x}, \vec{y}t\zeta 6, \zeta 6, \zeta 6)=\sigma(\dot{\zeta}6)^{n}\prod_{\dot{l}=1}^{n}(1-x_{\dot{l}}^{2})(1-y_{\dot{l}}^{2})$

$\mathrm{x}\det(\frac{\det W^{2}(x_{l}^{6},y_{j}^{6},x_{i}^{4},y_{j}^{4})}{(1-x_{\dot{l}}^{6}y_{j}^{6})(y_{j}^{6}-x_{1}^{6})}..\cdot)_{1\leq:\dot{o}\leq n}$

となり, 等式 (4) (の $p=0$ の場合, 定理 L3) を利用できる. しかし,

$\det M_{UU}(o\vec{e}, \vec{y};\zeta_{6}, \zeta_{6}^{-1}, \zeta_{6}^{-1})=\sigma(\zeta_{6})^{n}\prod_{\dot{|}=1}^{n}(1-x_{\dot{l}}^{4})(1-y_{\dot{l}}^{4})$

$\mathrm{x}\det(\frac{x_{\dot{\iota}}^{4}y_{j}^{2}+x_{i}^{2}y_{j}^{4}+2x_{i}^{2}y_{j}^{2}+x_{i}^{2}+y_{j}^{2}}{(x_{i}^{4}+x_{i}^{2}y_{i}^{2}+y_{j}^{4})(x_{\dot{l}}^{4}y_{j}^{4}+x_{1}^{2}y_{j}^{2}+1)}.)_{1\leq 1\dot{\mathit{0}}\leq n}$

.

となるので, このままでは Cauchy 型の行列式が利用てきない. ここて, .(23) の
右辺の行列式の (的) 或分の分子が

$x_{1}^{4}.y_{j}^{2}+x_{\dot{l}}^{2}y_{j}^{4}+2x_{1}^{2}.y_{j}^{2}+x_{\mathrm{i}}^{2}+y_{j}^{2}=x^{2}.\cdot y_{j}^{2}$. . s《口}(xl, $y_{j}^{2},1$ )
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と表されることに注意する. ただし,

$s_{\langle\square )}(x,y, z)=x+y+z+x^{-1}+y^{-1}+.z^{-1}$.

は斜交群 $\mathrm{S}\mathrm{p}_{6}$ の自然表現 (ベクトル表現) の指標である. そこて, (23) の右辺の
行列式の $(i,.j)$ 或分の分子を

$x_{\dot{l}}^{4}.y_{j}^{2}z^{2}+x_{i}^{2}y_{j}^{4}z^{2}+x_{i}^{2}y_{\mathrm{j}}^{2}z^{4}.+x_{\dot{\iota}}^{2}y_{j}^{2}+x^{2}.\cdot z^{2}+y_{\mathrm{j}}^{2}z^{2}$

て置き換えたものを考えると,

$\det(\dot{.}\dot{.}\frac{x_{i}^{4}y_{j}^{2}z^{2}+x^{\underline{2}}y_{j}^{4}z^{2}+x_{1}^{2}y_{j}^{2}z^{4}+x_{i}^{2}y_{j}^{2}+x^{2}z^{2}+y_{j}^{2}z^{2}}{(x^{4}+x^{2}y_{j}^{2}+y_{j}^{4})(x_{i}^{4}y_{j}^{4}\dotplus x_{*}^{2}y_{j}^{2}+!)}...\dot{.})_{1\leq*\dot{\mathit{0}}\leq n}$

.

$=.. \cdot\cdot\frac{1}{.(1-z^{2})^{n}\prod_{=1}^{n}(1-x_{i}^{4})(1-y^{4})(z^{2}-x^{2})(z^{2}-y_{i}^{2})(1-x^{2}z^{2})(1-y^{2}z^{2})}..\cdot\dot{\cdot}.\cdot$

$\mathrm{x}\det\backslash (.\frac{\det W^{3}(x_{i}^{6},y_{j}^{6},-x^{4},-y_{j}^{4})}{(1-x^{6}y_{j}^{6})(y_{j}^{6}-x^{\underline{6}})}\dot{.}.\cdot..\cdot)_{1\leq:,j\leq n}$

.

となる: 従って, 等式 (4) (の $p=1$ の場合, 定理 1.3) を適用することがてき
る. これによってすべての計算が実行てきる. 結果を述べるために, 次のような
市典群の (既約) 指標を導入する. 変数 $7=$ ($x$” $\cdots,x$n) と長さ $n$ 以下の分割
$\lambda=(\lambda_{1},$ $\cdots,$

$\lambda$\tilde に対して,

$s_{(\lambda),\mathrm{S}\mathrm{p}_{2n}}( \vec{x})=\frac{\mathrm{d}\mathrm{e}1(x_{\dot{\mathrm{t}}}^{\lambda_{\mathrm{j}}+n-j+1}-x_{-}^{-\lambda_{j}-n+j-1})_{1\leq i_{1}j\leq n}}{\det(x_{\dot{*}}^{n-j+1}-x_{\dot{l}}^{-n+j-1})_{1\leq\cdot\dot{o}\leq n}}..$ ,

$s_{[\Delta+\lambda],\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{2n}}(o \vec{e}).=..\frac{\det(x_{\dot{l}}^{\lambda_{J}+n-j+1/2}+x_{\dot{l}}^{-\lambda_{\dot{f}}-n+\mathrm{j}-1/2})_{1\leq \mathrm{i}_{\dot{\theta}}\leq n}}{\frac{1}{.2}\det(x_{i}^{n-j}+x_{i}^{-n+j})_{1\leq-,\mathrm{j}\leq n}}$

七おく. 2まり, $srightarrow$ ) $(\vec{x})$ .は斜交群 $\mathrm{S}\mathrm{p}_{2n}$ の最高ウェイト $\lambda$ をもつ既約表現 $V\langle\lambda\},\mathrm{S}\mathrm{p}_{2n}$

の指標であり, $s(\dot{\Delta}+\lambda$] $(\vec{x})$ はスピノル群 $\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}_{2n}$ の最高ウエイト

$(\lambda_{1}+1/2, \cdot.. , \lambda_{n-1}+1/2, \lambda_{n}+1/2)$ , $(\lambda_{1}+ 1/2, \cdot. . , \lambda_{n-}1+ 1/2, -\lambda_{n}- 1/2)$

をもつ 2 つの既約表現の直和 $V[\text{。}+\lambda]$, $\mathrm{S}\mathrm{p}in_{\mathit{3}n}$ の指標てある. これらの指標を用いる
と, 次のように結果が表される.

定理 4.3. $A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n;\vec{x}, arrow y; \zeta_{6}, \zeta_{6\rangle}^{\pm 1}\zeta_{6}^{\pm 1})$ は, 次の,よう・に斜交群, スピノル群の指標を
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用いて表される.

$A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(?9: \vec{x}, 7;\zeta_{6}, \zeta_{6;}\zeta 6)$

$= \frac{1}{3^{n(2n-1)}}\dot{.}\prod_{1=}^{n}.\frac{\sigma(\zeta_{6}^{2}x_{i}^{2})}{\sigma(\zeta_{6}^{2})}.\frac{\sigma(\zeta_{6}^{2}/y_{i}^{2})}{\sigma(\zeta_{6}^{2})}\prod_{-1}^{n}\frac{1}{(x_{i}+1/x_{i})(y_{i}+1/y_{i})}$

$\mathrm{x}s_{\langle\delta(n-1)\cup\delta(n-1)\rangle,\mathrm{S}\mathrm{p}_{4\mathfrak{n}}}(x_{1}^{2}, \cdots,x_{n}^{2},y: , \cdots,y_{n}^{2})$

$\mathrm{x}s_{[\Delta+(\delta(n)\cup\delta(n-1)],\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{f}\mathrm{n}_{4n}}$ ($x_{1}^{2},$ $\cdots,x_{n}^{2},$ $y$l, $\cdot$ .. , $y_{n}^{2}$),

$A_{\mathrm{U}\mathrm{U}}(n,\cdot.\vec{x}_{s}\vec{y};\zeta_{6}, \zeta_{6}^{-1}, \zeta_{6}^{-1})$

$= \frac{1}{3^{n(2n-1)}}\prod_{i=1}^{\mathfrak{n}}..\frac{\sigma(\zeta_{6}^{2}x_{i}^{2})}{\sigma(\zeta_{6}^{2})}.\frac{\sigma(\zeta_{6}^{2}/y_{i}^{2})}{\sigma\{\zeta_{6}^{2})}$

$.\mathrm{x}\cdot s_{\{\delta(n-1)\cup\delta(n-1)\rangle,\mathrm{S}\mathrm{p}_{4n}}.\cdot(x_{1}^{2}, \cdot\cdot . \cdot, x_{n}^{2}, /: , \cdot. . , y_{n}^{2})$

$\mathrm{x}s_{\{\delta(n)\cup\delta(n-1)),\mathrm{S}\mathrm{p}_{4n+2}}$.
$(x_{1}^{2}, \cdot. . , x_{n}^{2}., y_{1}^{2}, \cdot. . , y_{n}^{2},1)$.

ここで,

$\delta(n-1)\cup\delta(n-1)=(n-1, n-1,n-2, n-\cdot 2, \cdots , 1, 1, 0, 0)$ ,
$\delta(n)\cup\delta(n-1)=$ (.n, $n-1,$ $n-1,$ $n-3,n-3,$ $\cdots$ , 2, 1, 1, 0).

特に, $x_{1}=\cdots=x_{n}=y_{1}=\cdots=y_{n}=1$ とおくと, 定理 42 とあわせることに
よって 2 次の系が得られる.

系 4.4. � S 交代符号行列の個数は,

$\# A_{4n+1}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}.=\frac{1}{2^{2n}3^{n(2n-1)}}\dim V_{(}$,(ri-1)$\cup\delta$(”1) $\rangle$ ,Sp$4n\dim V_{[\Delta+(\delta(n)\cup\delta(n-1))],\mathrm{S}\mathrm{p}\ln}$ ,

1 $A_{4n+3}^{\mathrm{V}\mathrm{H}\mathrm{S}}= \frac{1}{3^{n(2n-1)}}\dim V.\langle\delta(\hslash-1)\cup\delta(n.-1)),\mathrm{s}_{\mathrm{P}_{4n}}\dim V(\delta(n)\cup\delta(n-1)),\mathrm{S}\mathrm{p}_{4n+2}$

て与えられる.

この系と Weyl の次元公式を用いると, VHS 交代符号行列に対する Robbins の
予想が証明てきる.
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