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ルート格子に付随したアフィン超平面配置について 1
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概要

1 $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{t}\dot{\mathrm{r}}$ oduction
ルー $.$ }$\backslash$系やワイノ k群に付随した超平面配置,特に “鏡映面配置}’ の性質については古く

から多くの研究がある. 最近 Postnikov-Stanley $[.\mathrm{P}\mathrm{S}]$ , Edelman-Reiner [ER], Athanasiadis
[Athl, Ath2, Ath4, Ath5] 等によって, ルート系の格子構造に付随した超平面配置の組
合せ論的性質が観察/証明されている (この方面の Survey として [AthS] がある). これ

らの問題について最近得ら $\dot{\text{れ}}$た結果の紹介を行う.
主結果はある超平面動置の自由性に関する Conjecture 45 であるが, ます 52 にお

レ ‘.ては, 超平面可置の中て最も重要な例である $A$型の超平面配置の場合に限らて, 古典
的な結果から最近の結果まての紹介を行う.

\S 3 では一般の超平面配置に対してメビウス関数, 交叉半順序集合, 特性多項式などの

概念を導入し, 実超平面配置の領域数, 複素超平面配置の補集合のベツチ数に関する結
果を述べる. また自由性の概念を導入し, $\lceil \mathrm{T}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{o}$ の分解定理」 を述べる. これは超平

面配置の代数 (幾何) 的な性質と組合せ論的性質を結ひ付ける非常に重要な結果である.

2 $A$型の場合

超平面配置

$A(A_{n-1}):=.\{H_{*\dot{g}}.|1\leq i<j\leq n\}$ , (ただし $H_{\dot{l}j}:=\{(x_{1},$ $\cdots,$ $x_{n})|x|$. $=xj\}.$ )

は $A_{n-1}$ 型の超平面配置または Braid arrangement と呼ばれている. 上では明記しな

かった定義体の選ひ方によって, 様 $\circ$々な間が $A(A_{n-1})$ の補集合に対して立てられる. こ

の超平面配置について最も古くから知られている組合せ論的性質は $\mathrm{R}$

.
上ての次の性質

だろう.

(1) $A_{n-1}$ 型の補集合 $\mathrm{F}\backslash \mathrm{U}_{H\in}A$ $H$ は $n!$ 個の領域に分かれる.

1組み合わせ論的論的表現論の諸相, 2003 年 11 月 6 日
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実際, 補集合の各領域は順列 $x_{i_{1}}<x_{i_{2}}<\cdots<x_{i_{n}}$ と一対一に対応する. 一般に体 $\mathrm{K}$ 上
で $A$型の超平面配置の補集合の性質が調べやすいのは補集合が帰納的に次の $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{r}\dot{\mathrm{a}}$tion
の構造をもつことによる (この性質を一般化した超平面配置のクラスは “Fiber type
arrangement” と呼ぱれて 1 る).

$\mathbb{K}-(n \text{点_{}\backslash })$ $arrow\{(x_{1}, \cdots,x_{n},\ddot{x}_{n+}1)\in\downarrow w+1|X:\neq x_{j}\}$

$\ni$

$(x_{1}, \cdots.,x_{n},x_{n+1})\downarrow$

$\{(x_{1}, \cdots.’ x_{n})\in. \mathrm{K}^{n}\mathrm{J}x_{1}$. $\neq x_{j}\}$

.
$\ni$ $(x_{1}, \cdots, x_{n})$

つま $\mathfrak{y}$

. $A\text{、}+\dot{1}$

.
型\Omega 補集合は丸型補集合の上の $\mathrm{K}-$ ($n$ 点) fibrati.on の構造を持っ. この

$-(2)\mathrm{K}=\mathrm{F}_{\mathrm{p}}$ (ただし p $>n$) の時, $A(.A_{n})$ の補集合 $\mathbb{P}_{p}^{+1}\backslash \cup$

.
$\dot{H}\epsilon A$ $H$の点の個数は� nk$=0(p-$

$k)$ .

(3) $\mathrm{K}=.\mathbb{C}$ の時, $A(A_{n})$ の補集合のポアンカレ多項式は $\prod_{k=0}^{n}(1+kt)$ . (Armold)

(4) $\mathrm{K}=\mathbb{C}$ の時補集合は $K$ (\pi , 1) 空間, すなわち高・次のホモトピー群 $\pi_{k}(k\geq 2)$ が消
える. (Fadell-Neuwirth, Fox-Neuwiith)

領域 ae. (1), 点の個数 (2), ポアンカレ多項式 (3) が非常に似た表示を持っていることが.
見て取れる. \S 3 で, これらのデータは一般の超平面配置に対しても互いに関係している
ことをみる.

$A_{n}$型超平面配置の一般化として次のような超平面配置を導入する
.
$\cdot$

. 整数乃 $.q\in \mathbb{Z}$ (た

だし: $p\leq q$) に対して,

$A_{A_{n}}^{1p,q]}:=$ { $(x:-x_{j}=k)|1\leq i<i\leq n+1,$ .
$k$ =p, $p+\cdot 1,$ $\cdots.,$ $q$ }

$A_{A_{n}}^{[0,0]}$ がも $\text{と}$

.
の $A_{n}$ 型の超平薗配置である.

このようなタイプの超平面配置の研究は, ($A_{n}$ 型) アフィン・ワイル群の元のある種
の同値類の集合と Shi 配置 A\approx l(を $\mathrm{R}$ で考えた時) の領域が一対一に対応する, という
Shi [Shl, Sh2] の研究 [こよって始まった.

Theorem 2.1 (Shi, [Shl, Sh2], [AL])
Shi 配置 $A_{A_{\mathrm{n}}}^{[0,1]}$ の補集合の領域数は $(n+1+1)^{n}$ , 有界領域数は $(n+1-1)^{n}$ 口

. その後, グラ.7や $\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{e}$

.
の数え上け [PS, Sta], 多面体やタイル張りの組合せ論的性質

[ER] を調べる際にも $A_{A_{n}}^{1p,q]}$ というタイプの趨平面配置が現れ, 盛んに研究されるように
なった.

$[\mathrm{p},q]=[0,1]$ 以外に対しては次のようなことが示された,

Theorem 2.2 整数 $m\geq 0$ に対して次が成り立つ ($h:.=n$ +l とおく)



22

(ii) $\dot{A}_{A_{\hslash}}^{[1-m,m]}$ の領域数 $|\mathrm{h}-$ $(mh+1)^{n}$ , 有界領域数は $(mh-1)^{n}$ .

口

またより次節で見るよう.に単なる領域数よりも, 複素化補集合のポアンカレ多項式の方
が精密な情報なのだが, それについては

Th赦$\pi \mathrm{e}\mathrm{m}$ 2.3 上と同じ起号の下,

(i) $A_{A_{\hslash}}^{[-m,m]}$ の複素化補集合のポアンカレ多項式は $\prod_{k=1}^{n}(\mathrm{i}+(k+mh)t)$ .

(.
$\cdot$

\"u). AA[l、m,ml の複素化補集合のポアンカレ多項式は $(1+mht)^{\mathrm{n}}$ .
口

Theorem $2’.2,2$ .3 両方とも (i) は Edelman-Reiner [ER], (ii) は Athanasiadis [Athl]
に上る.

ゞ
$\mathrm{k}_{P}\mathrm{v}$

正 $\text{の}\mathit{1}$ $\text{ト}*$

al複素化補集合のすアンカ 多項式

0
. $\cdot$

$\not\simeq^{2}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2}$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2}$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}^{2}$

図 1 $|p2$ とそのす 7 力 多項式の\sim

ある種の超平面配置のポアンカレ多項式が一次式に分解するこど自体非常に興味深
いが, この方面て最も神秘的なのは次の結果てあろう.

Theorem 2.4 (Postnikov-Stanley, [PS]). $p<q$ の時, $A_{A_{\mathrm{n}}}^{[-\mathrm{p},q]}$ の複素化補集合のポアン
カレ多項式が複素数の範囲て $\prod_{k=1}^{n}(l+\alpha_{k}t)$ (ただし $\alpha_{k}\in \mathbb{C}$) と分解したとすると, $\alpha_{k}$

の実部は $\mathbb{E}+1h2^{\cdot}$
. $\text{口}$

有名な予想との類似から Postn止$\dot{\mathrm{o}}\mathrm{v}$-Staniey は “リーマン予想” と呼んでいる.

以上は全て既に証明されている結果てあるが, これらの命題を一般のルート系に対し
て定式化したものについては完全に解かれてはいない. 今回の主結果は Theorem 2.2,.
2.3 を一般のルート・系に一般化したものである.
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..
3.超平面配置の一般論

.
本節では超平面配置の組合せ論, 自由性, Terao の分解定理, Ziegler [Zi] にょる重複

度付き対数的ベクトル場に関する記号と幾っかの基本性質を述べる. .
$\mathrm{K}$ を体とする.

3.1 Combinatorics
Deflnition 3.1 ベクトル空間 $V\cong \mathrm{K}^{\ell}$ の中の有限個のアフィン超平面の集合

.A $=\{H_{1}, H_{2}, \cdots, H_{n}\}$

を超平面配置と呼ぶ. $\cdot$ 各 $H_{\dot{\mathrm{s}}}\in$ .Aが原点を通るとき中心的 $\backslash r*\backslash$超平面配置と呼ぶ. $A$ に対.
して, 超平面達の幾つかの共通部分全体の集合,

$L(A):= \{|.\in\bigcap_{I}L_{:}.|I\subset\{1,2, \cdots,n\}\}$

.

を $A$ の交叉半順序集合呼ぶ. $\cdot$ 口

$\phi.\dot{\subset}$ $\{$ 1, $\cdot$ .., $n\}$ 千対しては $\bigcap_{:\in\phi}H_{\dot{l}}=V$ どみなして, $V\in L$(A) とする. $L$ (A) は包含.
関係について自然な半順序集合となる. この半順序構造を使って, 次のよう tとメビウス
(M\"obius) 関数 $\mu:L^{\cdot}(A)arrow \mathbb{Z}$ を定義する.

$\mu$(V) $=$ 1,
$\mu$(X) $=$ -

$\sum_{Y\supsetneq^{x}}\mu$
(Y), if.X $\subset Varrow$.

Deflnition 3.2 $V$ 上の超平面配置 $A$ に対して特性多項式 $\chi(A,t)$ を次で定義する,.

$\chi$(A, $t$)
$=. \sum_{X\in L_{A}}.\mu$

(X)t$\dim$J.

口

超平面の枚数を変えたときの特性多項式の振る舞いが次の定理で記述される. $H\in A$

を固定したとき,

$A’:=A\backslash \{H\}$

$A”:=H\cap$. $A’$

とする. ただし, $A^{\prime/}$ の右辺は $\dot{H}$ の上に自然に定まる超平面配置を表す。 この時
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$\mathrm{T}\mathrm{h}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}\cdot 3.3$

$\chi(A,t)=\chi$(A’, $t$) $-\chi(A’’,t)$ :

口

51 て述べたように,$\cdot$ Braid mangements に対して “複素化の補集合のポアンカ, $\iota/$多項
式に $t=1$ を代入すると実超平面,配置の領域数と一致する” という現象 (M-.pro.pert.y)
が Arnold によって観察されたが, この性質は次の緒定理によって一般化される. 証明
は超平面の枚数に関する帰納法と上の Theorem 3.3 による.

$\mathrm{T}.\mathrm{h}\dot{\mathrm{e}}$orem $\dot{3}.4$ (Zaslavsky[Za])
$A$ を $V=\mathrm{R}^{\ell}$ 上の超平面配置とする. この時, 補集合 $V \backslash \bigcup_{H\in\dot{A}}H$ は有限個の領域に分
かれるが, 領域数を $\mathrm{r}(A)^{\backslash }$, 有界領域数を $b$ (A) とおくと

$r(A)=|\chi$ ($A,$ -11
$b(A)=|\chi(A, 1)|$ .

.口

$V \backslash \bigcup_{H\in A}H$のポアンカレ多項式

$P(.A,t).:= \sum_{k=1}^{\ell}\dim \mathrm{H}^{k}(V\backslash \bigcup_{H\in A}$ H., $\mathbb{C})t^{k}$.

$P(A,t).=(-t)^{\ell}\chi(.A, -1/t)$

と $\dot{\text{表}}$ される. $\text{口}$ .

また, 超平面配置が $\mathbb{Q}$ 上定義されているときは, 次も比較的容易に証明される.
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$\mathrm{T}$.heoxem.3.6(CrapO-Rota, [CR]) $A$ を V=Q.上の超平面配置とする. 十分大きな標
数 $p$ をもつ有 $\beta \mathrm{R}$

.体 $\mathrm{F}_{q}$ (ただし $q$ は $p$ の幕) に対し.て, $A$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d}p$ で $\mathrm{F}_{q}$ 上の超平面配置と
みなすことができる. この時, 補集合の点の個数が特性多項式 $\chi(A, t)$ を使って,

$\#$ (珂 $\backslash \mathrm{U}_{H\in A}H$) $.=.\chi(A,\cdot q)$

と表される. 口

この定理において有限体であることは本質的てなく, 整数係数一次式て定義された超平
面配置 $A$ [\mbox{\boldmath $\zeta$}対して, 係数達と十分に素な任意の自然数 $n$ こ対して, $\mathbb{Z}/n\mathbb{Z}$に還元して点
の個数を数えても同様のことが成り立つことを Athanasiadis [$.\mathrm{A}\mathrm{t}$hl] が注意している.

3.2 Free $\mathrm{a}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{a}\cdot \mathrm{n}\mathrm{g}$.ements
次に K. Saito により導入され Terao によって本格的に研究された自由超平面配置の

緒結果を述べる. 超平面配置が $\iota\iota$自由” てあるとは, 超平面に接触する対数的ベクトル
場全.体のなす加群力相由加群になることてある. 正確に述べるために, $V=\mathrm{K}^{\ell}$ の座標
$(z_{1}, z2, \cdot..., Z\ell)$ を固定する. S. $:=\mathrm{K}[V^{*}]=\mathrm{K}$[$z_{1},$ $z$2, $\cdot$ . ., 々] を $V$上の関数環とする. $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$

で $V$上の多項式係数ベクトル揚全体, $\Omega_{V}^{\mathrm{p}}$ で多項式係数 $p$次微分形式全体

$.\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$

$:=$ $. \cdot\oplus_{1}S\cdot\frac{\partial}{\partial z_{1}}=\ell.$

’

$\Omega_{V}^{p}$ $:=$
$1\leq:_{1}\leq\cdots\leq-_{p}\leq\ell\oplus.S\cdot dz_{11}.\Lambda\cdots\wedge dz_{1}.p$

を表すことにする. $A$ を中心的な超平面配置とすると, 各超平面 $H\in A$は原点 $\mathrm{O}\in V$

を通るのて, その定義式として $\alpha_{H}\in V^{*}$ がとれる, これらの積を $Q:= \prod_{H\in A}\alpha$H と置
く. ここては少し一般化した, “多重に接触した対数的ベク・トル場” 及び “対数的微分形.
式” を定義する.

Deflnition3.7 中心的超平面配置 $A$ と $\mathrm{k}$ を写像 $\mathrm{k}:Aarrow \mathrm{z}_{\geq 0}$ とする. $\cdot$ に対して.,

. (i) $\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ が $\mathrm{k}$ を重複度とする多重に接した対数的ペクトル場であるとは,

$\delta\alpha_{H}\in(\alpha_{H})^{\mathrm{k}(H)}\cdot S$

を満たすことである (ただし \mbox{\boldmath $\delta$}.は微分作用素として多項式に作用). 対数的ベクト
ル場全体の集合を

$D(A,\mathrm{k}):=$ { $\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}|\delta$a$H\in(\alpha_{H}.)^{\mathrm{k}(H)}.\cdot S$, for all $H\in A$}
. で表す-
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(ii) $Q$ (A, k) $:= \prod_{H\in}A$
$\alpha_{H}^{\mathrm{k}(H)}$ とおいたとき,$\cdot$

$\omega\in\frac{1}{Q(A,\mathrm{k})}\Omega_{V}^{p}$ が高々重 ${ }$度 $\mathrm{k}$ の極を持つ

対数的微分形式であるとは, 各 $H\in A$ に対して,

$d\alpha_{H}\Lambda\omega$ が $H$ に沿って極を持たない

ものとする. 対数的微分形式全体を

$\Omega^{p}(A, \mathrm{k})=\{\omega.\in\frac{1}{Q(A,\mathrm{k})}\Omega_{V}^{\mathrm{p}}.|$

.

$Q(A, \mathrm{k})\cdot\frac{d\alpha_{H}}{\alpha_{H}^{\mathrm{k}(H)}}.\Lambda 1d$ 何 $\Omega_{V:}^{\mathrm{p}+1}\forall H\in A\}$

.

て表す.

口

特に重複度について断らない場合は $\mathrm{k}.\equiv 1$ とし, $D^{\cdot}(A, \mathrm{k}.),$
$\Omega^{p}$ (A, k) の代りに単に

$D$ (A), $\Omega^{p}(A)$ と表すこともある. これらの加群に対して最も基本的な事実は,

Theorem 3.8 (K. Saito, [Sal] $\cdot[\mathrm{Z}\mathrm{i}]$)
$D$ (A, $\mathrm{k}$

. ). と $\Omega^{1}$ (A, k) は互いに双対な $S$加群である. 特に $D$ (A, $\mathrm{k}$), $\Omega^{1}$ (A,k) は反射的
$.(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{f}\dot{\mathrm{l}}\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e})$ である. 口

Definition 3.9 $D$ (A,k) が $S$加群として自由加群.になる時, 中心的超平面配置 $A$ は

複度 $\mathrm{k}$ を持つ多重自由配置てあるという. また, $D$ (A.) が自由 y加群となるとき単に自

由配置という. 口

$A$ が重複度 $\mathrm{k}$ を持ら多重自由配置の時, 斉次ベクトル場達からなる基底 $\delta_{1},$ $\delta_{2},$

$\cdots,$
$\delta\ell$ を

とることができる. このベクトル場の次数 (pdeg $\delta_{1},$ $\cdots$ , pdeg \mbox{\boldmath $\delta$}�は $(A, \mathrm{k})$ の不変量と

なり, これを $(A, \mathrm{k})$ の巾指数と呼ぶ. ただし, ベクトル . $fi \frac{\partial}{\partial z_{1}}+\cdots+f\ell\frac{\partial}{\partial z_{t}}$ が斉次てあ

$\text{の}\mathrm{u}\not\equiv,\cdot \mathrm{p}\deg\delta.|\mathrm{h}.ffi_{\backslash }\text{数の次}\backslash \text{数}\mathrm{p}\deg f_{1}.\text{を}ae$
.$\text{すると}\dagger\mathrm{h},\mathrm{f}\mathrm{f}_{\backslash }\text{数}f_{1}l^{\mathrm{i}}\text{全て斉次多項}x- \mathrm{c},\text{さ}$bに (’$ffl\text{分}$(

$\not\in \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{素その^{}\backslash }\text{次数}l^{*}\mathrm{l}$

–

$\text{とし定}\prime$

.

$\text{て}.\text{ある_{}}^{-\text{と}ての次}\backslash \text{数と}$ .\epsilon |g|$\sqrt$1‘\mbox{\boldmath $\tau$}2’.*\iota \yen 6f)-\breve .こ
一般に与えられた超羊面配置 $A$ と重複度 k.に対.して, $(A, \mathrm{k})$ が自由かどうか判定す

るのは難しい. 例えば $\lceil \mathrm{k}\equiv 1$ の時, 束 $L(A)$ .の構造によって自由性を特徴つけら些る
か?」 (寺尾の問題) は 3次元の場合すら分からていない. bかし $D$ (A, k) の基底の候補

を{\not\in ってしまえば, それが基底をなすかどうかは次の定理から直ちにチェツクできる.

Theorem 3.10 (Saito.;scriterion, [Sal])
$\ell$ 個の斉次な対数的ベクトル場 $\delta_{1},$ $\cdots,\delta_{\ell}\in D$(A,k) に $\mathrm{r}_{\backslash }$}.して次は同値.

(i) $D$ (A,k) が自由 $S$-加群でさらに, $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta\ell$ が基底をなす.

(ii) $\delta_{i}=\sum$. $j=1f-\ell j^{\frac{\partial}{\partial z_{*}}}.\cdot$ と置いたとき,

$\det(f_{ij})_{1i}.=$
.

$Q(A, \mathrm{k}):=\prod_{H\in A}\alpha_{H}^{\mathrm{k}(H)}$
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(iii) $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{\ell}$ が $S$ 上一次独立で, さらに

$\sum_{i=1}^{\ell}$ pdeg
$\delta i=\sum_{H\in A}\mathrm{k}(H)$

.

口

Example 3.11 2次元 9超平面配置 $A$ は (任意の重複度 $\mathrm{k}:Aarrow.\mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して) 自由
てある. なせなら 2 次元の反射的加群は自由力 $\grave{\mathrm{D}}$群だからである. さらに $\mathrm{k}.\equiv 1$ の楊合は
具体的に基底も書ける. 実際 $Q:=I$I $\epsilon A^{\cdot}\alpha_{H}$ とおくと

$D(A)=\{\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}|.\delta Q\in Q\cdot S\}$

なので,

$. \delta_{1}:=z_{1}\cdot\frac{\partial}{\partial z_{1}}+z_{2}\cdot\frac{\partial}{\partial z_{2}}$ (Euler べ $\text{ク}$ トノレ場)

$\delta_{2}:=\frac{\partial Q}{\partial z_{2}}\cdot\frac{\partial}{\partial z_{1}}-\frac{\partial Q}{\partial z_{1}}\cdot\frac{\partial}{\partial z_{2}}$

とおくと, $\delta_{1},$ $\delta_{2}\in D$ (A) となって, これらが基底をなすことは 3.10 から分かる. $A$ の

巾指数は $(.1, \#(A)-1)$ てある. 口

Rem.a$\mathrm{r}$k3.12 なお 2 次元の場合でも一般に重複度 $\mathrm{k}$ を付けると.’ $D$ (A, $\mathrm{k}.$) の基底は
原理的には求まるが, 上のよう.に簡明に書き下す方法は知られていない. 巾指数-.t ら
$(A, \mathrm{k})$ の組合せ論的情報だけからは決まらないことが知られている [Zi].

Example 3.13 $\mathrm{N}^{\ell}$ の座標 $(x_{1}, \cdots\cdot, x_{\ell})$ を固定し, $.A$型の超平面配置

$A:=\{\{_{X:}-. x_{j}=0\}|. 1\leq i<j\leq\ell\}$

を考える. この時

$\delta_{k}=..\sum_{1=1}^{\ell}x_{i}^{k-1}.\frac{\partial}{\partial x_{1}}.$

. $\in D(A),$ $k=1,2,$ $\cdots,l$

てあるが, これが $D$ (A) の基底をなずことはTheorem 3.10 からすぐ分かる. 口

既述のよう・に Aの組合 $\text{せ}$

. 論的性質と加群 $D$ (A) や $\Omega^{\mathrm{p}}(A$. $)$ の構造の関係は分かってい
ないこ.とが多いが, 特性多項式は $D(A$. $)$ .や $\Omega^{p}$ (A) の構造から復元てきることが知られて
いる. 特に著しいのは自由配置の場合である.
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Theorem 3.14 (Terao, [Te2])
$\mathcal{A}$ を $V=.\mathrm{K}$f 上の自由超平面配置とし, その巾指数を $(d_{1}, \cdots, d_{\ell})$ とする. この時 $A$ の

待性多項式 $\chi(\mathcal{A}, t)$ は

.
$\chi(A,t)=.\prod_{|=1}^{\ell}.(t-d_{1}..)$

と表される. 口

一般の (自由とは限らない) 中心的超平面配眞に対しては, 特性多項式 ‘は一次式には.
. 分解しない. しかし $\Omega^{p}$(A) の次数付き加群としての構造から特性多項式を導く公式が
知られている. $(\cdot[\dot{\mathrm{S}}\mathrm{T}.1])$

$\Omega^{\mathrm{p}}(A)$ は微分形式の多項式次数 pdeg }こよって (つまり pdeg $fdz_{\dot{l}1}\Lambda\cdot.\cdot\cdot\wedge dzi_{p}\cdot..=\deg f$ )
次数付き $S$加.fflどなる. 一般に次数付き $S$加群 $M=\oplus_{\mathrm{p}\in \mathrm{Z}}M$p の.Hilb.ert 級数を

$P(M,x)= \sum_{p\in \mathrm{Z}}$
(dim$\mathrm{K}M_{p}$) $x^{p}$

と表す

Theorein 3.15 (Solomon-Terao, [ST1])
.

$\ell$次元ベクトル空間 $V$ の中心的超平面配置 $A$ に対して 2 変数の Hilbert 級数を

$\Phi$ (A; $x,y$) $= \sum_{p=0}^{\ell}P(\Omega^{\mathrm{p}}.(A),x)y^{\mathrm{p}}$

と寞義する ($x$ については形式的 Laurent. 級数,. $y$ については多項式). この時 $\Phi(A;x,y)$

は $x$ については Laurent 多項式となり.,

$\chi$(A, $t$) $= \lim_{xarrow 1}\Phi$(A; $x,t(1-x)-1$)

とな $\circ$る. 口

超平面配置の重複度や重複度付きの自由性は Ziegler [Zi] によって導入, 研究された.

重複度付の超平面配置の概念は中心的な超平面配置 $.A$ をその一つの超平面 $H_{1}\in A$ に

制限するときに現れる. 特性多項式など組合せ論的な対象を見ている限りは重複度は
現れない (Theorem 3.3). 1,かし制限の自自性を論じる際には重.\not\in 度の概念が自然に
現れることを Ziegler は発見した. $A^{H_{1}}$ を

$A^{H_{1}}:=\{H_{1}^{\cdot}\cap H|H\in A, H\neq H_{1}\}$

$A$ が $H_{1}$ 上に自然に引き起こす超平面配置とする. この時 $A^{H_{1}}$ の超平面に対して, 何枚
の A.に含まれているかを数えることによって, $A^{H_{1}}$ 上の自然な重複度 $\mathrm{k}_{A^{1}}^{H}$ : $A^{H_{1}}arrow \mathbb{Z}_{>0}$

.
が次て定義される :

$\mathrm{k}_{A^{1}}^{H}..\cdot A^{H_{1}}\ni X\mapsto\#$ ( $\{H\in$ .A $|H\cap H_{1}=X\}$ ),
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(上の右辺において, $H_{1}$ は数えられていないことに注意).
Euler ベクトル場 $E:= \sum_{j=1}^{\ell}$ zi,澹は斉 1 次式に $\alpha\in V^{*}$ に対して,

$.E\alpha=\alpha$ $(!)$

k満たすので, $E\in D$ (A) である. ここで $H_{1}.\in A$ を固定し, 座標を $z_{1}=\alpha_{H_{1}}$ となるよ
うにとる. $A$が自由配置てあるとすると, 式 (1) を使うと. $D(A)$ の基底 $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{\ell}$ て次の

ようなものが取れることが分かる :

$\delta_{1}=E$ (Eukr ベク トノレ場)
$\delta_{i}z_{1}=0$ , $\mathrm{f}\mathrm{o}.\mathrm{r}i=.2_{;}3$ , $\cdots,$

$\ell$.

.上の式の二つ目の条件は $\delta_{-}(i=2, \cdots,\ell)$ が $H_{1}$ に平行なベクトル場てあることを表して
いる. 一般の中心的超平面配置 $A$ と $H_{1}\in A$ に対して

$D_{0}(A):=\{\delta\in D(A)|\delta\alpha_{H_{1}}=0\}$ (2)

とおく. 上と同様に
$D(A)=S\cdot E\oplus D_{0}(A)$

と分解することがわかり, $\cdot D$
.

$\mathrm{o}(A)$ は Euler ベクトル場の補空間となる. 次の定理と系は
.Saito’s criterion(3.10) から容易に分かる.

Theorem $3.16^{i}$ (Ziegler, [Zi])
$A$ を $V\cong \mathrm{K}^{\ell}$ の中心的超平面配置, $H_{1}\in A$ をーっの超平面とする. この時 $\delta\in D_{0}(A)$

に対して, $\delta|_{H_{1}}$ は重複度 $\mathrm{k}_{A}^{H_{1}}$ で $A^{H_{1}}$ に接する. つまり $\delta|_{H_{1}}.\in D$ (AH1, $\mathrm{k}_{A^{1}}^{H}$ ). さらに $A$が

自由で, $\delta_{2},$

$\cdots,$
$\delta_{\ell}\in$

.
$D$0(A) を上のようにとると, $\delta_{2}.|_{H_{1}},$ $\cdots,$

$\delta,|_{H_{1}}$ が $D$ (AH,, $\mathrm{k}_{A^{1}}^{H}$ ) の基底
.となる. 口

Corollary 3.17 $H_{1}\in A$ に対して次は同値

(i) $A$ は自由て巾指数は $(1, d_{2}, d_{3}, \cdots, d\ell)$ .

(ii) 制限 $(A^{H_{1}}, \mathrm{k}_{A^{1}}^{H})$ は自由で巾指数は $(d_{2}, d_{3}, \cdots, d_{\ell}.)$ .
口

4.Edelman-Reiner の予想
$\Phi$ をユークリッド空間 $V=\mathrm{R}^{\ell}$ め既約 (かっ被約) なルート系とする. Positive system

$\Phi^{+}\subset\Phi$ を一つ固定し, Exponents と Coxeter 数をそれぞれ $(e_{1}.’\cdots, e\ell)$ と $h$ とする.
整数 $k\in \mathbb{Z}$ とルート $\alpha\in\Phi$ に対して超 $\text{平}$.面 $H_{a,k}$ と

$H_{\alpha,k}:=\{x.\in V|\alpha(x)=k\}$
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とおく. $\alpha\in\Phi^{+}$ に対して $H_{\alpha,0}$ を集めてきたものが鏡映面配置 (または $\mathrm{W}\dot{\mathrm{e}}\mathrm{y}\mathrm{l}$ arrange-
ments) である. 一般に $p,$ $q\in.\mathbb{Z}(p\leq q)$ に舛して $A_{\Phi}^{[\mathrm{p},q]}$ を

$A_{\Phi}^{\mathfrak{f}p,q]}:=\{H_{\alpha,k}|\alpha\in\Phi^{+}, k\in \mathbb{Z}, p\leq k\leq q\}$.

で定める. この超平面配置の組合せ論的性質, と $\langle$ に特性多項式の振る舞いが我々の興
.味の中心てある. $V$ の座標 $(x_{1}, \cdots, x_{p})$ を固定すると, $\alpha\in\Phi$ は $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{\ell}$ の斉一次式で

ある. 1 次元上げたベクトル空間 $\mathrm{N}\cross.V$ の座標 ($x_{0},$ $x_{1},$
$\cdots\cdot$,xl),に関して次の超平面配置

を $A_{\Phi}^{\triangleright,q]}$ の Coning と呼ぶ

$\mathrm{c}A_{\Phi}^{1p,q]}:=..\{.\{\alpha=kx_{0}\}|\alpha\in\Phi^{+}, k=p,p\dotplus 1, \cdots,q\}\cup\{\{x_{0}=0\mathrm{i}\}.$ .

$x_{0}=1$ て切ったものが元の超平面配置 $\Delta_{\Phi}^{1p,q]}$ てある. また $H_{\infty}:=$. $\{x_{0}=0\}$ を無限遠平
. 面と呼ぶ. 特性多項式のレベルては元.$\text{の}$ $A_{\Phi}^{1p,q]}$ とは次の関係.で精ばれている.

$\chi$ (cA\sim 91, $t$) $=$ .(t-1). $\chi.(Al^{q]},,\cdot t)$ .

さてこれらの超平面配置に関して, 最も古い結果として $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

Theorem 4.1 (Arnold, Brieskorn)
上の記 $.\mathrm{e}$の下, $A_{\mathrm{Q}}^{[0,0]}$ の特性多項式は ’.

$\chi(A_{\Phi}^{[0,0]}, i)=.\prod_{k=1}^{\ell}(t-e_{k})$ .

口

この定理と 52 の緒結果を比べると $A$ 型の超平面配置の不思議な性質が,
$\cdot$

一般の Weyl
arrangement ても定式化てきる. 52 と対応させて並べると,

Conjecture 4.2 整 $\text{数}$

.
$m\geq 0$ に対して次が成り立つ,

(i) $\mathcal{A}_{\Phi}^{[-m}.\cdot$
’m] の領域数は $\prod_{k=1}^{\ell}(e_{k}+mh+1)$ , 有界領域数は

,

$\cdot\prod_{k=1}^{p}$. $(’ +mh-1)$ .

$.(\mathrm{i}\mathrm{i})A_{\Phi}^{[1-mm]}|$ の領域数は $(mh+1)^{\ell}$ , 有界領域数は $(mh-1)^{\ell}$ .
$\mathrm{i}$

口

Conjecture 4.3 (Edelman-Reiner, [ER])
上.と同じ記号の下,

(i). $A\vee^{m,m]}$ の特性多項式は $\chi(A_{\Phi}^{[-m,m]},t)=\prod_{k=1}^{\ell}(t-(e_{k}+mh))$ .

(ii) $A_{\Phi}^{[1-m,m]}$ の特性多項式は $\chi(A_{\Phi}^{[1-m,m]},t)=(t-mh)^{\mathfrak{n}}$ .
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. 口

Conjecture 4.4 (Postnikov-Stanley, “Riemann 予想” [PS])
$p<q$ の時, $A_{\Phi}^{[-p,q]}$ の特性多項式が複素数の範囲で $\chi$ ($A_{\Phi}^{[-p}$’q], $t$ ) $= \prod_{k=1}^{l}(t-\alpha_{k})$ (ただし
$\alpha_{k}\in \mathbb{C})$ と分解したとすると, $\alpha_{k}$ の実部は $\frac{p+q+1h}{2}$

. $\cdot$ 口

こ $\dagger.\iota$らは独立な予想ではなく, 例えば Zaslavsky の Theorem 3.4 より

Conj. 4.3 $\mathrm{Z}\mathrm{a}\epsilon \mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{v}\epsilon \mathrm{k}\mathrm{y}\Rightarrow$ Conj. 4.2

また “Riemann 予想ゝ’ における $q-p=1$ の場合は Conjecture 4.3 (\"u) がら導かれる.
超平面配置の Coning を使うと, 4.3 から自然に $(\ell+1)$ 次元超平面配置の自由性に関
する予想が得られる. Terao の分解定理 3.14 を使うと次の Conjecture 4.5 がら特性
.多項式の分解 4.3 が導かれる.

Conjecture 4.5 (Edelman-Reiner, [ER])

(i) $\mathrm{c}A_{\Phi}^{\mathfrak{l}-m,m]}$ は自由で, 幕指数は $(\dot{1}, e_{1}+mh, \cdots, e_{\ell}+mh)$ .

$(.\mathrm{i}\mathrm{i})\mathrm{c}A^{[1-m,m]}[]$ , $\backslash \dagger..(1,$ $mh,$ $mh,$ $\cdots,$ $mh$

$\ell$

口

ReInark 4.6 (部分結果)
4.3 の (i) は Athanasiadis [Ath5] によって解かれた. (ii) については ABCD 型ノレ–. ト

系 $\Phi$ に対しては [Athl] によって, $m=1$ の場合は任意の $\Phi$ に対して $\mathrm{H}$.eadley [He].
4.5 は $A$型の場合しかこれまで手が出なかった. $A$型の場合, (i) は Edelman-Reiner

[ER], (ii) は Athanasiadis [Ath2].
4.4については A型の揚合は.Postnikov-Stanley [PS], ABCD型の場合は At石 anasiadis

[Ath4].

なお, 次の結果も “部分 $\#_{\backslash \mathrm{p}}^{\pm}.\text{果}\backslash$

” と言えなくはないが, むしろ自由配置の理論の源である.

Theorem 4.7 ($\mathrm{K}$ . Saito, [Sal]) $A_{\Phi}^{[0,0]}$ は自由配置て, 幕指数は $(e_{1}, \cdots, e\ell)$ .

(この結果は Crystallographic でなく, 有限 Coxeter 群で良い) 実際, ワイル群 $W$ を
使って, 不変式論的にベクトル場の基底が構成てきる. $I$ を $V$ 上の $W$ 不変な内積とす.
る. $I$ によって $V$ と $V^{\cdot}$ が同一視され, $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ と $\Omega_{V}^{1}$ が S(V”)-加群として同一視される.

$I:\Omega_{V}^{1}arrow^{\simeq}\mathrm{D}\mathrm{q}\mathrm{r}_{V}$

不変式環 $S(V^{*})^{W}$ の生成元を $P_{1}$ , $P_{2},$
$\cdots,$

$P_{\ell}$ としたとき, $I$ (dP1), $I(dP_{2}),$ $\cdots,$ $I(dP_{\ell})$ が

D(為) の基底をなす. 口

本稿の主結果は次である.
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Theorem 4.8 ([Yo3]) 自白性に関する予想 4.5 は正しい. 口

Edelman-Reine, Athanasiadis による 4.5 へのアプローチは共に帰納的に自由性を証
. 町していくという方法による. つまり, 超平面の数を一枚変えたときに, 自.由性がどう
いう影響を受けるのかを調 $\wedge*.$

. (Addition-Deletion, [Tel]); 目的の超平面配置の自由性を
示すのである. この証明により, $\mathrm{c}A_{\Phi}^{[\rho,q]}$. というタイプだけでなく: これらを補間する膨
大な自由配置のリストが得られ $\dot{\text{る}.}$ . しかしこの様な組合せ論的手法では $A$

. 型以外を扱
うのは非常に難しいようである. これに対して, Solonon.-Terao[ST2] によって別の試
与がなされた. $D(\mathrm{c}A_{\Phi}^{[p,q]})$ ([p, $q]$ は $[-m,$ $m$] または $[1-.m,$ $m$] のどちらか) の基底を不
変式論的に構ffi.しようと言うものである. 次の定理はその主結果の証明で重要なステッ
プてある.

$m$. を自然数, $\cdot A_{\Phi}$ $:.=$ A\Phi [o刈.とする.

$.(\mathrm{i})$ (A。, $2m+1$) は多重自由配置で巾指数は $(e_{1}+mh, \cdots, e_{\ell}+\dot{r}nh)$ .
(ii)

ただし $(A,n)$ 重複度が定数 $n$ の多重配置を表す. 口

.ちなみに 4.9 は Ziegler の制限定理 3.16 を $\mathrm{c}\dot{A}_{\Phi}^{[\mathrm{p},q]}$ と $H_{\infty}$ に適用すると, 予想 4.5 か
ら得られる.

5 Edelman-Reiner の予想の証明
Theorem 5.1 [OSS, Theorem. 2.3.2} $\mathcal{E}$ は複素射影空間 $\mu$ の上の正則ベクトル束とす
る. (Linear な) 超平面 $H\cong.\mathrm{P}^{\cdot}e-1$ に対・して次は同値.

$(\mathrm{a}).\mathcal{E}$ は直線束の直和に分かれる.

(b) $\mathcal{E}|_{H}$ が直線束の直和に分かれる. 口

$(\mathrm{a})\Rightarrow(\mathrm{b})$ は自明だが, 逆は耳を疑ってしまう.

$V=\mathbb{C}^{\iota+1}$ 上の中心的超平面配置 $A$ に対して, $D$(A) は次数付き S=S(Vr)-加群てあ
る. 代数幾何の一般論により, Proj $S\cong$

.
$\mathrm{P}$ \ell 上に自然に連接層 $\overline{D(A)}$ が定まる. この $\dot{\mathrm{X}}$

脈で自由性は $.\overline{D(A.)}$ が $\text{直}$

. 線束の直和に分かれることと同値てある.

$A$ は自由て巾指数が $(d_{0}, d_{1}, \cdots, d\ell)\Leftrightarrow D(A)\cong O(-d_{0})\oplus O(-d_{1})\oplus\cdots.\oplus O(-d\ell)$
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Edelman-Reiner の予想 4.5 の証明の出発点は, 定理 5.1 をうまく応用できないが? と.いうものである. つまり, $A:=\mathrm{c}A_{\Phi}^{[\mathrm{p},q\mathrm{j}}$ とおくと, D�心が直線束の和に分かれることを
証明したいのだが, これを H一から決まる超平面 $\mathrm{P}(H_{\infty})\subset$ 評に制限した $\mathfrak{F}$の直線巣へ
.の分解を Terao .\sigma )定理 4.9 から示せ $rx$ い力\searrow ということである. 5.1 (の (b)\Rightarrow (a)).に
着しようとする際には次の 2 点が問題になる.

(.1) $D$ (A) は反射層だが, 一般にはベクトル束にすらならない. ベクトル束になること
をどうやって示すか

(2) 制限 D(A)I� (H\infty ) は $\mathrm{P}(H_{\infty})$ 上の連接層 $D\overline{(A.’ n}$) と同型か?

(1) は問題としてそれほど簡単 iこなってぃない.
(2) は Ziegler の制限写像の Stalk レベルての全射性を要求することになる. っま

り $x\in H_{\infty}^{\cdot}\backslash \{0\}$ が定める $\mathrm{P}(H_{\infty})$ の点を $\overline{x}$ て表すことにすると, 制限写 $\dot{\mathrm{a}}$

$\overline{D(A)}_{s}arrow$

$D\overline{(A,}$n\searrow が全射となればよい. これは再ひ, Ziegler の定理より,
$\cdot$

$\overline{x}$.の周りて局所的に $A$ .

が自由てあること, っまり
$A_{x}:=$. $\{H\in A.|H\ni x\}$

が自由配置となることを要請する. $\cdot$

$(\mathrm{c}A_{\Phi}^{[p_{1}q]})_{x}$ の自由性は, 階数の低いルート系に対す
る Edelman-Reiner

$\circ$

の予想がら導かれる. この様に階数の低いルード系に対する
Ed.elman-Reiner を仮定すると, $\overline{D(A)}$ が $\mathrm{P}(H_{\infty})$ .の近傍て $\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{c}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{y}\cdot.\mathrm{f}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{e}$ てあること.が分
かる. .一般に反射層の ‘iocally free てない点” 全体は, closed subschem.e をなすので,
$D$ (A) は $\Psi$. 上高々有限個の点以外では locally free.であることが分かる. この性質に注
目し, H加 shorne[Ha, Theorem 2.4.] と同じ議論を使うことにょり,

Theorem. 5.2 $\mathrm{H}^{1}(\mathrm{P}^{\ell}, \overline{D(\overline{A})}(d))=.0_{-}\forall d\ll.0$ . 口

この結果と制限写像の完全列

$0arrow\tilde{D(A)}(d-1)arrow\overline{D(A)}(d)arrow D\overline{(A^{H_{0}},}n)(d)arrow 0$ .
$[]_{\llcorner}’$

. 関するコホモロジーの完全系列を使うと.’ $D$ (A) の自由性が示される. 帰納法にょり,
階数 2 のルート系に対する .

$\mathrm{E}\mathrm{d}\mathrm{e}$.lman-Reiner 予愁に帰着されるが, $\cdot$

A2, $B_{2}\cdot,$ $G_{2}$ を個別に
チェックすれば予想が証明される..

6 補遺

Theorem 6.1 ( $\mathrm{M}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{a}\mathfrak{g}\check{\mathrm{a}}$-Schenck, [MS])
$A$ を.$\mathbb{C}^{1+}$

.
1 の中心的超平面配置とする. $D$ (A) が $\mathrm{P}^{t}$ 上のベクトル束だと仮定すると, 特

性多項式 $\chi(A,t)$ と Chern 多項式

$c_{t}(. \overline{D(A)})=\sum_{i}$ 果 $(・D(A))t^{:}$
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は等価. 口

この定理は Terao の分解定理 3.14 を幾何的に見事に説明している. しかし $D$ (A) がベ
.クトル束でない場合は, 特性多項式と Chern 多項式の関係は分からない. 特性多項式
の (代数) 幾何的な解釈が望まれる.

Yuzvinsky [Yuzl, $\mathrm{Y}\mathrm{u}$

.
$\mathrm{z}2$ , Yuz3] は束 $L$ (A) 上の (チェック) コホモロジーを定義,し, $A$

の自由性をそのコホモロジーの消滅て特徴つけた. 一方ベクトル束では, 直線束の分解
に関して次のような特徴付けがある.

$\mu$

. 上の正則ベクトル束
$\mathcal{E}$ が直線束の直和に分かれるための必用十分条件は,

$\mathrm{H}^{\dot{*}}(\mathrm{P}_{-}^{\ell}\mathcal{E}(d))=0,$ $\mathrm{f}.\mathrm{o}\mathrm{r}i=1,$
$\cdots,$ $\ell.-1,$ $\forall d\in \mathbb{Z}$ .

..
口

$.\overline{D(A)}$ がベクトル束にならない場合も含めて, $\overline{D(A)}$ のコホモロジーと Yuzvinsky のコ
ホモロジーとの関係が気になる.
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