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物理学においては、 マーデルング定数などの (必すしも収束しない) 格子和があら

われる。特に
$a \in \mathrm{Z}^{3}\sum_{a\neq 0}\frac{e^{-c(a_{1^{2}}+a_{2^{2}}+a_{3^{2}})}}{a_{1}^{2}+a_{2^{2}}+a_{3^{2}}}(c>0)$ の型の格子和はボーズ・アインシュタイ

ン凝縮や、 超電導体の研究にあらわれる。本稿ではエプシュタイン ゼータ関数を

使うことによって、Chaba-Pathria らの結果 ([6]) が、 きわめて容易に得られること

を’T-‘す。

1 $\mathrm{D}$ エプシュタイン・ゼータ関数

正定値の $n$ 次の実対称行列 $\mathrm{Y}$ と $n$ 次元実ベク b)g,h.に対して、エプシュタイン

ゼータ関数は

$Z( \mathrm{Y},g,h,s)=\sum_{a\in \mathrm{Z}^{n}}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{\mathrm{Y}[a+g]^{s}}({\rm Re}(s)>\frac{n}{2})$

$\Lambda(\mathrm{Y},g,h,s)=\frac{\Gamma(s)}{\pi^{s}}Z(\mathrm{Y},g,h,s)$
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で定義される。 ただし、 $\mathrm{Y}[a]=a$ ・ $\mathrm{Y}a=^{t}a\mathrm{Y}a=\sum_{i,j=1}^{n}y_{ij}a_{i}a_{j}$ とする。エプシュタイン

ゼータ関数に関して、以下の公式が成り立っている。

(A) 不完全ガンマ展開 ([10], [垣])

不完全ガンマ関数 $\Gamma(s,c)=\int_{c}^{\infty}e^{-t}t^{s-1}\mathrm{d}t(s>0, c \geqq 0)$ を使った展開が、 $c>0$ に対し

て

$\Lambda$ (Y, $g,h,s$) $= \frac{1}{\sqrt{|\mathrm{Y}|}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot h}}{\pi^{\frac{n}{2}\dot{s}}}\sum_{a\in \mathbb{Z}^{n}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{\mathrm{Y}^{-1}[a+h]^{\frac{n}{2}-s}}\Gamma(_{2}\Delta-\mathrm{s},\pi c^{-1}\mathrm{Y}^{-1}[a+h])$

$a+h\neq 0$

$+ \frac{1}{\pi^{s}}$

$\sum_{a\in \mathrm{Z}^{n},a+g\neq 0}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{\mathrm{Y}[a+g]^{s}}\Gamma(\mathrm{s},\pi cY[a+g])$

$+ \delta(h)\frac{1}{\sqrt{|\mathrm{Y}|}}\frac{\mathrm{c}^{s-\frac{n}{2}}}{s-\frac{n}{2}}-\delta(g)e^{-2\pi ig\cdot h_{\frac{c^{s}}{s}}}$

で与えられる。 ここで、 $\delta(g)=\{$
1 $(g\in \mathbb{Z}^{\prime l})$

$(g\in \mathbb{R}^{n})$ とした。
0 $(g\not\in \mathbb{Z}^{n})$

この式を利用して、 $\Lambda(\mathrm{Y},g,h,s)$ を解析接続できる。

さらに、 $0<{\rm Re}(s)< \frac{n}{2}$の下で $carrow 0^{+}$ の極限をとって

$\Lambda(\mathrm{Y},g,h,s)=\lim_{carrow 0^{+}}\{\frac{1}{\pi^{S}}\sum_{a\in \mathrm{Z}^{n}}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{\mathrm{Y}[a+g]^{s}}\Gamma(s,\pi c\mathrm{Y}[a+g])+6(h)_{\sqrt{|\mathrm{Y}|}^{\frac{c^{s-\frac{n}{2}}}{\mathrm{s}-\frac{n}{2}}\}}}1a+g\neq 0$

が得られ、 ${\rm Re}(s)<0$ の下で $carrow\infty$ の極限を取って、 関数等式

$\Lambda(\mathrm{Y},g,h,s)=\frac{1}{\sqrt{|\mathrm{Y}|}}e^{-2\pi i}$

g
$.h\Lambda(\mathrm{Y}^{-1}$ , $h,-g, \frac{n}{2}-s)$

を得ることができる。
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(B) メリン・バーンズ型公式 ([6])

第 2 種変形ベツセル関数 $K_{s}(z)= \frac{1}{2}\int_{0}^{\infty}e^{\frac{1}{2}z(\iota+\frac{1}{t})}t^{s-\mathrm{I}}\mathrm{d}t$ を使った展開が、 $b>0$ に

対 $\llcorner$ て

$\Lambda$ (Y,$g,h,s$) $= \frac{2e^{-2\pi ig\cdot h}}{\sqrt{|\mathrm{Y}|}}\sum_{a\in \mathrm{Z}^{\hslash}}e^{-2cig\cdot a}\sqrt{\frac{b}{\mathrm{Y}^{-1}[a+h]}}^{\frac{n}{2}s}K_{\frac{n}{2}s}(2\pi\sqrt{\mathrm{Y}^{-1}[a+h]b})$

$+ \frac{\Gamma(s)}{\pi^{s}}$

$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{n},a+g\neq 0}e^{2\pi ih\cdot a}(\frac{1}{\mathrm{Y}[a+g]^{s}}-\frac{1}{(\mathrm{Y}[a+g]+b)^{s}})$

$+ \delta(h)\frac{1}{\sqrt{|\mathrm{Y}|}}\frac{\Gamma(s-\frac{n}{2})}{\pi^{s-\frac{n}{2}}}\frac{1}{b^{s-\frac{n}{2}}}-\delta(g)\frac{\Gamma(s)}{\pi^{s}}\frac{e^{-2\pi ih\cdot g}}{b^{s}}$

$({\rm Re}(s)> \frac{n}{2}-1, s\neq\frac{n}{2})$

で与えられる。

2. 物理学への応用

前述の公式から、非常に簡単に Chaba-Pathria らの結果を導くことができる。

(A) 不完全ガンマ関数をつかった展開式において、

$n=2,$ $\mathrm{Y}=(\begin{array}{ll}1 00 1\end{array})=I,$ $c arrow\frac{c}{\pi},$ $s= \frac{1}{2}$ とする。

$\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(z)=\frac{2}{\sqrt{\pi}}\int_{z}^{\infty}e^{-x^{2}}\mathrm{d}x=\frac{1}{\sqrt{\pi}}\Gamma(\frac{1}{2},\mathrm{z}^{2})$ なので

$Z(I,g,h, \frac{1}{2})=e^{-2\pi}$ z
$g \cdot ha+h\neq 0\sum_{a\in \mathrm{Z}^{2}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a+h|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|$

$a+h$ $|)$

$+$

$\sum_{a\in \mathrm{Z}^{2},a+g\neq 0}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{|a+g|}$

erfc($\sqrt{c}|$ $a+g|)-2$ $\delta$(h)J-2 $\delta$(g) $e^{-2\pi ig\cdot h}\sqrt{\frac{c}{\pi}}$

$\vee C^{\backslash }\hslash \text{る_{}\mathrm{o}}$
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(1) $g\not\in \mathbb{Z}^{2},$ $h=0$ とおいて

$Z(I,g,0, \frac{1}{2})=\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a|)+\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{1}{|a+g|}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{c}(\sqrt{c}|a+g|)-2\sqrt{\frac{\pi}{c}}$

(2) $g=0,$ $h\not\in \mathbb{Z}^{2}$ とおいて

$Z(I,0,h,[perp])2= \sum_{a\in \mathrm{Z}^{2}}\frac{1}{|a+h|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a+h|)+\sum_{a\in \mathrm{Z}^{2}}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{|a|}$erfc $(\sqrt{c}|a|)-2\sqrt{\frac{c}{\pi}}$

(3) $g=h=0$ とおいて

$Z$ (I,0,
$0, \frac{1}{2})=\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{1}{|a|}a\neq 0$

erfc
$( \frac{\pi}{\sqrt{c}}|a|)+\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{1}{|a|}a\neq 0$

e何$\mathrm{b}$ $(\sqrt{c}|$ a $|)-2\sqrt{\frac{\pi}{c}}-2\sqrt{\frac{c}{\pi}}$

$\sum_{a\in \mathrm{Z}^{2}}\frac{1}{|a|}$ erfc $( \sqrt{\pi}|a|)=\frac{1}{2}Z(I,0,0,\frac{1}{2})+2=\frac{1}{2}\zeta(\frac{1}{2})\beta(\frac{1}{2})+2$

$a\neq 0$

$( \zeta(s)=\sum_{n=1}^{\infty}\frac{1}{n^{s}} \beta(\mathrm{s})=\sum_{n=0}^{\infty}\frac{(-1)^{n}}{(2n+1)^{s}})$

同様に、 $n=3,$ $\mathrm{Y}=\{\begin{array}{lll}\mathrm{l} 0 00 \mathrm{l} 00 0 1\end{array})=I,$
$c arrow\frac{c}{\pi},$ $s$ =1 とする。 $\Gamma(1,z)=e^{-z}$ なので

$Z(I,g,h,1)= \pi e^{-2\pi ig\cdot h}\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a+h|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a+h|)$

$+$
$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3},a+g\neq 0}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{|a+g|^{2}}e^{-c|a+g|^{2}}-2\delta(h)\frac{\pi^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{c}}-\delta(g)e^{-\mathit{2}\pi ig\cdot h_{\mathrm{C}}}$

7あ @ $\text{。}$

(4) $g\not\in \mathbb{Z}^{3},$ $h=0$ とおいて

$Z(I,g,0,1)= \pi\sum_{a\in \mathrm{Z}^{3}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|$ a $|)+T(g;c)- \frac{2\pi^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{c}}=B(g)$

$(T(g;c)= \sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{e^{-c|a+g|^{2}}}{|a+g|^{2}}, B(g)=\lim_{carrow 0+}(T(g;c)-\frac{2\pi^{7}3}{\sqrt{c}}))$



$6f$

$T(g;c)= \frac{2\pi^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{c}}+B(g)$ $-\pi$
$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3},a\neq 0}$ $|a|$

$e$
”

$ig \cdot ae\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a|)$

(5) $g=0,$ $h\not\in \mathbb{Z}^{3}$ とおいて

$Z(I,0,h,1)= \pi\sum_{a\in \mathrm{Z}^{3}}\frac{1}{|a+h|}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a+h|)+S(h;c)-c=A(h)$

$A(h)= \lim_{c-\prec 0+}S(h;c))$

$\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{f}\mathrm{c}(\frac{\pi}{\sqrt{c}}|a+h|)$

$S(hjc)=c+A(h)- \pi\sum_{a\in \mathrm{Z}^{3}}$
$|a+h|$

(6) $g=h=0\text{と}\mathrm{k}^{1}\mathrm{A}\backslash \text{て}$

$Z(I,0,0,1)= \pi\sum_{a\in \mathrm{Z}^{3}}\frac{1}{|a|}$ erfc $( \frac{\pi}{\sqrt{c}}|a|)+$
$\sum_{a\in \mathrm{Z}^{3},a\neq 0}\frac{1}{|a|^{2}}e^{-c|a|^{2}}-2\frac{\pi^{\frac{3}{2}}}{\sqrt{c}}-c$

(B) 第 2 種変形ベツセル関数をっがった展開式において、

$n=2,$ $\mathrm{Y}=(\begin{array}{ll}\mathrm{l} 00 \mathrm{l}\end{array})=I,$ $b arrow\frac{b^{2}}{4\pi^{2}},$ $s= \frac{1}{2}$ とする。 $K_{\frac{1}{2}}(z)=K_{\frac{1}{2}}(z)=\sqrt{\frac{\pi}{2z}}e^{-z}$ なので

$Z(I,g,h, \frac{1}{2})=e^{-2\pi ig\cdot h}$

$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2},a+h\neq 0}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a+h|}e^{-b|a+h|}$

$+$$\sum_{a\in \mathrm{Z}^{2},a+g\neq 0}e^{2\pi ih\cdot a[\frac{1}{|a+g|}-\sqrt{|a+g|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}}}^{1]-6(h)b-8(g)e^{-2\pi ih\cdot g_{\frac{2\pi}{b}}}}}$

.

てある。
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(1) $g\not\in \mathbb{Z}^{2},$ $h$ =0 とおいて

$Z(I,g,0, \frac{1}{2})=$ $\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2},a\neq 0}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a|}e^{-}b|a|+\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}[\frac{1}{|a+g|}-\frac{1}{\sqrt{|a+g|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}}}}]-b$

(2) $g=0,$ $h\not\in \mathbb{Z}^{2}$ とおいて

$Z(I,0,h, \frac{1}{2})=\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{1}{|a+h|}e^{-}b|a+h|_{+\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}e^{2\pi}}a\neq 0$

th
$.a\{$

$\frac{1}{|a|}-\sqrt{|a|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}}}1$

’

$- \frac{2\pi}{b}$

(3) $g=h=0$ とおいて

$Z(I,0,0,[perp])2= \sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}\frac{1}{|a|}e^{-}b|$

a
$|_{+\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2}}}a \neq 0[\frac{1}{|a|}-\sqrt{|a|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}}}1]-b$ $- \frac{2\pi}{b}$

$= \lim_{barrow 0+}[=$

$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{2},a\neq 0}\frac{1}{|a|}e^{-}b|$

a
$|_{-\frac{2\pi}{b}]}$

同様’。$\text{、}$
$n=3,$ $\mathrm{Y}=\{$

1 0 0
0 1 0
0 0 1,

$=I,$ $b arrow\frac{b^{2}}{4\pi^{2}},$ $s=1$ とす 6 $\text{。}$

$Z(I,g,h,1)=\pi e^{-2}$” $ig$.h
$a+h \neq 0\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{e^{-2\pi ig\cdot a}}{|a+h|}e^{-}b|a+h|$

$+ \frac{b^{2}}{4\pi^{2}}\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{|a+g|^{2}(|a+g|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}})}-\delta(h)b\pi-\delta(g)e^{-2\pi ih\cdot g_{\frac{4\pi^{2}}{b^{2}}}}$

てある。

(4) $g\not\in \mathbb{Z}^{3},$ $h=0$ とおいて

$Z(I,g,0,1)= \pi U(g;b)+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}}\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{1}{|a+g|^{2}(|a+g|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}})}-11$
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$(U(g;b)= \sum_{a\in \mathbb{Z}^{3},a\neq 0}\frac{e^{2\pi ig\cdot a}e^{-b|a|}}{|a|})$

$U(g;b)=b+ \frac{B(g)}{\pi}-\frac{b^{2}}{4\pi^{3}}\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{1}{|a+g|^{2}(|a+g|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}})}$

(5) $g=0,$ $h\not\in \mathbb{Z}^{3}$ とおいて

$V(h;”= \frac{4\pi}{b^{2}}+\frac{A(h)}{\pi}-\frac{b^{2}}{4\pi^{3}}$

$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3},a\neq 0}\frac{e^{2\pi ih\cdot a}}{|a|^{2}(|a|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}})}$

(6) $g=h=0$ とおいて

$Z(I,0,0,1)=\pi$
$\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3},a\neq 0}\frac{1}{|a|}e^{-b|a|}$ ヤー

$a \neq 0\sum_{a\in \mathbb{Z}^{3}}\frac{1}{|a|^{2}(|a|^{2}+\frac{b^{2}}{4\pi^{2}})}$

-泳 $- \frac{4\pi^{2}}{b^{2}}$

これらの一連の公式を含むより一般の公式に関しては、 別の機会に発表する予定で
ある。
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