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1 はじめに

ここで紹介する話題は論文 1が 1 篇あるだけで, すでに古いものである. し

かし, 一度, 東大数理 (!) の小松彦三郎先生のセミナーで話したことがあ
るだけで, きちんとした批判を受ける形での講演機会を得ないまま, 十年経

過してしまった.
扱うべき問題は,

$\mathrm{R}^{n}$ 上の有界可測関数を,「平均値」があるということ (だけ) に

よって分析し, その結果を, $\mathbb{R}^{n}$ 上の有界可測関数の「平均合成

積」理論の展開に Z用せよ

ということである. このような関数としては, 概周期関数が典型である. し

かし, 概周期性を表に出さすに平均値の存在が論じられるような関数の族が
どのようなものになるかを決定することは興味のあることである. 一方, こ

の文脈での 「平均合成積」 に関しては, 関数の対の相性の分析が決め手であ
る. 応用上は, 特に, その任意の元の対に対して「平均合成積」が定義てき
るような有界可測関数族の抽出が重要である. 事実, もともとの関心は, 準
線形保存系 (空間 1 次元多成分系) の一種の漸近解析から発した波の干渉の
把握の一環としてのものであり 2,「平均合成積」 を何らかの関数解析の遂行
が行われるように整備しておくことは望ましいことてあった.
しかし, この意味ての有効さが発揮される段階まで上掲の論文ては展開で

きす, その後も十分に考えを集中する機会がないまま今 $\mathrm{B}$ に至っている. かつ

てのセミナーでは, そういうわからない問題こそ大学院学生に問題提起する
のに最適てはないか, というご意見を小松先生からいただいた. 小生の状況
ては, この手の問題に関心を持つほど学生に余裕がなく, また, 世の習いで
致し方のないことではあるが, 間もなく機会そのものも失われてしまう. 芦
野隆一さんのお誘いに 3便乗する次第ではあるが, 関心を抱かれた方々から爾

1 [10]. $\mathrm{M}\mathrm{R}98\mathrm{k}:42007$

2例えば, [11]. $\mathrm{M}\mathrm{R}98\mathrm{m}:35130$ . 波の干渉が無視てきない場合の扱いは不十分である.
3ささやかでも新たな考察を付け加えようと老骨に鞭打ちつつも !cf. 命題 A.l など.

数理解析研究所講究録 1385巻 2004年 146-158
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後ご解明の点をご教示いただければ幸甚と存する 4.

2 平均値

以下, 特に必要がない限り, $\mathrm{R}$ て扱う ($\mathrm{R}^{m}$ への書き換えは困難ではない)

直線上の非負の可積分関数て積分値が 1 であるものを 「重み関数」 といお
う. 重み関数 $\phi(x)$ と $L>0$ に対し,

$\phi_{L}(x)=\frac{1}{L}\phi(\frac{x}{L})$ , $L>0$ ,

とおく. 直線上の有界可測関数 $f$ (x) に対し,

$\phi L*f(x)$ $= \int_{-\infty}^{+\infty}\phi L(x-y)$ $f(y)dy$

が $Larrow\infty$ のときに, 定数 $\mu$ に ($\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ において) 汎弱収束するとき, す
なわも,

$\lim_{Larrow\infty}\int_{-\infty}^{+\infty}\phi_{L}*f(x)u(x)dx=\mu\int_{-\infty}^{+\infty}u(x)dx$

が任意の $u(x)\in \mathrm{L}^{1}$ (R) に対して成り立っとき, $\mu$ を重み関数 $\phi(x)$ に関す
る \psi 平均値といい, $M_{\phi}(f)$ とかこう. 重み関数 $\phi(x)$ に関する \psi 平均値が
存在するような有界可測関数を \psi 認容的ということにする. 一方, \psi 認容的
な関数 $f$ (x) につ 1)で, さらに, $\phi_{L}*f$ (x) が $M_{\phi}(f)$ に ( $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ にお 1)で)

強収束するならぱ, $f$ (x) は, 強$-\phi-$認容的とよぶことにする.

例 2.1 $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は (適当な定数 $f^{\pm}$ に対し) $\lim_{xarrow\pm\infty}f(x)=f^{\pm}$

を満たすとする. このとき, $f$ (x) は任意の重み関数 $\phi(x)$ に関して E認容的
であって,

$M_{\phi}(f)=f^{+} \int_{-\infty}^{0}\phi(x)dx+f^{-}\int_{0}^{+\infty}\phi(x)dx$

である. このような $f$ (x) が強 $\phi$-認容的てあるための必要十分条件は $f^{+}=f^{-}$

である.

定理 2.1 $f(x)\in \mathrm{L}$“ $(\mathbb{R})$ が, ある重み関数 $\phi(x)$ に関して強 \psi 認容的てあ
るならば, 任意の重み関数 $\psi(x)$ に関しても強 $\psi$-認容的てあって, しかも,

$M_{\phi}(f)=M_{\psi}(f)$

が成り立つ. すなわち, 強認容性においては重み関数への言及は不要てある.

4なお, 飛ffl武幸先生に}$\mathrm{h}$ . $\text{当}$初 $\mathrm{B}\mathrm{a}$らご関心を寄せていただいたが. 先生のご指摘の Paul
L\’evy の著作 ([7]) との関わりは未だ謎てある. また. J.-P. Kahane 先生にもご自身の古い仕
事 ([4]) との関係て興味を持っていただけたようてある.
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したがって, 強認容性は意義が認められる. ここでの問題は, しかし, 強

認容性の適当な十分条件の発見である. 次は, 熱方程式の解

$u(t, x;f)= \frac{1}{2\sqrt{\pi t}}\int_{-}^{+}$j $\exp(-\frac{(x-y)^{2}}{4t})f(y)dy$ , $t>0$ , (1)

の挙動を通して見たものてある.

系 2.1 $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ が強認容的てあるための条件は, 任意の $\epsilon>0$ に対

し, $x$ に依存しない $T_{\epsilon}>0$ が存在して, $t\geq T_{\epsilon}$ ならは

$|$ u(t, $x;f$) $-M(f)|<\epsilon,$ $-\infty<x$ $<+\infty$ ,

が成り立つことてある.

注意 2.1 ただし, $u(t, x;f)$ の「初期値」 $f.(x)$ への収束 ($tarrow 0$ のとき)

は $\mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ の汎弱収束である.

例 22 周期関数は強認容的てある. $f$ (x) が周期 $T>0$ であれば, 平均

値は

$M(f)= \frac{1}{T}\int_{0}^{T}f(x)dx$

である. 概周期関数も強認容的てある 5.

特に, 平均値が 0 てあるような強認容的な関数の族の決定は重要てある.

命題 2.1 $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ が, 任意の有界可測な関数 $b(x)$ に対して $b(x)f(x)$

が強認容的になるようなものてあるための必要十分条件は $|f$ (x)| が強認容的

てあって, しかも, $M(|f|)=0$ を満たすことである.

$N(\mathbb{R})$ によって, $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ であって $|f$ (x)| が強認容的かつ $M(|f|)=0$

てあるようなものの全体を表そう. $N$(R) は, 言わば, 符号成分の寄与によっ

て打ち消しあう形て平均値が消えるのてはなく, 関数値の分布そのものが無
限遠て希薄になるために平均値が消えるような関数の集まりと考えられる.
強認容性の構造の解明には, $N(\mathbb{R})$ の元のわかりやすい特徴づけが望ましい.

定理 2.2 $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ とする. $\epsilon>0,$ $R$ >0 に対し,

$e_{\epsilon,R}(f)=$ { $x\in \mathrm{R};|f(x)|>\epsilon,$ $|$ x $|\leq R$ }

$e_{\epsilon}(f)=\{x\in \mathbb{R};|f(x)|>\epsilon\}=\cup e_{\epsilon,R}(f)R>0$

5概周期関数に関しては [6] を見よ. [2], [1] はもつとも古典的らし $<,$ [2] は未見だが, [1]
はベージを開くだけて迫力を感じる. なお, Bohr の事跡を研究した学位論文もある ([8]). 比
較的新しいのては, [3] があるが, ここての議論とはほとんど関わらない.
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とおく. $f\in N$(R) のための必要十分条件は, 任意の $\epsilon>0$ に対し,

$\lim_{Rarrow+\infty}\frac{||e_{\epsilon,R}(f)||}{R}=0$

が成り立つことである. ただし, $||E||$ は集合 $E$ の測度を表す

例 2.3 関数

$f(x)=\{$
1, $n<x<n+ \frac{1}{n+1}$

0, その他の $x$

$n=1,2,$ $\cdots$

とおく. $f(x)\in N$(R) てあるが, $f(x)\not\in \mathrm{L}^{\mathrm{p}}(\mathrm{R}),$ $1$ \leq p く十 $\infty$ , である.

重み関数 $\phi(x)$ を与えたときの \psi 認容的な関数の全体や, あるいは, 強認

容的な関数の全体というようなものについて, いろいろと考察はしてみたつ
もりてある ([10]) が, しかし, 十分な域には達してはいない. このことが,

実は, 次節に述べる平均合成積の議論の展開が不満足な水準に留まっている
主な理由てあろうと考えられる. 紙数の関係もあり, 強認容的な関数の例を
次に挙けて, 平均値の議論はひとます終える 6.

例 2.4 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}^{2}$ (R) とし,

$h(x)= \int_{-\infty}^{+\infty}|f(x+y)-g(y)|^{2}dy$

とおく
$\mathrm{r}$ このとき, $\mathrm{e}^{-ix}$ \mbox{\boldmath $\xi$} $h$ (x), $\xi\in \mathbb{R}$ , は強認容的であり, 平均値については,

$M(\mathrm{e}^{-ix\xi}h(x))=\{$
$||f||_{2}^{2}+||$ g $||_{2}^{2}$ , $\xi=0$

0, $\xi\neq 0$

が成り立つ. ただし, $||$ $|$ |2 は $\mathrm{L}^{2}$ (R) のノル $\Delta$を表す,

3 平均合成積
$\phi(x)$ を重み関数とする. 有界可測関数の対 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ について,

極限

ェ
$\lim_{arrow+}$

。

$\frac{1}{L}\int_{-\infty}^{+\infty}\phi(\frac{x-z}{L})f(y-z)g(z)dz$ , $-\infty<y<+\infty$ ,

が存在するとき, これを $f$ と $g$ の \psi 平均合成積といい, $f\otimes_{\phi}g$(y) とかこ
う. このような対 $f,$ $g$ は \phi 親密ということにする. 定義式から明らかなよ
うに, この場合, 関数

$\frac{F_{y}(f,g):}{\epsilon\S \mathrm{A}S_{\backslash }\mathrm{R}}.z$

$\mapsto$ $f(y-z)\cdot g(z)$
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は \leftarrow 認容的であって, その $\phi$-平均値が $\phi$-平均合成積に他ならない:

$M_{\phi}(F_{y}(f,g))=f\otimes_{\phi}g(y)$ .

当然, $F_{y}$ (f, $g$ ) $(x)$ が強認容的ならば, 重み関数への言及は不要になる. この

ときは, 対 $f,$ $g$ は強親密であるということにする. さらに,

$\lim$ $\sup|\phi L*Iy(f,g)(x)-f\otimes_{\phi}g(y)|=0$
$Larrow+\infty x,y$

が成り立つときは, 対 $f,$ $g$ は一様親密てあるといおう. 一様親密性は重み関

数に依存しない.

例 3.1 $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ が $g(x)\equiv 1$ と \leftarrow 親密 (一様親密) な対をなすための

必要十分条件は $f$ が \psi 認容的 (強認容的) てあることてある.

命題 3.1 $f,$ $g\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は \psi 親密な対とする. $\phi(x)$ が偶関数であるか,

あるいは, $f,$ $g$ が強親密ならは

$f\otimes_{\phi}g(y)=g\otimes_{\phi}f(y)$

が成り立つ.

例 3.2 $f,$ $g\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は

$\lim$ $f(x)=f^{\pm}$ , 1im $g(x)=g^{\pm}$
x\rightarrow 士科科 x\rightarrow \pm 0科

を満たすとする. このとき, 任意の重み関数 $\phi(x)$ に対し, $f,$ $g$ は \psi 親密て
あっで,

$f \otimes_{\phi}g(y)=f^{-}g^{+}\int_{-\infty}^{0}\phi$(x) $dx+f^{+}g^{-} \int_{0}^{+\infty}\phi$ (x) $dx$

である. したがって, $f\otimes\emptyset g=g\otimes\phi f$ が成り立つための必要十分条件は

$(f^{+}g^{-}-f^{-}g^{+})( \int_{0}^{+\infty}\phi(x)dx-\int_{-\infty}^{0}\phi(x)dx)=0$

てある.

命題 3.2 $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ は強認容的てあり, さらに, 任意の $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$

と強親密てあるとする. このときは, $f(x>)\in N(\mathbb{R})$ てある. 逆に, 任意の

$f(x)\in N$(R) は任意の $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ と一様親密てある. 平均合成積は
$f\otimes g(\psi=0$ である. この意味て, $N(\mathrm{R})$ を零イデアルとよぶことにする.

平均合成積に関しては強親密性だけでは十分な結論が導けないことがある.
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命題 3.3 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は一様親密な対とする. $f$ (x) が重み関数
$\psi(x)$ に関して $\psi$-認容的 (または, 強認容的) であれば, 平均合成積 $f\otimes g(\dot{y})$

は $\psi$-認容的 (強認容的) である. さらに, $g$ (x) が重み関数 $\phi(x)$ に関して $\phi-$

認容的であれば,
$M_{\psi}(f\otimes g)=M_{\psi}(f)M_{\phi}(g)$ (2)

が成り立つ.

系 3.1 $f$ (x), $g$ (x) は一様親密な対とし, $f$ (x) は強認容的とする. $M(f)=0$
であれば $M(f\otimes g)=0$ てある. $M(f)\neq 0$ ならば, $g$ (x) は強認容的てある.

系 3.2 $f$ (x), $g(x)$ は強親密な対とし, $f$ (x) は強認容的とする. このとき,
$f\otimes g$ は任意の重み関数 $\psi$ に関して $\psi$-認容的である. さらに, $g$ が (ある重

み関数 $\phi$ に関して) \phi 認容的であれば, (2) が成り立つ.

例 3.3 $f$ (x), $g$ (x), $fi$ (x), $g_{1}(x)\in \mathrm{L}^{2}$ (R) に対し,

$h(x)= \int_{-\infty}^{+\infty}|f(x+y)-g$ (y)|2 $dy,$ $h_{1}(x)= \int_{-\infty}^{+\infty}|f1(X+y)-g_{1}$ (y)|2 $dy$

とおく. $h$ (x) と $h_{1}$ (x) とは一様親密な対てあって,

$h\otimes h_{1}(y)=(||f||_{2}^{2}+||g||_{2}^{2})$ ( $||f_{1}||_{2}^{2}+||$g1 $||_{2}^{2}$ )

である.

一方, 次のようなことが成り立つ.

命題 3.4 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は, いすれも強認容的とする. $f$ と $g$ が重

み関数 $\phi(x)$ に関して \psi 親密な対ならば, $f\otimes\phi g$ は任意の重み関数 $\psi(x)$ に

関して $\psi$-認容的であって, (2) が成り立つ.

命題 3.5 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}$“ $(\mathbb{R})$ は重み関数 $\phi(x)$ に関しも親密な対とし,
$f$ (x) は強認容的, $g$ (x) は彰認容的とする. このとき, $f\otimes_{\phi}g$ は任意の重み

関数 $\psi(x)$ に関して $\psi$-認容的であって, (2) が成り立つ.

しかし, $f$ と $g$ のいすれもが強認容的てないときは, 重み関数の $\phi$ と $\psi$

が一致しても (2) が成り立たないことがある.

例 3.4 $f$ (x), $g(x)$ を例 3.2 のものとする. 重み関数 $\phi(x)$ について

$\lambda=\int_{0}^{+}$

“

$\phi$(x) $dx$

とおくと,

$M_{\phi}(f)M_{\phi}(g)-M_{\phi}(f\otimes_{\phi}g)=(f^{+}-f^{-})\{(\lambda-1)^{2}g^{+}-\lambda_{\mathit{9}}^{2-}\}$

てある.
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なお, 一方が周期関数の場合は強い主張ができる.

命題 3.6 $f$ (x), $g(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ は \psi 親密な対とする. $f$ (x) が周期 $T>0$

を持ち, $g$ (x) が $\phi$-認容的のとき, $f\otimes_{\phi}g$ (y) も周期 $T>0$ を持つ.

平均合成積と (可積分関数との通常の) 合成積との関係はいろいろな考察

の手掛かりを与える. ただし, 詳細は省略する 7 なお, 平均合成積の位相

的な性質についても調べたが, 散発的な知見に留まっている.
次は, 平均合成積に関する結合法則を述べたものだが, 十全の形ではない.

補題 3.1 $f$ (x), $g(x),$ $h(x)\in \mathrm{L}$“ $(\mathbb{R})$ とする. $f$ (x) と $h$ (x) は強認容的とし,

また, $f$ (x), $g(x)$ およぴ $g$ (x), $h$ (x) は一様親密な対, さらに, $f$ (x), $g\otimes h$ (x),
$f\otimes g$ (x), $h$ (x) は強親密な対をなすとする. このとき,

$f\otimes(g\otimes h)(y)=(f\otimes g)\otimes h(y)$ , $-\infty<y$ く十 $\infty$ ,

が成り立つ.

例 3.5 $f$ (x), $g$ (x) を例 3.2 のものとし, 第三の関数 $h$ (x) $\in \mathrm{L}$“(R) を

$\lim_{xarrow\pm\infty}h(x)=h^{\pm}$ を満たすものとする. $\lambda$ を例 3.5 のものとすると,

$f\otimes_{\phi}(g\otimes_{\phi}h)(y)-(f\otimes_{\phi}g)\otimes_{\phi}f(y)$

$=(f+_{g^{-}-f^{-}g^{+})(h^{+}(1-\lambda)^{2}-h^{-}\lambda^{2})}$

$+$ ($r+$h–g-h$+$ ) (f“-f$-$ ) $\lambda(1-\lambda)$

となる. したがって, 結合法則の成立のためには強認容性は外せない.

4 平均合成積環

さて, 話は前後するが, 強認容的な元からなる $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の部分集合を $\mathrm{L}_{ad}^{\infty}(\mathbb{R})$

とおこう.

命題 4.1 $\mathrm{L}_{ad}^{\infty}$ (R) は, $\mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ の閉部分空間てあって, 平均値 $M$ は $\mathrm{L}_{ad}^{\infty}(\mathrm{R})$

上の有界線形汎関数てある.

例えば, $\mathrm{L}^{1}$ (R) の元との合成積に関する不変性など, $\mathrm{L}_{ad}^{\infty}$ (R) についての
若干の性質の確認は難しくない. しかし, Lp(R) に関して納得の行く特徴づ
けの提示はまだてきてはいないと言わさるを得ない.
さらに, 応用上, 本来の問題は, 平均合成積に関して環をなすような $\mathrm{L}_{ad}^{\infty}(\mathbb{R})$

の極大部分集合の決定てある. しかし, この部分は不十分なままてある. した
がって, 平均合成積環と呼ばれるのにふさわしいものとして, このような極

7一部は \S A に述べてある.
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大な環が一意的に決まるかどうかについても, 結論は得ていない. 関数環を
めくる膨大な研究の累積を参考に, 検討すべきアイデアは多岐にわたり, $\mathrm{g}$

が廻るというのが正直なところかも知れない.
最後に, Fourier 変換との関係についての示唆を考察する.

$e_{\xi}(x)=e^{ix\xi}$ , $\xi\in \mathbb{R}$ , $(3)$

とおく. $\xi,$ $\eta\in \mathbb{R}$ とすると, $e_{\xi}$ と $e_{\eta}$ は一様親密な対てあって,

$e_{\xi}\otimes e_{\eta}=\{$

$e_{\xi}$ , $\xi=\eta$

0, $\xi\neq\eta$

(4)

が成立する.

補題 4.1 $f\in \mathrm{L}$
“

$(\mathbb{R})$ は強認容的であるとする. このとき, 次の条件は同
値てある :
(a) $f$ と $e_{\xi}$ は強親密な対である ;
(b) $f$ と $e\xi$ は一様親密な対である $j$

(c) $e_{-\xi}f$ は強認容的である.
なお, 以上の条件のもとで,

$e_{\xi}\otimes f=M(e_{-\xi}\cdot f)e_{\xi}$

が成り立つ.

系 4.1 一様親密な対をなす $f,$ $g\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$(R) について, $e_{\xi}$ と $f$ およひ $e_{\xi}$

と $g$ も一様親密な対をなすとする. このとき, $f\otimes g$ と $e_{\xi}$ も一様親密な対に
なり,

$M(e_{-\xi}\cdot f\otimes g)=M(e_{-\xi}\cdot f)M(e_{-\xi}\cdot g)$

が成り立つ.

A 付記

直線上の有界可測関数の認容性は, 零イデアル $N(\mathrm{R})$ にょって示唆される
ように, 関数の無限遠での挙動の指標にもなっている 8.
特に, 強認容性は平均値を重み関数のしがらみから解放する. しかし, 重
み関数として

$\phi(x)=\{$
1, $0<x<1$
0, $x<0$ または $x>1$

8ちなみに. $f(x)\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ \Phi 強 B容性は, 関数 $y\mapsto f(x-Ly)$ が L\rightarrow �のとき $x$ に
関して一様に M(力に汎弱収束することと同値てある.
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をとると,

$\phi_{L}*f(x)=\frac{1}{L}\int_{x}^{x+L}f(y)dy$

である. したがって,

$\psi(x)=\{$

1, $1/2<x<1$
-1, $0<x<1/2$
0, $x<0$ または $x>1$

とおくと,
$\psi_{2L}(x)=\phi_{2L}(x)-\phi_{L}(x)$

てあり, しかも,

$\lim||\psi_{2L}*f||_{\infty}=0$
L\rightarrow �

となる. これは, このままては余り意味のある観察てはないが, 強認容性と

ウェーブレットの関係を示唆するところがある.
一方, 補題 4.1 t上 無限遠での振動成分への興味を惹起する. (4) と合わせ

ると, $M(e_{-\xi}\cdot f)$ が $f$ の $e_{\xi}$-成分を表すのではないかと期待されよう. もち

ろん, 背後には, はなはだ怪しい, あるいは虫のよい, 目論見ではあるが,

$f(x)=\sim-\infty+\infty e^{ix\xi}d\nu_{f}(\xi)$ (5)

と表されるのてあれば,

$f \otimes g(y)=\int_{-\infty}^{+\infty}M(e_{-\xi}\cdot g)e^{iy\xi}d\nu_{f}(\xi)$ (6)

となるのではないかということがある. ただ, 以下の考察ても想像されるよ

うに, この方向だけでは概周期性の議論との差別化が難しいかも知れない.

問題 A.l すべての $\xi\in \mathbb{R}$ に対して, $e_{-\xi}|f$ が認容的てあるような関数
$f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の全体を $Q(\mathbb{R})$ とする 9. $Q(\mathbb{R})$ を決定せよ. また, $Q(\mathrm{R})$ は平均

合成積に関して閉じているか ?

$f\in Q(\mathbb{R})$ に対し, その平均スペクトルを

$\sigma^{\mu}(f)=\{\xi\in \mathrm{R};M(e_{-\xi}\cdot f)\neq 0\}$

9 [4] 同様, 古い文献て恐縮だが, [5] で Kahane は同種の条件を Ryll-Nardzewski の概周期
性とよんており, Besicovitch の書物 [1] を J用している. ただし, 恐らく記号や論述のためてあ
ろうが, [1] の該当箇所は見当がつかない. いすれにせよ, 概周期性との関係を論する上て, [10]
には調査不足と言われても仕方がない部分が確かにあるようてある. なお, Web ての検索ては,
この半世紀近い空隙を埋めるのはなかなか難しい. 他方, Studia Mathematica 21 巻を借り出
して眺めているうちに [9] を見つけた. 重み関数を利用しての.rMarcinkiewicz(-Besi\infty vitch)
空間 $\mathrm{J}$ の類比は直ちに思い浮かぶ. この方向の話題は今どうなっているの力$\backslash$ , ここにも半世紀の
重みがあるが, この遭遇自体は, Web だけては得にくいものである. なお, 関連するデータは
数学だけでなく, 広く情報関係, それも物理系, 工学系から医学系に至るまての本当に広大な分
野にわたっているようて, 昨今の大学図書館の再編に対して一般的に数学系が示している反応や
姿勢が, 数学研究者にとっても望ましいとは言えないのてはないか, という感に囚われる.
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で定める 10. $f\in N$(R) ならば明らかに $\sigma^{\mu}(f)=\emptyset$ である. また, $\sigma^{\mu}(e_{\xi})=\{\xi\}$

も明らかであろう.

命題 A.l $f\in Q$(R) とする. $\sigma^{\mu}(f)$ はたかだか可算集合である.

$\sigma^{\mu}(f)$ が零集合てあることは見やすい. 実際, $M$ の線形性と有界性とから,
任意の急減少な $v(\xi)\in S$(R) に対し,

$\int_{-\infty}^{+\infty}M(e_{-\xi}\cdot f)v(\xi)d\xi=M(\int_{-\infty}^{+\infty}e^{-:\xi x}v(\xi)d\xi\cdot f)=M(\hat{v}\cdot f)$

となる. ところが, $\hat{v}\cdot f\in N$(R) だから, 最右辺の平均値は 0 である. した

がって, ほとんど到るところで $M(e_{-\xi}\cdot f)=0$ てある. $\sigma^{\mu}(f)$ が可算集合に
なることは, 定理 2.1 により重み関数の選択が自由になるので, Kahane の
論文 [4] に従って示すことができる. すなわち, $f\in Q(f)$ ならは

$\sigma^{\mu}(f)=\cup n=1\infty\{\xi;|$ M$(e_{-\xi} \{f)|>\frac{1}{n}\}$

右辺の合併集合の成分集合のおのおのが自己稠密な部分集合を含まない可算
集合になるのである.

注意 A.l $\sigma^{\mu}(f)=\emptyset$ となるような $f\in Q(\mathbb{R})$ の全体を $Q_{0}$ (R) とおく.
$N(\mathbb{R})\subset Q_{0}(\mathbb{R})$ は明らかであるが, それ以上のことがわからない 11.

系 A.l $f,$ $g\in Q(\mathbb{R})$ が一様親密であれは

$\sigma’(f\otimes g)$ $\subset\sigma^{\mu}(f)\cap\sigma^{\mu}$ (g)

となる 12. 特に, $f\in Q_{0}$ (R) ならば, $f\otimes g\in Q_{0}(\mathbb{R})$ である.

一方, 一般に $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ に対し, $g\in \mathrm{L}^{1}(\mathbb{R}),$ $||g||_{1}\leq 1$ , との合成積 $f*g$

の汎弱閉包を $W^{*}(f)$ とかき, $f$ の汎弱平行移動凸包とよぼう.

補題 A.l $f\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$(R) ならば $M(f)\in W^{*}(f)$ が成り立つ. また, $f\in Q(\mathbb{R})$

ならぱ $M(e_{-\xi}\cdot f)e\xi\in W^{*}(f)$ が成立する.

前半は平均値の定義から明らかてある (実は, $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ で強収束している)

後半は $W^{*}(e_{-\xi}\cdot f)=e_{-\xi}W$\sim f), $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ , から見やすいてあろう.
さて, $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$ に対し,

$\underline{c\xi e\langle\in W^{*}(}f)$ , ただし, 定数 $c_{\xi}\neq 0$ ,
10[4] に示唆され, [10] の定義を改めた. 命題 A.l を見よ.
llQo(R) は [4] の $R\mathit{0}$ という関数集合と $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ との共通部分に一致する. したがって, [4]
に若干の考察があり, 特に, Th\’eor\‘eme 2 は実質的に $Q_{0}(\mathrm{R})$ を特徴つけているとも言える. し
かし, 平均合成積の計算などの示唆はそこから相当踏み込んでみないと得られないようてある.

12 [10] 所収の Proposition 6.1 の文言は正確てはない.
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が成立するような $\xi\in \mathbb{R}$ の全体を $f$ の汎弱スペクトルといい, $\sigma^{*}(f)$ とかこ

う. 汎弱スペクトルは古典的であり 13, 素性は把握しやすい.

系 A.2 $f\in Q$(R) ならば, $\sigma^{\mu}(f)\subset\sigma^{*}(f)$ が成り立つ.

補題 A.2 $g\in \mathrm{L}^{1}$ (R) とする. $f\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$(R) に対し, 合成積 $f*g\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}(\mathbb{R})$

であって,

$M(f*g)=M(f) \int_{-\infty}^{+\infty}g(y)dy$

てある. また, $e_{-\xi}\cdot f\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$ (R) ならば, $e_{-\xi}\cdot(f*g)\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$ (R) てあって,

$M(e_{-\xi}\cdot(f*g))=\hat{g}(\xi)M(e_{-\xi} f)$

であや. ただし, $\hat{g}(\xi)=\int e^{-ix\xi}g$(x) $dx$ とする.

この結果, $c_{\xi}e_{-\xi}=f*g,$ $g\in \mathrm{L}^{1}$ (R) と表せるならば, $c_{\xi}=\hat{g}(\xi)M(e_{-\xi}\cdot f)$

となることがわかる. だから, 平均値 $M$ が $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の汎弱位相て連続であ

るならば, $\sigma^{*}(f)\subset\sigma^{\mu}(f)$ が成り立ち, したがって, $\sigma^{*}(f)=\sigma^{\mu}(f)$ が言え

るはすである. ところが, 一般に $f\mapsto M$ (f) は $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の汎弱位相ては連続

ではない.

例 A.l $n=1,$
$,$

$2$ , $\cdot$ . . : に対し,

$c_{n}(x)=\{$
1, $|x|<n$ ,
0, $|x|\geq n$

とおく. 果 (x) $\in N$(R) てあり, 特に, $M(c_{n})=0$ である. $c_{n}$ (x) は $c(x)\equiv 1$

に汎弱収束する. しかし, $kI(c)=1 \neq 0=\lim M(c_{n})$ である.

そこて, $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ が一様連続 $(\in \mathrm{C}_{unif}(\mathbb{R}))$ てある場合に限って, $f$ の

平行移動凸包, すなわち, 合成積 $f*g,$ $g\in \mathrm{L}^{1}(\mathbb{R}),$ $||g||_{1}\leq 1$ , の $\mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の

強位相ての閉包 $W$(f) を考察しよう 14. この場合, $W(f)\subset W^{*}(f)$ は明らか

である. また, 周知のように, $f$ が概周期的てあることと $W$(f) が $\mathrm{L}^{\infty}(\mathrm{R})$

で全有界 (したがって, コンパクト) てあることとは同値てある.

系 A.3 $f\in Q(\mathbb{R})\cap \mathrm{C}_{unif}(\mathrm{R})$ ならば $M(e_{-\xi}\cdot f)e_{\xi}\in W$(f) てある.

13 [6] p.170. ただし, $\sigma_{w}*$ とかかれて $\mathrm{A}$ )る. $f\in t^{\infty}(\mathrm{R})$ の汎弱スベクトノレ $\sigma^{*}(f)$ は $f$ の

Fourier 像 $\hat{f}$ (pseudO-measure) の台 $\Sigma(\hat{f})$ と一致する (Theorem 6.1, p.170)
14[6], p.157. ただし, もともとの W(力の定義は $f$ の平行移動の凸結合の全体, $\sum b_{j}f(\cdot-$

合成積経
$fb_{j,fi}$ 1\emptyset \leq #現\emptyset \epsilon \emptyset L--\infty 致 laJf\Delta \hslash l-\sim s--A様連続$\text{てあってて}rs\mathrm{F}\mathrm{e}\dot{\text{れ}}$

ば成
$\text{の}o$

–
$I^{}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$.な$\mathfrak{M}\mathrm{A}_{1}$.

}
$\mathrm{h}\mathrm{a}$

論の
$\mathrm{g}\text{れな}\mathrm{A}_{1}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{R}\text{を}\mathrm{Z}^{\cdot}$

け
$\mathrm{L}\hslash\backslash .\text{し}\acute{\text{る}}\mathrm{f}\acute{\text{め}}$

には, 概念を分けて論するべきてあるが, 現段階ては煩雑に過きよう. 他方, $f$ の平行移動の凸
結合の全体の汎弱位相による閉包と $W^{*}(f)$ が一致する.
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一般に, $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ に対し,

$\sigma(f)=\{\xi\in \mathbb{R}, ce_{\xi_{-}}\in W(f),\cdot c\neq 0\}$

を $f$ のノノレムースペクト)$\triangleright^{15}$ と $\triangleright$ ) ウ. 明らかに, $\sigma(f)\subset\sigma^{*}(f)$ てある. ま

た, 定義から明らかなように,

命題 A2 $f\in \mathrm{L}_{ad}^{\infty}$ (R) とする. このとき,

$M(f)=0$ $\Leftrightarrow$ $0\not\in W(f.\cdot$

が成り立つ.

系 A.4 $f\in Q(\mathbb{R})\cap \mathrm{C}_{unif}(\mathbb{R})$ ならば, $\sigma^{\mu}(f)=\sigma(f)$ てある.

例 A.2 例 2.4 の $h$ (x) は $Q(\mathrm{R})\cap \mathrm{C}_{unif}(\mathrm{R})$ の元てあり, $\sigma^{\mu}(h)=\sigma(h)=$

$\{0\}$ を満たす,

なお, $g\in \mathrm{L}^{1}$ (R) と $f\in \mathrm{L}^{\infty}(\mathbb{R})$ の合成積については常に $f*g\in \mathrm{C}_{unif}(\mathrm{R})$

であり, したがって, $g$ の積分が消えなければ, $\sigma^{\mu}(f)=\sigma(g*f)=W(g*f)$

が成り立つ.
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