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Ehud Hrushovski は genericな構成法を用いて

(a) $([3],1988\mathrm{t})$ $\omega$-categorical, strictly stable, non locally modul$\mathrm{a}\mathrm{r}$
$;X$

graph ;

(b) $([4],1997\not\in)$ $\omega$-categorical, simple $\mathrm{S}\mathrm{U}=1$ , non locally modular $fX$

hypergraph ,

を作った. (a) は $\mathrm{r}_{\omega}$-categoricalで stableな理論は $\omega$-stable になる」 とい
う Lachlan予想の反例になっている. (b) は $\mathrm{r}_{\ell v}$-categorical で rank$=1$ なら
ば locally modularになる」 という Cherlin-Zilberの結果が simple theory
の場合には成り立たないことを示している.

(a) と (b) はそれそれ, 言語が二項関係と三項関係の違いがあるが, 共
に genericな構成法で作られている. しかし, 厳密には多少の違いがあっ
て, ここでは (a) の構成法を $(\delta, \leq)$-generic, (b) の構成法を $(\delta, <)$-generic,
と呼んでいる.
ここでは主に $(\delta, <)$-generic graph を扱1, さらには, どのような条件

下で simpleになるかを調べた. そして最後に, $\omega$-categorical, simple, non
locally modularなグラフの例を紹介する. なお, generic構造の一般的な
議論に関して [1,2,7,8] を参考にした.

1 $(K)<)$-generic $r_{\grave{\mathrm{a}}}p^{\mathrm{s}}$ラフ

$R(*, *)$ を非反射的かつ対称的な二項関係とする. 特に断らないかぎり,
$A,$ $B,C,$ $\cdots$ は $R$-構造, つまり, グラフを表すものとする. また, $\overline{a},$

$\overline{b},$

$c$-, ’..

は有限グラフを表すものとする.
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定義 1J $\alpha$ を正の実数とする. このとき有限グラフのクラスから実数へ
の関数 $\delta(*)$ を次のように定義する :
(i) $\delta_{\alpha}(\overline{a})=\alpha|\overline{a}|-|R^{\overline{a}}|$

更に略記法として,

(ii) $\delta_{\alpha}(\overline{a}/\overline{b})=\delta_{\alpha}(\overline{a}\overline{b})-\delta_{\alpha}(\overline{b})$.

注意 L2 $\overline{a},$
$b$-, $\overline{c}$が $\overline{a}$ 口ご $=\emptyset,\overline{b}\subset$ ごをみたすとき, $\delta_{\alpha}(\overline{a}/\overline{b})\geq\delta_{\alpha}(\overline{a}/\overline{c})$ .

証明 : $|R^{\overline{a}\cup\overline{c}}-R^{\overline{c}}|\leq|R^{\overline{a}\cup\overline{b}}-R^{\overline{b}}|$ よりあきらか.

定義 L3 $\overline{a}\subset\overline{b}$ とする. このとき, $\overline{a}$ が $\overline{b}$ で閉とは, 任意の空でない真部
分集合 $\overline{x}\subset\overline{b}-\overline{a}$に対して $\delta_{\alpha}(\overline{x}/\overline{a})>0$ となることである. 記号で $\overline{a}<_{\alpha}\overline{b}$

と書ぐ $\alpha$が自明なときは省略する場合もある.

注意 1.4(i) $\overline{a}<\overline{b}$ ならば, 任意の $\overline{x}$ に対して $\overline{x}$ ロ $\overline{a}<\overline{x}$ ロ $\overline{b}$ .
(ii) $\overline{a},\overline{b}<\overline{c}$ ならば $\overline{a}\cap\overline{b}$ く $\overline{c}$.

証 $\text{明}$

. :(i) $\overline{y}\subset\overline{x}\cap\overline{b}-\overline{x}$ロ $\overline{a}$を勝手にとる. このとき注意 1.2 より $\delta_{\alpha}(\overline{y}/\overline{x}\cap$

$\overline{a})\geq\delta_{\alpha}(\overline{y}/\overline{a})>0$.
(ii)(i) より $\overline{a}\cap\overline{b}<\overline{b}$ であるので, $\overline{b}<$ �より $\overline{a}\cap\overline{b}$ く�.

定義 L5 (i) $K_{\alpha}=$ { $\overline{b}$ : 任意の a-\subset -bに対して\mbox{\boldmath $\delta$}\mbox{\boldmath $\alpha$}(a-) $>0$}.
正の実数に対して,

(ii) 自然数から実数への関数 $f_{r}$ を $f_{r}(x)=\log(x)+1$ ;
(iii) $H_{r}=$ { $(x,$ $y)$ : $y\geq f_{r}($x)};
(iv) $K_{\alpha,r}=$ { $\overline{b}\in K_{\alpha}$ : 任意の $\overline{a}\subset\overline{b}$に対して $(|\overline{a}|,$ $\delta_{\alpha}(\overline{a}))\in H_{r}$ }.

注意 L6 あきらかに, $K_{\alpha},$ $K$
\mbox{\boldmath $\alpha$},r は部分クラスに関して閉じている.

定義 L7 $\overline{a}\subset\overline{b}$ 口 $\overline{c}$をみたすとする. このとき $\overline{b}$ と $\overline{c}$が $\overline{a}$上自由 (ffee) で
あるとは, $\overline{a}=\overline{b}$ 口 $\overline{c}$かつ $R^{\overline{b}}\cup R^{\overline{\mathrm{c}}}=R^{\overline{b}\cup \mathrm{e}}$をみたすことてある.

定義 L8 $K$ を部分グラフに関して閉じている K。の部分クラスとする.
(i) $(K, <)$ が融合性 (Amalgamation property) をもつとは, $\overline{a}<\overline{b}\in$

$K,\overline{a}$ く $\overline{c}\in K$ に対して, 次の条件をみたす $\overline{b}’,$ $d$ ,d-が存在することである :



(1) $\overline{b}’\cong_{\overline{a}}\overline{b},$
$?\cong_{\overline{a}}\overline{c}_{)}$

.
(2) $\overline{b}’,$ $\partial<\overline{d}\in K$ .

(ii) (i) において, $\overline{b}’$ と $\overline{a}’$ が $\overline{a}$上自由て $\overline{d}=\overline{b}’\overline{a}’$ となる d-がとれるときに,
$(K, <)$ は自由融合性をもっという.

補題 L9 $\alpha$ が整数, $r\geq 2\Rightarrow$ $(K_{\alpha,r}, <)$ は自由融合性をもつ.

証明 : $\overline{a}<\overline{b}\in K_{\alpha,r},\overline{a}<.\overline{c}$ $\in K_{\alpha,r}$ を満たす $\overline{a},$
$b$-, $\overline{c}$を勝手にとる. このと

き $\overline{b}$ と $\overline{c}$は $\overline{a}$上自由であると仮定して構わない. $\overline{d}=\overline{b}\cup\overline{c}$とする.
主張 1: $\overline{b}$ , ごく $\overline{d}$.
証明 : 空でない真部分集合 $\overline{x}\subset\overline{d}-\overline{b}$ に対して, $\delta(\overline{x}/\overline{b})=\delta(\overline{x}/\overline{a})>0$であ
るので $\overline{b}<\overline{d}$. ごく $\overline{d}$に関しても同様.
主張 2: $\overline{d}\in K_{\alpha,r}$

証明 : $\overline{x}\subset\overline{d}$を勝手にとる. $|\overline{x}$ 口 $\overline{c}|\leq|\overline{x}$ ロ $\overline{b}|$ として一般性を失わない.
ここで, $\overline{b}\in K_{\alpha,r}$ より $\delta(\overline{x}\cap\overline{b})>\log(|\overline{x}\cap\overline{b}|)+1$. さらに主張 1 より

$\delta(\overline{x})>\delta$ ( $\overline{x}$ ロ $\overline{b}$ ) がなりたつことに注意する. このとき, $|\overline{x}|\leq 2|\overline{x}\cap\overline{b}|\leq$

$r|\overline{x}\cap\overline{b}|\leq r\cdot",{}_{7}\mathrm{C}\overline{x}\cap\overline{b})-1$ $=r^{\delta_{\alpha}(\overline{x}\cap\overline{b})}\leq r^{\delta_{\alpha}(\overline{x})-1}$ . よって $\delta_{\alpha}(\overline{x})>\log(|\overline{x}|)$ てあ

るので, $\overline{x}\in K_{\alpha,r}$ .

定義 L1O $M$を無限グラフ, $\overline{a}\in M$ とする. このとき $\overline{a}$ が $M$ で閉 (記

号: $\overline{a}<M$ )であるとは, 任意の $\overline{x}\in M$に対して $\overline{a}<\overline{a}\cup\overline{x}$が成り立つこ
とである.

定義Lll $K$ を部分グラフに関して閉じている K。の部分クラスとする.
このとき, 可算グラフ $M$ が $(K, <)$-genericであるとは,
(i) $\overline{a}\in M$ ならば $\overline{a}\in K$ ;
(ii) $\overline{a}<\overline{b}\in K,\overline{a}<M$のとき, $\overline{b}$ の $\overline{a}$上のコピー $\overline{b}’$が存在して $\overline{b}’<M.$

補題 L12 $M$を有限部分グラフがすべて $K_{\alpha,r}$ の元になっているような無
限グラフとする. このとき $M$は有限閉包をもつ. すなわち, 任意の $\overline{a}\in M$

に対して, $\overline{a}\subset\overline{b}<M$ をみたす有限な $\overline{b}$て最小のものが存在する. (この $\overline{b}$

を $\overline{a}$の $M$における閉包といい, $\mathrm{c}1_{M}(\overline{a})$ と書く. $M$が自明な場合は省略す
る場合がある.)

証明 : $\overline{a}\in M$ を勝手にとる. $f_{r}$ が単調増加てあることより, $\overline{a}\subset\overline{b}<M$

をみたす有限な $\overline{b}$ が存在する . $\overline{b}_{0},$ $b$-1 をそれそれそのようなもので極小な
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ものとする. このとき注意 1.4(ii) より $\overline{b}_{0}\cap\overline{b}_{1}<M$が成り立つ. よって極
小性より $\overline{b}_{0}=\overline{b}_{1}$ となるので, 最小な $\overline{b}$が存在する.

補題 L13 $K\subset K_{\alpha,r}$ が融合性をもつならば, $(K, <)$-generic な $M$が一意
的に存在する.

証明 : 融合性より generic グラフの存在はほぽ明らか. 一意性に関して
は次の通り : $M,$ $N$ を generic グラフ, $\overline{a}<M,$ $\overline{b}<N,\overline{a}\cong\overline{b}$ とする. あら
かじめ並べておいた $M$の元達の中で $\overline{a}$ をのそいて一番小さい元 $a$をとっ

てくる. このとき $a\overline{a}$の閉包を $\overline{a}_{1}$ とすると, $N$が generic グラフであるこ
とより, $\overline{a}_{1}$ のコピー $\overline{b}_{1}$ が $N$の中にとれる. 往復論法でこの操作を繰り返
すと $M\cong N$ .

注意 L14 補題 1.13 の $(K, <)$-generic オ $M$は $\omega$-categorical.

証明 : $N$ を $N\equiv M$をみたす可算モデルとする. $f_{r}$ が単調増加関数であ
ることより, generic という性質が第一階の論理式たちて表現できる. よっ
て $N$は generic となるのて, 往復論法より $N\cong M$ .

以上のことより, 次の命題が得られる.

命題 L15 $\alpha$が整数, $r\geq 2$ ならば, $(K_{\alpha,r}, <)$-genericなグラフが一意的
に存在し, その理論は $\omega$-categoricalになる.

例 L16 (Hrushovskiの unstable genericなグラフ) $r=e,$ $\alpha$ =2 と

する. このとき命題 1.15 より, $(K, <)$-genericなグラフ $M$が存在して, そ

の理論は $\omega$-categorical となる.
主張 1: 任意の $a\in M$に対して $R(a, b)$ をみたす $b\in M$が無限個存在す
る.

証明 : $(4,3)\in H_{f}$なので.
主張2: 異なる $a,$ $b\in M$に対して $R(a, c)\wedge R(b, c)$ をみたす $c\in M$は高々

1 個てある.
証明 : $(8,4)\not\in H_{r}$なので.
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よって, $M$の元 $a,$ $b$ に対して $a\epsilon b\Leftrightarrow R$(a, $b$) と定義すると, $(M, M, \epsilon)$

は擬平面になる. よって Th(M) は non-locally modular となる. さらに
Th(M) は unsimpleであることもわかる (はすである)

2 独立関係と simplicity
仮定 $\alpha$ を整数, $K\subset K_{\alpha,r}$ は自由融合性をもっとする. $M$ を $(K, <)-$

genericなグラフとして固定する.

注意 2.1 $\overline{a}<\overline{b}_{1},\overline{b}_{2}<M$かつ $\overline{b}_{1}\cong_{\overline{a}}b$-2 ならば $\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{1}/\overline{a})=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{2}/\overline{a})$ .

定義 2.2 有限グラフのクラスから実数への関数 $d_{M}$ (*) を次のように定義
する :
(i) $d_{M}(\overline{a})=\delta(\mathrm{c}1_{M}(\overline{a}))$ ;
$M$が自明なときは省略する場合もある. また, 略記法として
(ii) $d_{M}(\overline{a}/\overline{b})=d_{M}(\overline{a}\cup\overline{b})-d_{M}(\overline{b})$ .
(iii) $B$が無限のとき, $d( \overline{a}/B)=\inf\{d(\overline{a}/\overline{b}):\overline{b}\in B\}$ .

注意 2.3 $A\subset B$ ならば $d(\overline{a}/A)\geq d(\overline{a}/B)$ .

証明 : $A,$ $B$が有限である場合を証明すれば十分. $A^{*}=\mathrm{c}1(\overline{a}A)\cap \mathrm{c}1(B)$

とおくと $\mathrm{c}1(A)<A^{*}$ . 注意 1.2 より, $d(\overline{a}/A)=\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}A))-\delta(\mathrm{c}1(A))\geq$

$\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}A))-\delta(A^{*})=\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}A)-A^{*}/A^{*})\geq\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}A)-A^{*}/\mathrm{c}1(B))=\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}A)\mathrm{c}1(B))-$

$\delta(\mathrm{c}1(B))\geq d(a/B)$ .

定義 2.4 $\overline{a},\overline{b}\in M,$ $C$ \subset M とする.
(i) $\overline{a}$ と $\overline{b}$ が $C$上独立 (記号 : $\overline{a}\downarrow_{C}b$-) とは, $d(\overline{a}/C\overline{b})=d(\overline{a}/C)$ をみたす
ことである.
(ii) 任意の $\overline{a}\in A$ と $\overline{b}\in B$ に対して, $\overline{a}\downarrow_{C}b$-のとき, $A\downarrow_{C}B$ と書く.

補題 2.5 $\overline{a}<\overline{b},\overline{c}<M$ とする. このとき $\overline{b}\downarrow_{\overline{a}}c$-ならば,
(i) $\overline{b}$ 口 $\overline{c}=\overline{a}$ ;
(ii) $\overline{b}$ と $\overline{c}$は $\overline{a}$上自由 ;
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証明 : $\overline{a}^{*}=\overline{b}$ 口 $\overline{c}$ とおく. 注意より, $d(\overline{b}/\overline{a})=\delta(\overline{b}/\overline{a})=\delta(\overline{b})-\delta(\overline{a})\geq$

$\delta(\overline{b})-\delta(\overline{a}^{*})=\delta(\overline{b}-\overline{a}^{*}/\overline{a}^{*})=\delta(\overline{b}-\overline{a}^{*}/\overline{c})=\delta(\overline{b}/\overline{c})\geq d(\overline{b}/\overline{c})$ . 仮定より
$d(\overline{b}/\overline{a})=d(\overline{b}/\overline{c})$であるので, $\delta(\overline{a}^{*})=\delta(\overline{a}).\overline{a}<M$ であるので, $\overline{a}^{*}=\overline{a}$ よ

り (i) が成り立つ. さらに, $\delta(\overline{b}/\overline{a})=\delta(\overline{b}/\overline{c})$であるので, (ii) も成り立つ.

注意 2.6 上の補題において, $\overline{b}\overline{c}<M$ が成り立つとはかぎらないが, $d(\overline{a}\overline{b})=$

$\delta(\overline{a}\overline{b})$ は成り立つ.

補題 2.7 関係 $”*\downarrow**$
” は以下をみたす :

(i)(対称性) $\overline{a}\downarrow_{A}b$

-

ならば $\overline{b}\downarrow_{A}\overline{a}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(ii) (推移性) $\overline{a}\downarrow_{A}BC\Leftrightarrow\overline{a}\downarrow_{A}B$ かつ $\overline{a}\downarrow AB$ $C$ ;
(iii) (存在) $\overline{a}’\downarrow A$ $B$ をみたす $\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{a}/A)$ の解 $\overline{a}’$ が存在する ;
(iv) (局所性) $\overline{a}\downarrow A_{0}A$ をみたす可算な $A_{0}\subset A$が存在する ;
(v)(有限性) $\overline{a}\downarrow A$ B\Leftrightarrow 任意の b- $\in B$ に対して $\overline{a}\downarrow A$

$\overline{b}$ .

証明 :(i) $d(\overline{b}/A\overline{a})=d(\overline{b}/A)$ を示す- そうでないとすると, ある $\overline{x}\in A$

が存在して $d(\overline{b}/\overline{x}\overline{a})<d(\overline{b}/A)$ . $\epsilon=d(\overline{b}/A)-d(\overline{b}/\overline{x}\overline{a})$ とおぐ 仮定より
$d(\overline{a}/A\overline{b})=d(\overline{a}/A)$ であるので, $d(\overline{a}/\overline{y})-d(\overline{a}/\overline{y}\overline{b})<\epsilon$ となる $\overline{y}\in A$が存
在する. $\overline{y}\supset\overline{x}$ が成り立っているとして構わない. このとき, $d(\overline{b}/A)=$

$d(\overline{b}/\overline{x}\overline{a})+\epsilon\geq d(\overline{b}/\overline{y}\overline{a})+\epsilon=d(\overline{b}/\overline{y})+d(\overline{a}/\overline{y}\overline{b})-d(\overline{a}/\overline{y})+\epsilon>d(\overline{b}/\overline{y})$. $$
-

れは矛盾.
(ii) 明らか.
(iii) コンパクト性より, $A,$ $B$ が有限のときに示せれば十分. $\cdot X$ として,
$X\cong_{\mathrm{c}1(A)}\mathrm{c}1(\overline{a}A)$ かつ, $\mathrm{c}1(A)$ 上 $X$ と $\mathrm{c}1(AB)$ が自由なものをとる. 自由融
合性より $X\mathrm{c}1(ab)\in K$が成り立つ. よって $M$の genericity より, $(X<$

$)X\mathrm{c}1(AB)<M$が成り立っているとして構わない. $X$ の中で $\overline{a}$に対応す
るものを $\overline{a}’$ とする. 注意より $\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{a}/A)=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{a}’/A)$ . さらに, $d(\overline{a}’/AB)=$

$\delta(\mathrm{c}1(\overline{a}’AB))-\delta(\mathrm{c}1(AB))=\delta(X\mathrm{c}1(AB))-\delta(\mathrm{c}1(AB))=\delta(X/\mathrm{c}1(AB))=$

$\delta(X/\mathrm{c}1(A))=d(\overline{a}’/A)$ てあるのて $\overline{a}’\downarrow A$ $B$ .
(iv) $d( \overline{a}/A)=\inf_{\overline{b}\in A}d(\overline{a}/\overline{b})$ であるのて, ある可算近似列を $(\overline{b}_{i})$: とする.
このとき $B=\cup\overline{b}_{i}$ とすれば, $d(\overline{a}/B)=d(\overline{a}/A)$ . よって $\overline{a}\downarrow_{A}B$ .
(v) ほぼ明らか.

定義 2.8 以下の条件をみたすとき, 関係 $”*1**$ ” は Independence
Theorem をもつという : 任意の $\overline{c}<\overline{a}_{1},$ $a$-2, $\overline{b}_{)_{\rangle}}\overline{b}_{2}<M$ に対して,

$\circ\overline{a}_{1}\downarrow_{\overline{\mathrm{c}}}\overline{a}_{2},\overline{b}_{1}\downarrow_{\overline{\mathrm{c}}}\overline{a}_{1},\overline{b}_{2}\downarrow_{\overline{\mathrm{c}}}\overline{a}_{1;}$
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. $\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{1}/\overline{c})=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{2}/\overline{c})$

をみたすならぱ,
$\mathrm{D}\overline{b}\downarrow_{\overline{c}}\overline{a}_{1}\overline{a}_{2;}$

$(|\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}/\overline{a}_{1})=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{1}/\overline{a}_{1}),\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}/\overline{a}_{2})=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{2}/\overline{a}_{2})$.
をみたす $\overline{b}$ が存在する.

補題 2.9 $r\geq 3\Rightarrow$ Independence Theoremがなりたつ.

証明 : 簡単のため, $\overline{c}=\emptyset$ とする. $A=\mathrm{c}1(\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})$ とする. 仮定より $\overline{a}_{1}$ と
$\overline{b}_{1},$

$a$-2 と $\overline{b}_{2},$

$a$-1 と $\overline{a}_{2}$ , はそれそれ自由であるので, $\overline{b}$ を. $\overline{b}\cong_{\overline{a}_{i}}\overline{b}_{i;}$

$\mathrm{o}\overline{b}$ と $\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}$ は自由,
となるように取ることができる. さらに $B_{1},$ $B_{2}$ を

$\mathfrak{l}1$ Bi� $i\overline{b}$
$\cong \mathrm{c}1(\overline{a}_{i}\overline{b}_{i})\overline{a}_{i}\overline{b}_{i}$

となるようにとる. $D=B_{1}B_{2}A$ とする. このとき, $\delta(D/A)=\delta(D-$

$A),$ $\delta(D/B_{i})=\delta(D$ -B�が成り立っているとして構わない. よって
主張 1: $A,$ $B_{1},$ $B_{2}<D$ .
主張 2: $D\in K$ .
証明 : $X\subset D$ を勝手にとる. $X_{0}=X\cap A,$ $X_{1}=X\cap B_{1},$ $X_{2}=X\cap B_{2}$ とす
る. ここで $\delta(X_{i})$ の値が一番大きいものを $X_{n}$ とする. 主張 1 より $X_{n}<X$

であるので, $\delta(X_{n})\leq\delta(X)-1$が成り立っ. よって $r\geq 3$ より, $|X|\leq$

暇 0 $|+|X_{1}|+|X_{2}|\leq r^{\delta(X_{0})-1}+r^{\delta(X_{1})-1}+r^{\delta(X_{2})-1}\leq 3\prime r^{\delta(x_{n})-1}\leq\sqrt{}^{(X_{n})}\leq$

$r^{\delta(X)-1}$ が成り立つ.
主張 1,2 より, $D<M$であると思って構わない.

主張 3 : $\overline{b}\downarrow\overline{a}_{1}\overline{a}_{2}$ .
証明 : $d(\overline{b}/\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})=\delta(D/A)=\delta(D-A/A)=\delta(D-A)\geq\delta(\overline{b})=d(\overline{b})$.
よって $d(\overline{b}/\overline{a}_{1}\overline{a}_{2})=d(\overline{b})$ .
主張 4 : $\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}/\overline{a}_{i})=\mathrm{t}\mathrm{p}(\overline{b}_{i}/\overline{a}_{i})$ .
証明 : $B_{i}\cong_{\overline{a}_{i}}\mathrm{c}1(\overline{a}_{i}\overline{b}_{i})$ かつ $B_{i}<M$ より.

注意 2.10 関係 $”*\downarrow_{*}*$
” が Independence Theoremをみたすとき,. $”*\downarrow_{*}*$

” は forking independence ;. Th(M) は simple,
になることが知られている.
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以上のことより次が得られる.

命題 2.11 $\alpha$が整数, $r\geq 3$ならば, $(K_{\alpha,r}, <)$-genericなグラフが一意的
に存在し, その理論は $\omega$-categoricalかつ simple Iこなる.

3 $(\delta, <)$-genericなグラフ

定義 3.1 無限グラフ $M$が $(\delta, <)$-generic てあるとは, 次の条件をみたす
実数 $\alpha$ と K\subset K。が存在することてある :,
(i) $M$が $(K, <)$-generic;
(ii) $M$は有限閉包 ;
(iii) $M$は飽和モデル.

注意 3.2 例 1.16のグラフは $(\delta, <)$-genericてある.

注意 3.3 いま, 有限グラフ $A\subset B$ に対して, 勝手に $X\subset B-A$を取っ
たときに $\delta_{\alpha}(X/A)\geq 0$ をみたすとき, $A\leq B$ と書く. このとき, 関係
$A<B$のときと同様にして, $(\delta, \leq)$-genericな無限グラフが定義てきる
([5])

事実 3.4([6]) $M$ を $(\delta, \leq)$-genericなグラフとする. このとき
(i) Th(M) は stable;
(ii) $\alpha$が無理数ならば Th(M) は superstableてない.

注意 3.5 無限グラフ $M$ が $(\delta, <)$-genericであるとき, $\alpha$が無理数ならば
Th(M) は strictly stable となる.

証明 : $\alpha$が無理数のとき, $(\delta, <)$-generic なグラフは $(\delta, \leq)$-genericにな
る. よって事実 3.4 より Th(M) は strictly stable.

問題 3.6 $M$ を $(\delta, <)$-genericなグラフとする. このとき
(1) $\alpha$ が有理数のとき $M$は unstableが ?
(2) $M$は $\omega$-categoricalが?
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例 37 $r=3,$ $\alpha$ =2 とする. $K=K_{\alpha,r}$ とすると, 命題 2.11 より, $(K, <)-$

genericなグラフ $M$ 力 8存在して, その理論は $\omega$-categorical 力\supset つ simple にな
る. 特に $M$は ( $\delta,$ $<$ \succ generic になっている. また, $\mathrm{S}\mathrm{U}>1$ , unstableであ
ることも確かめられる (はすである)
主張 :Th(M) (は non locally modular.
証明 : $X=abcd$ を $R(a,b),$ $R(b, c),$ $R(c, d),$ $R(d, a)$ のみを関係としてもつ
グラフとする. このとき $X\in K$であるので, $X<M$てあると仮定し
て構わない. このとき $d(ab)+d(cd)=\delta(ab)+\delta(cd)=6$である. 一方,
$d(\mathrm{c}1(ab)\cap \mathrm{c}1(cd))+d(abcd)=d(\emptyset)+\delta(abcd)=4$ である. よってmodular
ではない. locally modularてないことも, ほぼ同様に証明できる.
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